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� � ? � � � C � �
����  «5	7� �����	��», � ��� !	 ��9�� �'’<�, �	�!�<���� �
�� � ����

�	7	� ���!����	� �����(�� ���9��� � (������ ������ ����(	�����. /���� ��'����!��-
�� ���(��� ���!�����-���(	!��) ����������), ���'�	�� �����������), ��(�-
�����<. E���9���� ����)!	� ��(��!�	��� �� ����'�	��� � �	7�� �����	�	 �	(��� (�
1990 ����, ����
��������, � �� �������)�� ���, ��� ������� �� � 9������ ������	 �
�����	�	, ��� � � ������	 �	7	� ���!����	� �����(��.

C�����������	
 5�9�
 ����� ����'�	� ���	�� �	���( �������� ����� «5	7�
�����	��» � �'���� (�)!�� ������	 (�� �	7	�  �����(�� �����	 ���9��� �� (����-
�� ����� ����(	�����, ������(����� ���������� ��(��� �� ���!����	� �����(�� #����-
������� ��’���� ������	 � 1998 �.

&��!����	
 ����'�	�  ����(�<���� � 11 ���(����, � ����	
 � ��	� ���(	�� �����-
�	!-�	
 �������, ��	���(	 ����’���� �	���	� ��(�!, �	����  ����� (�� �����������
�	�!����� ������	!���� �� �����	!���� ��������, �����	
 ��������, � ���� ��-
'���� � ��������� �	���(� ��� ������� ������� ���(���. "������
 ���(�� ���	��
������
�� ��'��	 ����	� �	��� �� ������ ����(�����.

"����� ��������	, �� ��(�����	
 �� (���(���	
 �������, ���!�� �	���	�����-
���	 (�� ������������ �����	� ����� ���(�����, ����������� �	�!����� ��������, ��	
�	������� ����������	� ������
�	� ��'��, (��9��� ���(��� �� ��(������� (� ��'��-
���� �������) �� ��� �� ����� � �����.

#���) ������� '��� ��(��	 ������� � (�������
 (�� �	�����	��� ����(��� 9���
���� �� ������	�	 �� (� ������
���� ��	������ �	�!�����.

��� '���9�� (���������� �� ����������� �������� 9	���� �	���	�����<����
������	!�� �� ���	!�� �������������; ����’���	 �	���	� ��(�!  ����(����� � �����-
�	 ��������� ������	!�	� ��������; ��(�� ����(�� !	 �����(�	 (���(����, �
����� (���(����, 7� ������)���� �� ��������  ���  �� ���(��� � ���	 ������	, ��
��	��(�����; ���������� �����	!�� �	������ �	���	�����<���� �'�����.

I���	��� ������
���� �����	!���� 	������ ���(����� ���	�)��: ����-
�)����� ����	� ����� �� �	������� � �����(��	� ��������; ������	��� ���-
���
���� ���(������� (���(���� �����	 ��, (� �� (���(���� ���� �������	 ��
��������; �����)����� ����!��� � ������, 7� ��9�< '���9 ������ �	�!	�	 ����
�������  ���(��� �� ���'	�	 ������
�� �	�����	.

/���'�	� ��	���!�<���� (�� ���(����� ����	� ��� ���!���� �� �	���(�!�� ���-
������, ������, ����(��� �� ���������	� ����	�����. ��������� 9	���� �	���� �����
(������< �	���	��������	 ����'�	� �� ��(�!�	�.

@����	 �	�����))�� 7	�� ��(��� ��������� ��������	� ����� (������
���.-��. ���� H��	� %.A. (�&� �. �. *�����), (������ ���.-��. ���� �����)�� /.�.
(�&� «��������� �����������»).
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?C���A 1. ������� D��A�""E

1.1. "�&�;
+%<!% �
���
 �
���!!�.

"�&�;
+%<!

 ���	��)���� ���� �	���	 !	������, � ��	� ����� �	��� �'���-
��< ���< ����� ���!���� ��������� ��( ���� ����, ��� ���� ��
�< � ���	�� !	���.

/�	���(� �����	��
��� �	���	 !	������, ��� (�
9�� (� ��9	� !���� �� ���(�
���������<����, < �	���� �	���� !	������.  � ��
 �	���� (�� ���	�� ���	� !	���
�	���	�����)���� ���� �	��	: I, V, X, C, D, M � �.(., ��� ����!�)�� !	��� �(	�, �’���,
(�����, �’��(����, ���, �	��!� � �.(.. C��	� '�(�-��	� ��9	� !	��� �����(	���� �� ������
����	� ����	�: ������ �(�����	� �	��, 7� ������ ����!, ��'����)�� !	���, 7� (���-
��)< ��� !	���, ��� ��(����(�)�� �	 �	���, ����	���( ��� – ��	, OO – (��(����,
���� �	�� � ���
 ���(9� �	��� (��� �����!�< ��9� !	���) ������ ����� ��( ����9��
(��� �����!�< '���9� !	���), ��'����< ����	�) ��(����(�	� !	���, ����	���( IV –
!��	�	, XL – �����, ���� �	��, � ���
 ���(9� �	��� ������ ������ ��( ����9��,
��'����< ��� ��(����(�	� !	���, ����	���( XI – �(	��(����, VI – 9����, ��7�.

1.2. ��;
+%<!% �
���
 �
���!!�.

��;
+%<!

 ���	��)���� ���� �	���	 !	������, � ��	� ���!���� ������ �	��	
�	���!�<���� �� �	9� ���) �	���), � 
 �	 ���� (���	��<)), ��� ���� ��
�< �
���	�� !	���.

C�!���F ���	��
��� �	���	 !	������ ���	��<����  !	��� �, ��� ������<, ������	
�����'�� �(	�	�� '�(�-����� �����(� (�� �(������� �(	�	�� ����9��� �����(�.
H	���� !	������ � ������) � '�(�� �����!��	 !���� �.  "!��	(��, 7� ������)
�	���	 !	������ �	���!�<���� ��������� �	��, ��� �	���	�����)���� (�� ���	��
!	��� � (���
 �	���� !	������.  "�����) (��������� �	���	 !	������ < !	���
(�����, (�� ���	�� '�(�-��	� !	��� �	���	�����<���� �����	 (����� ����	� �	��: 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

5 ���	��
��
 �	���� !	������ � ������) � �	���	�����)���� � ����	� ���	�

!	��� ���� ,..., 21 , ��� ���	��)���� #�;�F �
���
 !	������.  I�������)���� ���	-

��
�� �	���	 !	������ � ���	��
��) ����(’<��) � �	���	!��) '���).  � ���	-
��
�	� �	����� !	������ � ����(’<��) '���) �	��	 ����!�)�� �����(���� ����
!	��� ��!	��)!	 � ����; � ���	��
�	� �	����� !	������ � �	���	!��) '���)
�	��	 ����!�)�� �����(���� ���� !	���, �	���	!�� ����7��� ��(����� ���� �
����. R� ����	��, �	��	 0, 1 � ���	��
�	� �	����� !	������ ����!�)�� !	���
���� � �(	�	�).

B	��� � ���	��
��
 �	���� !	������ � ������) � ���	��)�� �� �����(�������
�	�� �	���	 �, ���(����	� ���) �� ���� � (��'��� !���	�	. R�7� '���	 	n, 	n-1, �,
	1, 	0, 	-1, ... 	-m ����!�)�� �	��	 �	���	, �� �����(������� �	�� 	n	n-1�	0,	-1	-2  ...a-m
����!�< !	���  	n�p

n+ 	n-1�p
n-1+ 	1�p

1+	0�p
0+	-1�p

-1+...+ 	-m�p-m.
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@�	���	!�� (�� ��( !	���	 � '�(�-���
 ���	��
��
 �	���� !	������ �	��-
��)���� �� �		 � ����	��	, 7� � � (��������
 �	����. "(��� ��	 �	������� (�

��( !	���	 �	���	 ���'� ���	������	�� ��'�	��	 (�(������ � ������� ��<�
�	���	.

W�' ���������	 � ���
 �	���� !	������ ���	���� �� !	 ��9� !	���, (���	-
��� �����!	�	 !���� �� !	��� �, ���	���� � �	���� !	������ �.

I�������� ��
'���9 ��	���� � D"# �	���	 !	������.

1.3.  ��%<����  �
����  �
���!!�.
+� �	���� !	������ �	���	�����< (�� �	��	 0, 1, ��� ����!�)�� !	��� ���� �

�(	�	�) ��(����(��.  "�����) ��<� �	���	 < !	��� (��.
&	�!� (��� ��'������� (���	� !	��� � (��
����
 �	���� !	������:

        110 =     12                                                710 = 1112
                           210 =   102                               810 = 10002

                              310 =   112                                                  910 = 10012
                              410 = 1002                                                 1010 = 10102
                              510 = 1012                                                 0,510 = 0,12
                              610 = 1102                                                  0,2510 = 0,012 .
/�	 (�(������ (��� !	���, ���	���	� � (��
����
 �	���� !	������, ���( ���	�-

�����	�� ����) ��'�	��) (�(������:
0 + 0 =   0
0 + 1 =   1
1 + 0 =   1

  1 + 1 = 10 .
A�'�	�� ������� � (��
����
 �	���� !	������ �����  (��� ������:

0�� 0 = 0
0�� 1 = 0
1 � 0 = 0

  1 � 1 = 1.
��
����


�) (�(������: 11011101,01 ') ��(������:   _111001,11
            +   1110010,11                                                                1011,11

                             101010000,00 ;                                                       101110,00 ;

�) �������:         10110,1 �) (������:            _ 1110011  10111
                           ���        10,1                                                                  10111      101
                         +      101101                                                                   _10111
                            101101                                                                          10111
                          111000,01;                                                                            0  .

�
��� 1. ������� �������
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1.4. �%�%���� �
���� �
���!!�.

+� �	���� !	������ �	���	�����< �	��	 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (�� �����!����
�����(���	� ���	� !	��� ��( ���� (� ��	 ���)!��.  "�����) ��<� �	���	 < !	��� 8.
C��	� (��������� !	��� � ��
 �	���� T�����<���� �� 
��� ������(� �� �������	
!	��� ���� �� ������		 �	7� �������<���	.

C��	9�� (���� !	��� � ��������
 �	���� !	������:
710 =   78 1110 = 138 1510 = 178 0,510  = 0,48
810 = 108 1210 = 148 1610 = 208 0,2510  = 0,28
910 = 118 1310 = 158 2410 = 308 0,12510 = 0,18

1010 = 128  1410 = 168  3210 = 408  0,62510 = 0,048 .
5������� ��'�	�� (�(������ � ������� �)�� �	���(:

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 10

0 0 1 2 3 4 5 6 7 10

1 1 2 3 4 5 6 7 10 11

2 2 3 4 5 6 7 10 11 12

3 3 4 5 6 7 10 11 12 13

4 4 5 6 7 10 11 12 13 14

5 5 6 7 10 11 12 13 14 15

6 6 7 10 11 12 13 14 15 16

7 7 10 11 12 13 14 15 16 17

10 10 11 12 13 14 15 16 17 20

� 0 1 2 3 4 5 6 7 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 10

2 0 2 4 6 10 12 14 16 20

3 0 3 6 11 14 17 22 25 30

4 0 4 10 14 20 24 30 34 40

5 0 5 12 17 24 31 36 43 50

6 0 6 14 22 30 36 44 52 60

7 0 7 16 25 34 43 52 61 70

10 0 10 20 30 40 50 60 70 100

�
��� 1. ������� �������



12

��
����

�) (�(������:        + 6342,31             ') ��(������:    _ 14273,42

          4651,22                                                  ���  6045,03
                               13213,53;                                                     6226,37;

�) �������:         342,1                         �) (������:              _214346     726
                             �      5,4                                                            1654         231
                             +   16104                                                           _2674
                              21525                                                                2602
                            2333,54  ;                                                            _726
                                                                                                           726
                                                                                                           0    .

1.5. K%��!��+������  �
����  �
���!!�.

+� �	���� !	������ �	���	�����< 9�����(���� �	��: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, �,
�, �, D, E, F, ��� ����!�)�� �����(���� ���� !	���, ��!	��)!	 � ���� �����!�)!	
!	��� «�’����(����».  "�����) ��<� �	���	 < !	��� 9����(����.

C��	9�� (���� !	��� � 9����(�������
 �	���� !	������:
1710 = 1116 2610 = 1�16 3210 = 2016
1810 = 1216 2710 = 1�16 3310 = 2116
1910 = 1316 2810 = 1�16 3410 = 2216
2010 = 1416 2910 = 1D16 3510 = 2316

2210 = 1616 3110 = 1F16   3710 = 2516 
 .

��
����

�) (�(������:             

 +
1�146,8               ') ��(������:    _34F87,C

                    F32B,2                                                  4894,1
                                      29471,A  ;                                             306F3,B ;

�) �������:        408C,1                           �) (������:   _ABD,2499C     AB,CDE
                            ��      A3,4                                                  AB1 102          F,12
                         +     102304                                                   _C 1 47 9
                              C1A43                                                        ABCDE
                             28578A                                                     _1 579BC
                          292951,34  ;                                                  1 579BC
                                                                                                            0   .

2110 = 1516 3010 = 1E16 3610 = 2416

�
��� 1. ������� �������
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1.6. ��������!!� �
��� %; ��!%H, �
���
 � %!@*.

/�	 ����’�������� ��(�! �� D"# ��!������ (���, �� ����	��, ��(�)���� � (����-
����
 �	���� !	������, � ��
 �� �	���� ���'� �(�����	 ���������.  "(���  �
�� ���
�9	�	 ����))�� �� � (��������
 �	����, � � ���
-��'��� ��9�
, ����	���( �
(��
����
. A�� �	�	��< ���'��(����� ������(���� !	��� �� �(��<� �	���	 � ��9�.
/�	 ������(� ����	� ������(���� !	��� �� �(��<� �	���	 !	������ � ��9� �'��	���
�	9� �	����	 !	������ � ����(’<��) '���). "������	 ������(���� ��(’<�	�
!	��� ���(	���� (� ������(� �'���)��	� ���	!	� � ��	�	������� � ����� ����, ��
(��	�� ���������	 ������( (�(����� !	���.

��������!!�  �
��� �
���
 P � �
���* Q ; ��&��=�F ��
/��
�
 �
���
 Q.

H	����!�� ���	
 ������( '�(�� �����!��	 P�Q(Q).
��� ���� 7�' !	��� N, ���	���� � �	���� �:

N = (	n, 	n-1, �, 	1, 	0, 	-1, �, 	-m )�
��������	 � �	���� Q, ���	���)!	�� ��	���	��) �	���	 Q, �����'��:

�) ���	���	 !	��� N � �	���(�:
N = an�10n + an-1�10n-1 + � + a1�101 + a0�100 + a-1�10-1 + � + a-m�10-m;

') ����	�	 ������ 10 � ��� �	��	 	�(�=n, n-1, ..., -m) �	���	 � ����	
��'�������	 � �	���� Q;
�) ���'	�	 �'!	������, ���	���)!	�� ��	���	��) �	���	 Q.

��
����
:
�) /�������	 !	��� 10110,11 � (��
����� �	���	 !	������ � (��������
(2 �10(10)) .
"������	

10110,11(2) = 1�104 + 0�103 + 1�102 + 1�101 + 1�100 +1�10-1 + 1�10-2 ,
�� ����	�9	 ������ �	���	 !	������ – !	��� (��, ���	�<�:

1�24 + 0�23 + 1�22 + 1�21 + 0�20 + 1�2-1 + 1�2-2 .
/�����9	 �'!	������, ���	���)!	�� ��	���	��) (��������� �	���	 !	�-

�����, (����<� !	��� 22,7510 .
"���, 10110,112 = 22,7510 .
') /�������	 !	��� 27,510  � (��������� �	���	 !	������ � (��
���� (10�2(2)).
"������	

27,510 = 2�101 + 7�100 + 5�10-1,
��, ����	�9	 ������ 10 � �	��	 2, 7, 5 ����	 ��'�������	 � (��
����
 �	����
!	������, ���	�<�:

10�10101 + 111�10100 + 101�1010-1 .
C��'	�9	 �'!	������, ���	���)!	�� ��	���	��) (��
����� �	���	 !	�-

�����, �(���	� !	��� 11011,12 .
"���, 27,510 = 11011,12 .

�
��� 1. ������� �������
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�) /�������	  !	��� 634,528 � ��������� �	���	 !	������ � (�������� (8�� 10(10)).
/�(��9	 �� !	��� � �	���(�

6�102 + 3�101 + 4�100 + 5�10-1 + 2�10-2,
� ����	�9	 ������ 10 – !	��� 8 (�	��	 6, 3, 4, 5, 2 �)�� �� ��� ��'������� �
(��������
 �	���� !	������) ���	�<�:

6�82 + 3�81 + 4�80 + 5�8-1 + 2�8-2 .
C��'	�9	 �'!	������, ���	���)!	�� ��	���	��) (��������� �	���	 !	�-

�����, �(����<� !	��� 412,9375010 .
"���,  634,528 = 412,9375010 .
�) /�������	 !	��� 98,610  � (��������� �	���	 !	������ � �������� (10�8(8)) .

C�'���	�9	 �� !	��� � �	���(�
9�101 + 8�100 + 6�10-1,

� ����	�9	 ������ !	��� 10 � �	��	 9, 8, 6 ����	 ��'�������	 � ��������
 �	����
!	������, �(���	�:

11�121 + 10�120 + 6�12-1 .
C��'	�9	 �'!	������, ����)!	�� ��	���	��) ��������� �	���	 !	������

(������� !	��� 142,48 . "���, 98,610 = 142,48 .

��������!!� �
��� �
���
 P � �
���* Q ;� ��&��=�F ��
/��
�
 �
���
 �.

H	����!�� ���� ������(���� '�(�� �����!��	 ��Q(�)."������	 (�� ����-
��(���� '�(�-����� !	��� (��	�� ���	 ������(	�	 
��� (��'��� �� ���� !���	�	, ��
���� ���������	 �'	(�� �� �	��(�	 �����.

�����%� +%�
: �
���. &���
 ���� !	��� N, ���	���� � �	���� �, ���'� ��������	
� �	���� Q. "������	 N – ���� !	���, �� 
��� ��'������� � �	���� Q '�(� ��	
�	���(:

N = (bn bn-1… b1 b0)q,
��'��

N = bn·10n + bn-1·10n-1 + bn-2·10n-2 + … + b1·101 + b0·100,
(� b�(� = 0,1, ..., k) – �	��	 �	���	 Q, ��� �����'�� �	���!	�	, � 10 – ������
�	���	 Q.

C���	� �	��	  b0, b1, ..., bk � ������ 10 �	���	 Q ���� ��'������� � �	����
�. &���
 	� < ��'������� �	��	 b�(� = 0,1, ..., k), � q – ��'������� �����	 �	���	
Q � �	���� �.

A�(�
       N = akq

k + ak-1q
k-1 + ... + a1q + a0 .

/�(��	�9	 �'	(�� !���	�	 �(������� �������� �� q, �(���	� ����!� 	0 �
!�����

N1 = akq
k-1 + ak-1q

k-2 + ... + a1 .
R�7� ����� !����� N1 ���(��	�	 �� q, �� �(���	� ����!� 	1 � !�����

N2 = akq
k-2 + ak-1q

k-3 + ... + a2 .

�
��� 1. ������� �������
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/�����))!	 ��
 ������ k �����, 	 �����(���� ���
(�� ��� !	��� a0, a1, ..., ak-1,
��	!�� ������� !����� Nk = xk. ������� �	����<�, ���	���)!	�� ��	���	��)
�	���	 �.

A��	 !	��, ��	 �����(����� (������ !	��� � !�����, ��� �(����)���� ��	
(������, �� ������ �	���	, ���	���� � �	����, ��'�� �� q, �(���	� � �	���(� ����!
��( (������ �	��	, �����'�� (�� ��'������� !	��� N � �	���� Q, ���	���� � �	����
�. /����(���� (������ �����(	���� (� ���� !���, ���	 �� �(���	���� !�����, ��9�
�� q. +� ������� !����� (���� �� �	��� !	��� N, ���	���� � �	����. /�	 (������
���	���)���� ��	���	��) �	���	 �.

��
����

�) /�������	 !	��� 6510 � (��������� �	���	 !	������ � (��
���� (10�2(10)).
"������	:

� (�������� �	��	 0, 1 �)�� �� ��� ��'������� � (��
����
 �	���� !	������, ��
6510 = 10000012 .

') /�������	 !	��� 32510 � (��������� �	���	 !	������ � �������� (10�8(10)).
"������	:

_65 2

64 _32 2

1 32 _16 2

0 16 _8 2

0 8 _4 2

0 4 _2 2

0 2 1

0

�
��� 1. ������� �������

� (�������� �	��	 5, 0 �)�� �� ��� ��'������� � ��������
 �	���� !	������, ��
32510 = 5058.

   _325     8
               320   _40    8
                   5      40    5

                        0
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� (�������� �	��	 15, 11 ��'����)���� � 9�����(�������
 �	���� !	������ ��   F � B,
306010 = BF416 .

�) /�������	 !	��� 1110112 � (��
����� �	���	 !	������ � (�������� (2�10(2)).
���	���)!	�� ��	���	��) (��
����� �	���	 !	������, �(���	�:

���
���� !	��� 101 �� 1001 � (��������
 �	���� !	������ �)�� ��'������� 5 �
9 ��(����(��,  1110112 = 5910 .

��������!!� &���
�>!
: ���#%�. &���
 D – ����	���	
 (��', ���	���	
 � �	�-
��� �.  /�	����	�, 7� ���'� ��������	 (��' � �	���� Q. &���
 ��'������� D �
�	���� Q ���
(��� � ���� �< �	���( D = 0, b-1 b-2 b-3  ...  ,
��'��

 D = b-1�10-1 + b-2�10-2 + b-3�10-3 + ...  ,
(�   b-1, b-2, b-3 ,... – �	��	, � 10 ������ �	���	 Q.

C���	�9	 �	��	 b-1, b-2, b-3,.... � ������ 10 ����	 ��'�������	 	-1, 	-2, 	-3, ... ,
� q �	���	  �, �(���	�:

D = a-1�q
-1 + a-2�q

-2 + a-3�q
-3 + ...  .

/����	� (�� !���	�	 �(������� �������� �� q.  "(���	� !	���, ���� !���	-
�� ����� 	1 � (��'��� !���	�� D1 = a-2�q

-1 + a-3�q
-2 + ...  .

/����	�9	 D1 �� q, �(���	� !	���, ���� !���	�� ����� 	-2 � (��'���
D2 = a-3�q

-1 + ...  .
/�����))!	 ������� �����'�� �� ��������� �����, 	 ���
(�� �(�� �� �(-

��) �	��	, �����'�� �� (�� ��'������� !	��� D � �	���� Q. /�	 ������� ���	-
���<��� ��	���	��) �	���	 �.

�) /�������	 !	��� 306010 � (��������� �	���	 � 9�����(������� (10�16 (10)).
"������	:

_111011 1010

 1010 101 .

_10011

1010

1001

�
��� 1. ������� �������

   _3060     16
              16       _191  16
            _146       16     11

     144     _31
     _20       16
        16       15

                              4
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A��	 !	��, ��	 �����(����� ������� !	��� D � (��'��	� !���	� (�'�����,
��� �(����)���� ��	 ������� �� ������ Q, ���	���� � �	���� �, ��'�� �� q, �(��-
�	� � �	���(� ���	� !���	� (�'����� �	��	, �����'�� (�� ��'������� !	��� D �
�	���� Q. #������� �	����<�, ���	���)!	�� ��	���	��) �	���	 �.

��
����
:

�) /�������	 !	��� 0,562510 �  (��������� �	���	  !	������ � ��������
(10�8(10)).

"������	:

� (�������� �	��� 4 �< �� ��� ��'������� � ��������
 �	���� !	������, ��
0,562510 = 0,448 .

') /�������	 !	���  0,37510  � (���������  �	���	  !	������ � (��
����  (10�2(10)).
"������	:

� (�������� �	��	 0, 1 �)�� �� ��� ��'������� � (��
����
 �	���� !	������, ��
0,37510 = 0,0012 .

�)  /�������	 !	��� 0,5�416 � 9�����(�������� �	���	 !	������ � (��������
(16 � 10(16)).

"������	:

0, 5625
�

8

4 5000
�

8

4 0000 ,

0, 375
�

2

0 750
�

2

0 500
�

2

1 0 .

�
��� 1. ������� �������
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� 9�����(������� �	��	 5, 5, 5, 6, 0, 1, 2 �)�� ���� � ��� ��'������� � � (��������

�	���� !	������, �� 0,5�416 = 0,356901562510 .

��*��$�!!�:  &�
���!��9� ��	 ������(� !	��� � �	���	 !	������ � � �	����
Q ���	������	�� ��	���	��) �	���	 �, ��7� � > q.

0, 5B4
�

A

3 968
�

A

5 810
x

A

6 EA
x

A

9 04
x

A

0 28
x

A

1 9
x

A

5 A
x

A

6 4
x

A

2 8
�

A

5 0 .

�
��� 1. ������� �������
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�����%� �
��� �
���
 � � �
���* Q  % !��&��
, ���� # = qk.

&���
 � = qk, (� – � � q ���� (�(���� !	���. � ���� �	��(�� �������� ����	��
������(� ���!�� ����7�)����.

��� ����, 7�' ��������	 !	��� �	���	 � � �	���� Q ��	 � = qk, (��	�� �����
�	��� ����� !	��� ����	�	 ��(����(�	 k-�����(�	 !	��� � �	���� Q.

��� ����, 7�' ��������	 !	��� �	���	 Q � �	���� � ��	 � = qk, (��	��,
����)!	�� ��( ��	 ����� � ������, ���'	�	 ��� �	��	 !	��� �� ����	 �� k �	�� �
�����
 (���
�� ����	 (�����))���� ����	, ��7� �� �����'��) � ����� ����� ���-
�	�	 ��(����(��) �	���) �	���	 � .

��
����
:
�) &���
 � = 8, q = 2, k = 3
435,6418 = 100  011  101,  110  100  0012 (8 � 2) ;
	
���	��������������������������������� ��������
1  001 111 001 010, 110 111 000 112 = 001 001 111 001 010, 110 111 000 1102 = 11712,67068

 (2 � 8) .
A�	�����(�� (��
���� !	���, ��� ��(����(�< �����
 ��������
 �	���, ���	��<��-

�� ����(�).   5�(����(����� �� �������		 �	���	 � ����(�	 ����:
0 = 000 2 = 010 4 = 100 6 = 110
1 = 001 3 = 011 5 = 101 7 = 111 .

') &���
 � = 16, q = 2, k = 4 .
�356,9�1116 = 1010 0011 0101 0110, 1001 1110 0001 00012 (16�� 2) ;
48��,�94�16 = 0100 1000 1010 1011, 1100 1001 0100 11102 (16 ��2) ;
1 110 001 101 001 010,100 000 11101012 = 1110 0011 0100 1010, 1000 0011 1010 100002=

= �34�,83�816 (2 � 16) .
5�(����(����� �� �	���	 � ����	� �	����� !	������ ������� � ��'�	��:

10 2 8 16 10 2 8 16

0 0 0 0 8 1000 10 8

1 1 1 1 9 1001 11 9

2 10 2 2 10 1010 12 A

3 11 3 3 11 1011 13 B

4 100 4 4 12 1100 14 C

5 101 5 5 13 1101 15 D

6 110 6 6 14 1110 16 E

7 111 7 7 15 1111 17 F

�
��� 1. ������� �������
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1.7. �&���
.

1. R� ��(���)���� �	���	 !	������?
2. W� ���	��<���� (��
����) �	����) !	������?
3. W� ���	��<���� ��������) (9�����(�������)) �	����) !	������?
4. R� �(�
��	�	 ������( �� (��������� � ��� ��9� �	���	 !	������?
5. R� �(�
��	�	 ������( � (�������� �	���� !	������?
6. R� �	����)���� (�� � (��
����
 �	���� !	������?
7. C(�
��	�	 ������( � (��
���� �	���� !	������ 73,59;  134,17;  153,903 .
8. /���
�	 � (�������� �	���� !	������ 101110,11(2); 11101,001(2); 11000111,1(2);

32,71(8);  106,75(8);  550,31(8);  10A,B(16);  49,0C(16);  39D,F(16).
9. /��(����	�	 !	��� � ���� �	����� !	������ 3459,61(10); 10111001,1(2); 357,044(8);

39F,A9(16) .
10.5	�����	 ��� ��	���	!�� (�� � (��
���		 !	���	 101101; 11110; 11001;

10111; 10001; 110 .
/�����(��� � (�������� �	���� !	������:

��/� � # �

11. 11011,1001(2) 345,67(8) @1,3H(16)

12. 10011,0011(2) 675,43(8) D1,34(16)

13. 10001,0101(2) 394,27(8) H2,3@(16)

14. 10111,011(2) 724,31(8) 1@2,3H(16)

15. 11011,1101(2) 372,16(8) 12@,C(16)

16. 11010,1011(2) 567,17(8) 17,191(16)

17. 1111,1101(2) 315,271(8) 7D,123(16)

18. 10101,1011(2) 654,32(8) H@,12(16)

19. 11011,101(2) 321,21(8) 511,1H(16)

20. 100001,1011(2) 567,21(8) 5@,23(16)

21. 1101,10001(2) 723,44(8) @C ,H1(16)

22. 10111,1011(2) 127,73(8) 131,@H(16)

23. 11011,10101(2) 235,72(8) 243,5@(16)

24. 11101,1001(2) 543,27(8) 35@,72(16)

25. 11111,10111(2) 654,32(8) 432,@�(16)

26. 110111,1111(2) 737,27(8) 543,@1(16)

27. 11111101,1011(2) 673,24(8) 654,@3(16)

28. 1011101,1101(2) 543,12(8) H�,18(16)

29. 11011111,1011(2) 421,31(8) FE,13(16)

30. 101101,10111(2) 347,52(8) FA,2C(16)

�
��� 1. ������� �������
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/�����(��� � (��
���� �	���� !	������.

��/� � # �

31. 1101111,111111(2) 724,13(8) E1,C2(16)

32. 101101,1000001(2) 743,21(8) A2,D3(16)

33. 1000001,111011(2) 673,32(8) AC,D12(16)

34. 1100001,11101(2) 734,71(8) A23,D1(16)

35. 11111011,111101(2) 473,57(8) AC,D21(16)

��/� � # �

36. 437,12(8) 934,15(10) CD,13(16)

37. 231,14(8) 842,27(10) A11,12(16)

38. 343,17(8) 987,31(10) 134,57(16)

39. 241,03(8) 341,58(10) 3F,13(16)

40. 562,14(8) 253,63(10) 2A,43(16)

41 574,26(8) 148,75(10) H3,@2(16)

42 632,43(8) 531,02(10) H5,24(16)

43 745,21(8) 475,53(10) @2,54(16)

44 703,64(8) 357,43(10) 5@,61(16)

45 743,57(8) 543,61(10) 35,HD(16)

46 761,27(8) 647,38(10) 6@,2@(16)

47 724,53(8) 673,41(10) 35,45(16)

48 675,46(8) 345,07(10) 2H,64(16)

49 463,25(8) 271,83(10) 4D,35(16)

50 127,46(8) 347,17(10) D3,42(16)

51 174,34(8) 285,29(10) D6,57(16)

52 724,45(8) 248,92(10) D8,H2(16)

53 347,52(8) 824,45(10) @9,3H(16)

54 146,63(8) 896,54(10) 29,F3(16)

55 144,52(8) 873,64(10) 30,H@(16)

56 265,17(8) 762,91(10) 511,12(16)

57 625,37(8) 672,58(10) 4H,23(16)

58 136,62(8) 725,68(10) 4F,36(16)

59 154,43(8) 273,91(10) 45,@2(16)

60 651,32(8) 438,98(10) 5@,73(16)

�
��� 1. ������� �������
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?C���A 2. "��A�M�"� C�D��A�""E

2.1. �#���F�!� % �%�!��!� &�:
#�
. ��$� &�:
#�
.

/�	 ����’������ �����	!�	� ��(�! !���� (���(	���� ��	 ������ � ��'�	���	-
	 ���!����	 ����	� !	����	� ���	!	�. �� �	� ��(��������: ���������	 �	��)-
���� ����	� ���	!	� � (������) ��	��(��; ���!���� ���	��� ��	 �!	������� ��
��������, (�������, ��������; �������� (���; ���������	 ������������ !	���; ��-
�������	 (�
 ��( ��'�	���		 !	���	; ��'�	!�� ���!���� (���	� ���	!	�; ������-
���	 �'!	����� ���!���� ������
. &�'�	���� ���!���� (��'�	�����, ��'�	����
!	���) ����� ���!�� ��(������	�� ��( ��!�	�, �'� '��	 '�	���		 (� �	�.

��� �����	 ��(�	�����  ��'�	���	� !	��� ��( ��!�	� �	���	�����)�� ���� ��-
����� �� �'���)��� �� ��(����� ���	'�	.

�#���F�!�F &�:
#��F ��'�	����� ���	��<���� �(��� ����	�� �� ��!�	
���!���� ���	!	�	 a � �� ��'�	���	 ���!���� �, ��'��

�a� �� = � .
��
����.

@'���)��� ���	'�� ��'�	�����  !	���  
9
4  !	��� 0,44 ����(�<

225
1

225
99100

25
11

9
444,0

9
4

�
�

������ .

R�7� ��!�� !	��� ����(��, �� ���
�	 �'���)��� ���	'�� � �����	��. &�
�����	�� ���(��� ������ (�����	�� ��	 (��	� �	��)������ !	 �'!	������� �'��-
�)���� ���	'�	, ��� ���	��)�� �$�F �#���F�!�, &�:
#�
 � �����!�)�� '����) h.
5����)��, 7� h � �. R� ����	��, ��� �'���)���� ���	'�	 ��������))�� �
�����	!�	� ��������, ����	���(, ��	 �	��)������ �� ��� �'���)���� ���	'�	
��	
�)�� ��
��9� ��(���� ��	��(�.

/�	 ���	�� ��'�	���	� !	��� !���� �	���	�����)�� ������� ������ �� �����-
��� �	��	.

+	��� � ���	��<���� �%�!�F, ��7� ��� �'���)���� ���	'�	 (����� ��'�	-
����� �� �����	7�< �(	�	�� ���� �����(�, � ���� ���	���� �� �	���. 5 ��9��
�	��(�� �	��� ���	��<���� �*!%�!�F.

"�&�
����: � !	��� 	=9,746±0,04 (�� �	��	 �����, '� ���	'�� 0,04 �� �����	7�<
�(	�	�� �����(� (����	�. +	��	 9 � 7 �����, �������	 h=0,04<0,1, � �	��	 4 � 6 <
�������, '� h=0,04>0,01.

5 �������� ���	�� ��'�	������ !	��� �'�����)�� �����	 ����� �	��	. A��,
!	��� 	=9,746±0,04 ���� ���	���	 � �	���(� 	=9,7; !	��� 	=9,746±0,001 – � �	���(�
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��	 =9,746. R�7� � (��������� (��'� ������� ����� �	��	 – ����, �� �� ���	9�)�� �
���	�� !	���.

"�&�
����: ��7� 	=0,26±0,001, �� ����	���	
 ���	� !	��� < 0,260.
R�7� � ����� !	��� ������� ���� < ������		 �	���	, �� �	��)!�)�� ��

���	�� !	���.
H�� ��� ��	 ��'��� � ��'�	���		 !	���	 9	���� �	���	�����)�� ����-

(����� ���� ���	�� !	���.
"�&�
����: � !	��� 	=25000±25 ����		 < ��	 ���9� �	��	, � (�� ������� ���� –

������� �	��	. C��	� !	��� ���	�	
 �	9� � �	���(�:
25000±100 �'� 250�102=2,50�104.

"���, � (��������� ���	�� ��'�	������ !	��� ������� �	��� �����< �� ��!-
����� ��'�	�����, ��'�� ��� �'���)���� ���	'�	 �� �����	7�< �(	�	�� ��������-
�� �����(�.

"�&�
����:
1. C��	� 	 �3,29 ����!�<, 7� 	=3,29±0,01, ��'�� ��� �'���)���� ���	'�	 h=0,01.
2. C��	� 	 �0,023;  h=0,001.
3. R�7� 	 �326,  �� h=1.
5 (��������� ���	�� !	��� ;!��*�

 �	���	 ���	��)�� ��� 
��� ����� �	�-

�	 ��!	��)!	 � ���9�� �����, ��(����� ��( ����.
"�&�
����: � !	��� 1,13 – ��	 ���!�7� �	��	;  � !	��� 0,017 – (��;  � !	��� 0,303 –

��	;  � !	��� 5,200 – !��	�	;  � !	��� 25�103 – (�� ���!�7� �	��	.
/�	 ����� ��(��(� (� ���	�� ��'�	������ !	��� �����'�� ���	 ��������)��-

�	 !	���.
����
�� ;����*=��!!� �
���:
– R�7� ���9� �	���, ��� ��(�	(�<� < ��9�) �� �’���, �� � ���������

�����(�, 7� �'�����<���� �	��� �� ���)<����. &���	���(:  879,673 � 879,67.
– R�7� ���9� �	���, ��� ��(�	(�<� '���9� �’��	, �� � ��������� �����(�,

7� �'�����<���� �	��� �'���9�<���� �� �(	�	�). &���	���(: 456,87 � 456,9.
– R�7� ���9� �	���, ��� ��(�	(�<���� �’��� � �� ��) < 7� �	��	 ��(���� ��(

����, �� � ��������� �����(�, 7� �'�����<���� �	��� �'���9�<���� �� �(	�	�).
&���	���(: 1246,5002 � 1247.

– R�7� ���9� �	���, ��� ��(�	(�<���� – �’��� � �� ��) ���< '���9� ����	�
�	��, ��(���	� ��( ����, �� ������) �	���, 7� �'�����<�  ���	9�<� '�� ���	,
��7� ���� ����� � �'���9�<� �� �(	�	�), ��7� �� �����. &���	���(: 0,275 � 0,28;
1,865 � 1,86.

@'���)��� ���	'�� �� �������) ��������	��< ��!����� ��'�	�����. &���	-
���(, �=1 � '�(� ���'�) ��	���) ��	 �	��)����� ����, � �����!��) ��	 �	�-
�)����� �	��. A� � ��� ���� ������	 � ��� ��� �'���)���� ���	'�	. R�����
(��!�����) ��'�	����� ���7� ��������	��<���� ��(�����) ���	'��).

�
��� 2. �	������ 
��������
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�%�!��!�F &�:
#��F ��(��=�) ��'�	����� � ���	!	�	 a ���	��<���� ��(-
��9���� �'���)���� ���	'�	 � ����� ��'�	����� (� �(��� ��'�	������ ���-

!���� �, ��'��                  
�
�

�� .

"������	 �'���)��� ���	'�� � ��	!�
�� '���< ����(��, �� �� �����	��
����))��  �(��� ��(������ ���	'�	 (���	 !	���, ��� �� ��9�  ��( �����
�(���:���������������������������������������������������� � �.

B	��� � ���	��<���� �$�F �%�!��!�, &�:
#�
.

#��� ��(������ ���	'�	 ���� �'!	��	�	 �� ������): .
x
h� �

C�	!�
�� ��(����� ���	'�� �	����<���� � ��(������.
C� (������) ��(������ ���	'�	 ����� �������	�	 ��!����� ��'�	�����.

��
���� 1. C��
�	 ��(����� ���	'�� !	��� 	 = 3,25±0,03.
?�;�’�;�!!�: #�<� � = 3,25; � = 0,03.

"���            %.92000920
325

3
253
030Δ ,,
,
,

�
������

��
���� 2. /�������	 ��!����� �	��)����� ���7	�	 ��	�	 d (�) � �	���	
����� H (�),  ��7� ��(��,  7�  d = 2±0,5;  � = 100±0,5 .

?�;�’�;�!!�:               
%2525,0

2
5,0

���d�

       %5,0005,0
100

5,0
���H� .

R� '�!	�, ��!����� �	��)����� �	���	 ����� ���!�� �	7�.

2.2. �
��!�!!� �%< !�� !�#�
$�!

 �
���
.

I�������� ��	���	!�	� (�
 ��( ��'�	���		 !	���	 < ����� ��'�	����
!	���.

&��'��(�� ���	 �������	�	 ���	'�	 ����������� �'!	�����. d� �����(��� � ��!-
�	 �� '�� ��!���� ���������� ���	'�� �	��(�	� (��	�. /���	�� �����(����� ���	-
'�� ����������� (�
 � ���!
 ���:*��!!� &�:
#�
 ����(��� � ��'�	�� (�����!����
	, b – �	��(�� (���; h	, hb – ��� �'���)��	� ���	'�� ��(����(�� !	��� 	, b;  �	, �b –
��� ��(����	� ���	'��).

�
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��������



26

��
���� 3. "'!	��	�	 ��'�	����  ���!����  �	���� 
50,18
62,534,5 2�

�� �  ���
�	

��� ���	'�� ����������.
?�;�’�;�!!�: �����(	� ���!���� ���(���� !	��� 5,62 � ���(������� ������ ��

!	��� 18,50. #�<� 5,622 = 31,58; 50,18 = 4,301. A�(�

                                        2,39208,39
301,4

58,3134,5
��

�
�� .

C��
(�� ����	�) ��(������ ���	'�	 ����������:

              .0058,0 0,000280,00360,0019
50,18
01,0

2
1

62,5
01,02

34,5
01,0

��������� .

%���	�� �'���)���� ���	'�	 ����������:
                                      h = 39,2�0,0058 �� 0,23 � 0,3 .
�%�&��%�>:  � = 39,2 ± 0,3.

�
��� 2. �	������ 
��������

�%� ��$� �#���F�!�,
&�:
#�


��$� �%�!��!�<
&�:
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��
���� 4. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� �	���� 
4238cos
24,615,3

0  
�

��  �  ���
�	

����	�) ���	'�	 ����������.

?�;�’�;�!!�: �����(	� ���!���� ���(������� ������ �� !	��� 6,24 � cos38 24 � ,

�<�: .7837,04238cos,49800,224,6 0 � �

04,10
7837,0

49800,215,3
�

�
�x .

%���	�� ��(������ ���	'�	 ����������:

�����
7837,0
0001,0

24,6
01,0

2
1

15,3
01,0E

=0,0032+0,00081+0,00013 � 0,0042 � 0,005=0,5% .
%���	�� �'���)���� ���	'�	 ����������  h=10,04�0,005=0,05 .
�%�&��%�>:  � =10,04±0,05 .
�
��!�!!� �%< #�; ���!�=� ���:*��!!� &�:
#�
. A�!�� ���������� ���	'�	

�����(�)< �'!	������. A��, ��7� �� �����'�� ����������	 ���	'�	 ������	�
�����������, ���� �	���	��������	 '���9 ������ ����	��.

������!!� � �%�!%�!!� ��'�	���	� �'!	����� ������(�<���� �	�������	
���:

�) �	(��	�	 (�(���� � ��
��9	 !	��� ����	� (�������	� ������;
') ��������	�	 ��9� (�(���	 ���, 7�' ����� �� �	� ���	�� �� �(	� (�������	


����  '���9� ��� �	(�����;
�) �	�����	 (��, �������)!	 ��� �'������� (�������� ����	;
�) ���������	 ��������	�	  � �'�����	 ������	 (�������	� ������, ������	 �� < �

��'�	����� !	��� �� ��
��9	 !	��� (�������	� ������.
�!�$�!!� % �%��!!� ��'�	���	� �'!	����� ������(�<���� �	�������	 ���:
�) �	(��	�	 ����( (��	� !	���, !	��� � ��
��9��� ��������) ����	� ���!�7	�

�	��;
') ��������	�	 ��9�� (��	� ���, 7�' ����� �� �	� ���	�� �� �(�� ���!�7�

�	��� '���9�, ��� � �	(������;
�) �	�����	 (�� – �'�����	 ��� ���!�7� �	��	;
�) �'������	 � ���������� ������	 ���!�7	� �	��, ������	 �� �< �	(����� !	��� �

��
��9�) ��������) ����	� ���!�7	� �	��.
/�	 &%�!���!!% �� ���&�!� ��'�	������ !	��� � ���������� �'�����)�� ������	

���!�7	� �	��, ������	 ����	� ���!�7	� �	�� �< ������ �������.
/�	 ��#*��!!% ����!� � ��'�	������ !	��� � ���������� �'�����)�� ������	 ���-

�	� �	��, ������	 �< ��(�������� !	���.

�
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2.3. �&���
.

1. &�����	 (������ ���	���� ��'�	���	� !	���.
2. ���	 ����!���� �'���)���� ���	'�	 ��'�	�����.
3. R�� !	��� ���� ����	 �� ��� �'���)���� ���	'�	?
4. H�����)���	 ����	�� ������������ !	���.
5. ���	 ����!���� ��(������ ���	'�	 ��'�	�����.
6. R�� !	��� ���� ����	 �� ��� ��(������ ���	'�	?
7. R�� �	��	 !	��� ���	��)���� ���!�7		?
8. R� �	���!�)�� ����� �	��	 ��'�	������ !	���?
9. H�����)���	 ����	�� (�
 ��( ��'�	���		 !	���	.

10. C��
�	 �'���)��� ���	'�� ��'�	����� 27,0
40
11

� .

11. C�������	�	 !	��� (� �(	�	�� � ���
�	 �'���)��� � ��(����� ���	'�	 ����-
������:

�) 10,59 ; ') 0,892 .
12.  C�������	�	 !	��� 73,1729 (� �	��!�	�, ���	�, (����	�, �(	�	��, (�������,

������ � ���
�	 �'���)��� �� ��(����� ���	'�	 �����������.

13. C��
�	 ��(����� ���	'�� ��'�	�����: �) !	��� 3
1

!	��� 0,33; ') !	���

7
1 !	���  0,14.

14. H�����	 ����	� �	�� �< !	���:
�) 5,74±0,01;                     ') 1,174±0,025 ; �) 0,874±0,05;
�) 0,56±0,01;                     () 4, 675±0,04 ;                                    �) 9,456±0,456.
15. C�������	�	 ��'�	���� ���!���� !	��� � (� ���9�� ������ �	��	:

           �) �=0,2391±0,05;  ') �=1,0738±0,0025; �) �=2354±50;
�) �=0,6709±0,03;  () �=16,38±0,5; �) �=23,54±1.
16. &�'�	���� ���!���� ��	 C��� M=(5,98±0,01)�1024��. #��� ���� ��9�	��

m=(9±1). R�� �	��)����� < ��!��9	?
17. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� �	���� � ����	�� ���	'�� ����������:

               
.

91.5
0348tg93.2;

2115sin
)37,2(11,4;

8,8432,0
5,437 0

0

3  �
 

�
�

18. C��
�	 �'���)��� �� ��(����� ���	'�	 ��'�	���	� !	���, ��7� ��� �	��	
�����:

     7,47; 12,7; 56,29; 0,47; 5,78; 573; 0,00247;
2,45�103; 2,14�10-3; 4,2�102; 1,73�10-1; 0,0751; 1,345.

�
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19. 5	�����	 (�� � ��!�	 �� '�� ��!���� ���������� ���	'�	:
                	 =1,73; b = 4,531; � = 0,294  ;

.;;; 2

2

�
	b

�
b	

�
b	

�
b	 �

20. "'!	��	�	 � � cba� ��  , ��7� 	=82,6, b=93,8 � c=61,9. 5�����	 ����	�)
�'���)���� �� ��(������ ���	'��.

21. "'!	��	�	 ���7� ��������	��, ��7� 	= 78,6 � h = 48,7. 5������ ����� �	��	
��(����(�.

22. "'!	��	�	 �'���)��� �� ��(����� ���	'�	 �����������, ��7� ��� �	��	 �����:

� � � � � � � � .27,4;91,3;28,7;36,4;96,16;92,35;4,68;9,38 2235453

23. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ����������, ���	���)!	��:
�) ����	��	 (�
 ��( ��'�	���		 !	���	;
') ������	 (�� �����	 ����	�� ���	'��.

����: 	 = 4,53;  b = 0,391.
C��
�	: 	-b; 	:b; 3 a ; b5.
24. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ����������, ���	���)!	�� ������	 (��

�����	 ����	�� ���	'�� ����������� (�
. I�������� ���	���	 !���� ����� �	��	.
����: 	 = 3,01; b = 2,6.
C��
�	: 	+b; 	�b; ba , ; 	3.

25. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� �	���� � ����	�� ���	'�� ����������

;
32

c
ba � a = 1,54; b = 0,8343; � = 2,495.

�
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?C���A 3. 	C��A�	�"� D��A�

3.1. ��=�#��,�!� /��� ��&����!�=� �
���.

&� ���	�� (�
��	� !	��� ��( ����'���!�	� ��(�!, ������ �����(����� ����-
��� ���(����	� ������� � ��(’<�	 (	���	������, ���< ����’����. 5��(�� (����
���� !	���, ��� ������	�� ����’���� �������� �2+1=0. ������ ��������  �2+1 = 0
�'� �2 = -1 ���	��<���� �����) �(	�	��) �� �����!�<���� '����) �. A��	 !	��
� 2 = -1.

5 (���	� �����!�	� (	��	������ ����� �(	�	�) �����!�)�� '����) j. 5 ��-
(���9�� �	���	��������	�� �'	(�� �����!����.

����� �(	�	�� (������< �����	 !	��� ������ �	(�, ��� ���	��)�� ��������		.
	�&����!
 �
��� ���	��)�� �	��� �	(� a + ib, (� 	,  b – (�
��� !	���,  � –

����� �(	�	��.
B	��� 	 ���	��)�� �%<�!�F, � !	��� �b – *��!�F !���	��	 �����������

!	���. ��������� !	���, �� ����	��, �����!�)�� '����) z. ��� ��������� !	���
a1 + ib1 �  a2 + ib2 ���	��)���� �%�!

 ��(� � �����	 ��(�, ���	 	1 = 	2, b1 = b2, ��'��
���	 ����� �� (�
��� !���	�	 � �������<��	 ��	 �����
 !���	��.

/������  «'���9�» �  «��9�» (�� ��������	� !	��� �� �	���!���. ���������
!	��� z = 0 + i0 ���	��<���� ���� � �����!�<���� 0; ��������� !	��� z = a + i0
�������)<���� � (�
��	 !	��� 	; ��������� !	��� z = 0+ib ���	��)�� !	��� ���-
�	 � �����!�)�� ib. B	��� 0 < <(	�	 !	���, ��� �(��!���� < � (�
���, � !	��� �����.

��������� !	���  a + ib ��  a – ib ���	��)����  �&��$�!

 � �����!�)���� z ��

z . &���	���(, � !	��� z =1 + 2i 	 =1, b = 2, �������	 (� ����� '�(� !	��� z  =1 – 2�, �
(�� !	���  z =1 – 3i �������	 '�(� !	��� z  =1 + 3�.

#���	�� ��������	� !	��� ��	
���� �����!��	 '����) �. C��	� �������-
����  !	��� � �	���(� z = a + ib ���	��<���� ��=�#��,�!�F /���F �����������
!	���.

�%, !�� ��&����!

 �
���
 � ��=�#��,�!%< /��%.

��(������, ��(������, ������� ��������	�  !	��� � ����'���!��
 ����
�	����)�� �� ����	��	 ��(����(�	� (�
 ��( ����!����	.

��
���� 1. C��
�	 ��� �� (�'���� ��������	� !	��� z1 = 2+7i; z2 =3+5�.
?�;�’�;�!!�: H�� �����(	� �������	 (�(������ (��!����� 2 – 7�, 3 + 5�;

z1+z2 = (2 – 7�) + (3 + 5�) = 2 – 7� + 3 + 5� = 5 – 2�.
��'���� �����(	� �������	�9	 (��!���	 2-7� �� 3+5� � ��(���9�) ���-

��) �2 �� –1.
z1�z2 = (2 – 7�)�(3 + 5�) = 6 – 21� + 10� – 35�2 = 6 – 11� + 35 = 41 – 11�.

�%�&��%�>:  z1+z2= 5 – 2�;  z1�z2 = 41 – 11�.
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����� ��'�!	�	, 7� (�'���� (��� �������	� !	��� < (�
��	 !	���:

z� z = (	 + b�)�(	 – b�) = 	2 – b	� + 	b� – (b�)2 = 	2 – b2(–1) = 	2 + b2.

"���,
 

�� zz 	2+b2 .
H���	���<��� ��<) �����	����) (�� ���(���� (�� (������ (��� ��������	�

!	���.

/�	 (������ ��������	� !	���  
1

2

z
z

, (� z1 = a1+ib1, z2 = a-2+ib2 (�������� (���-

�	�	 !	�����	� �� ������	� (��'�  
11

22

iba
ib	

�
�

�� !	��� �������� (� ������	��,

��'�� ��  a1 – ib1.
��
���� 2. ���� ��������� !	��� z1 = 3 – 4i �� z2 = 10 +5i. C��
�	 ����	�) z2–z1

� !����� z2: z1.
?�;�’�;�!!�: C����(	� ����	�) ��(������ (��!����� 3–4� �� 10+5�.
z2 –z1 =(10+5�)–(3–4�)=10+5�–3+4�=7+9�.
W�' ���
�	 !����� z2 : z1 (����	� !	�����	� �� ������	� �� !	���, ����-

���� (� ������	��:

�����
��
��

�
�

z
z 2,24,0

25
5510

43
20401530

)43)(43(
)43)(510(

43
510

22

2

1

2 ��
�

�
�

���
�

��
��

�
�
�

� .

�%�&��%�>:   z2 –z1=7+9� ;  z2 :z1=0,4+2,2� .
��� ��( ��������		 !	���	 �)�� �������� ������ �����	�����:

� � � �0//;; 2212121212121 $������� zzzzzzzzzzzzz .

����(���� �	��	��< � ����!���� �������	� !	���. ��
���,

� � � � � � � �
� � � � � � � � .2122112121

2121221121

zzibaibabbiaa

bbiaaibaibazz

����������

����������

@������!�� (���(����� 
 ��9� ����(��� �����	�����.
/�(������� ����������� !	��� (� ������� �(�
��)<���� ���(�� �  ������	

��(������� (��!���� (� �������. /�	 ���� ���( ����������	, 7�

                 �0=1 ,      �1=�,     �2 =-1,        �3 =-� ,          �4 = 1 ,
�n = i4m+k=(i4)m�ik =�k,           (� k = 0, 1, 2, 3.

&���	���(:
                �24=�4�6=1,          �59=�4�14+3=�3=-�; �42=�4�10+2=�2=-1.

�
��� 3. �
���!��� ���	
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��
���� 3. C��
�	 ��������� !	��� 2)32(
512
i
iz

�
�

� .

?�;�’�;�!!�: 5	�����9	 � ������	�� ��(������� (� �������, ���	�<�:

�
�

�
�

ii
iz

125
512

9124
512

9124
512

2 ��
�

�
��

�
�

��
�

� .

�����	�9	 !	�����	� �� ������	� �� !	���, �������� (� ������	��, ��'-
�� ��  -5-12�, ���	�<�:

 iiiiii
ii

iiz ��
�

�
�

���
�

�
����

�
����

���
�

169
169

14425
6016960

125
601442560

)125)(125(
)125)(512(

22

2

.

�%�&��%�>: z =-i.

3.2. -�����
�!� %!���&����+%� ��&����!
: �
���.

������ ���������� !	��� z = a+ib ���� ������	�	 � ��(����(����� ���-
��(������ ���� (�
��	� !	��� (	; b) � ������	. A��� �����(������ ���� (�
��	� !	���
�	���!�< ��!��  �'� ������ �� ���7	��.

"���, ��������� !	��� �	(� z = a+ib ��'����<���� �� ����(	�����
 ���7	��
��!��) �(	, b) �'� �������, ��!���� ����� ������(�< � ��!���� ����(	���, � ��-
���� � �. �.

H�� ����(	����� ���7	�� ���	��<���� ��	 ���� ���������) ���7	��),
���� �'��	� – (�
���) ����), ���� ��(	��� – �����) ����).

&���	���(, ��'���	� !	���  z1= 2 + 3i,  z2= -3 + i,  z3= -4 – 4i,  z4= 3i,  z5= 3 – 2i,
z6= 6 (�	�. 1).

         Y 

         Z4      Z1 

 

    Z2 

 
      Z6       X 
              Z5 
 
           Z3 
              I	�.1. 

/��(��������� ����������� !	��� �� ������� �� ���7	�� (������< �����	 ��-
����� �(��� �� �������� ����������� !	���.

�
��� 3. �
���!��� ���	
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���*�� ����������� !	��� ���	��)�� (���	�� �������, 7� ��(����(�< (���-
� !	��� (�����!�)�� r �'��,�.

��=*�!�� ����������� !	��� (z $ 0) ���	��)�� ���	!	�� ���� % �� (�(��-
�� ������� (�
���� ��� � �������, 7� ��(����(�< (���� ���������� !	���.

I�������� �	�����:

&� ������ �����	 /������� ���	�<� .22 bar ��
&���	���(, ��������� !	��� z = 8 – 6i �< �(��� ����	
 10, '�

101003664)6(8 22 �������r .

@������ ����������� !	��� z $ 0, �� ��(��� ��( �(���, �	���!�<���� ��-
�(�����!��. A�� ��������	 !	��� 5 < �������� ���	 %1 = 0 ; %2 = 2+ ;  %3 = -2+, …
% k = 2+k (k = 0, ±1, ±2…). H���( ������!���� ���	�	 ���!��� �������� �	9� �(��
�����	�� ������� (-+; +) �'� (0; 2+). +� ���!���� �������� 	 � '�(�� �	���!��	.

@������ ����� �	���!	�	, ��7� ��������� !	��� ����7��� � � !�����. ��
�-
��, ���(�� �  ��	�������	!�		 ������(��9����	 � ���������� ��	����	��
(�	�. 2) ��	��:

	
b

	
b arctg,tg �� %%  .

R�7� ��������� !	��� ����7��� � ��9	� !��������, �� ���'��(�� �������	
(�(������ ���������. I�������� �	�. 3. E�!	�, 7� (��

�� !�����        ;arctg
	
b� ��%               (�� ��� !�����   ;arctg

	
b� ��%

�
��� 3. �
���!��� ���	

  Y 
 
 
   b    z (	; b) 
 
      r  
 
          % 
 
    0          	                    � 
   �	�. 2 

%� �� &%� �+� � &

%�+� �� & %��� &
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(�� �V !�����     ,arctg
	
b

��%     �'�     ,
	
b� arctg2 ��%

��7� �� 
a
barctg  ��	
��	 ���!���� �������� ������&.

A��	 !	��, �����	� �����(����� �������� ����������� !	��� ������-
�	
:

1. 5	���!	�	 �������<��	 a, b ��(����� ����������� !	���.

2. C��
�	  
	
barctg�& .

3. 5������	�	, � ���
 !����� �����9����� ��������� !	���.
4. "'!	��	�	 ��������%� ���(�� ��	��(��	 ������.
#���	�� 
 ��9� �����'	 �����(����� �������� ����������� !	���, ����	�-

��(:

'
(

'
)

*

�
�

;);(,arctg

;);(,acrtg

�"����###	�
##�	����$b	�
�!	�!%

	
b

�"����#V	�
#�	����$b	�
�!	�!%

	
b

+
%

�'� ������� j �	���!�)�� � �	���	: 
'
(

'
)

*

�

�

.sin

;cos

r
b
r
	

%

%

�
��� 3. �
���!��� ���	

II

III

& &

& &

%� �� &%� �+� –� &

%�+� �� & %��� &
IV

I
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��
���� 4. C��
�	 ������� ����������� !	���  31 iz �� .
?�;�’�;�!!�:

1. 5	���!	� �������<��	 a=1, 3��b .

2. C��
(�� �����	
 ��� .60
1

3arctg 0�
�

�&

3. 5������	�, � ���
 !����� �����9����� (��� !	��� (�	�. 4).
4. @������, 7� ��(����(�< (���� ����������
!	��� �����	�� �V  !�����, ��'�� % = –& = –600 .

�%�&��%�>:  
3

60 +% ���� 
 .

3.3. ��
=�!����
�!� /��� ��&����!�=� �
���.
I�������� �	�. 2. C��(�� � ��	�������	!�		 ������(��9����	 � �������-

��� ��	����	�� !	��� 	, b ���� �	���	�	 !���� r i % ���	 !	��:
 	 = rcos% ; b = rsin% .

A�(� ��������� !	��� ���	9����� � �	���(�:
z = a+ib = rcos%+irsin% = r(cos%+isin%).

 C��	� ����������� !	��� � ����� �	���(� ���	��<���� ��
=�!����
�!�F
/���F ��&����!�=� �
���.

"���, (�� ����, 7�' ����
�	 ��( ����'���!��� ���	 ���	�� ����������� !	�-
�� z = a+ib (� ��	�������	!���, (�������� ���
�	 
��� �(��� � �������.

��
���� 5. C��	���	 !	��� iz ��� 3  � ��	�������	!��
 ����.
?�;�’�;�!!�:

C��
(�� �(��� � � � � .241313 22 ��������r

C��
(�� �����	
 ��� 
63

3arctg
3

1arctg
3

1arctg +& ���
�
�

� .

5�����, 7� ��(����(�< (���� ���������� !	��� �����	�� �����
 !�����, ���

������� (�����)< ,
6

7
6

+++% ���  ���� .
6

7sin
6

7cos23 �
-
.

�
/
0 �����

++ iiz

�%�&��%�>:  �
-
.

�
/
0 ��

6
7sin

6
7cos2 ++ iz .

�
��� 3. �
���!��� ���	
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��� ����, 7�' ����
�	 ��( ��	�������	!��� ���	 ���	�� ����������� !	-
� � �  z = r(cos%+isin%) (� ����'���!���, (�������� ���
�	 (�
��� !	��� 	, b �
����� 	 = rcos%; b = rsin%.

��
���� 6: C��	���	 !	��� z = 2(cos3300+isin3300) � ����'���!��
 ����.
?�;�’�;�!!�:
C��
(�� sin3300 �� cos3300

cos3300 = cos(3600-300) = cos300 =  
2
3 ;

sin3300 = sin(3600-300) = -sin300 = - 2
1

;

��(�  1
2
12;3

2
32 ���

-
.

�
/
0����

�
-

.
�
�
/

0
� ba .

"���,                         � � iiz ���� 3330sin330cos2 00 .

�%�&��%�>: iz �� 3 .

�%, !�� ��&����!

 �
���
 � ��
=�!����
�!%< /��%.
5 ��	�������	!��
 ���� ���	�� ��������	� !	��� �	����)�� (�� �����-

��, (������, ��(������� (� �������, (�'������ ������ n-��� �������. 5	��(���� ���-
��, �� ��		 �	����)���� (��, ��(����� ������ � T�����)���� �� ������	� �������
��	���������.
&���
                            z1 = r1(cos%1+isin%1) ��   z2 = r2(cos%2+isin%2) ,

A�(�:                                  ))sin()(cos( 2121
2

1

2

1 %%%% ���� i
r
r

z
z

 z1�z2 = r1�r2 (cos(%1+%2)+ ��sin(%1+%2)).
"���, ��	  ������� ��������	� !	���, ��(��	� � ��	�������	!��
 ����, ��

�(��� ��������)��, � �������	 (�(�)��; ��	 (������ – �(��� (�����, � ������-
�	 ��(���)��.

/���	�� ������� ��������	� !	��� ������	!�� �������)(��<����  ��
(������� !	��� ����	���. R�7� ����	 ����� ����	�	  z = r(cos%+isin%), ��

)sin(cos))sin(cos( %%%% ninrirz nnn ���� .
"��	��� ������ ���	��)�� /��*��F �*����.
��� (�'������ ������ n-�� ������� � ����������� !	��� z = r(cos%+isin%)

�	���	�����)�� ������:

 �
-
.

�
/
0 �

�
�

���
n

ki
n

krirz nnn +%+%%% 2sin2cos)sin(cos ,

�
��� 3. �
���!��� ���	

���
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(� n r  ��	���	!�	
 ������, k = 0, 1,..., n – 1.
��
���� 7.  ���� ��������� !	��� z1=12(cos2250+isin2250) ��

z2= 2
3

(cos750+isin750). C��
�	 (�'���� z1�z2 �� !����� 
2

1

z
z . I�������� ���	���	 �

����'���!��
 ����.
?�;�’�;�!!�: C��������)!	 ����	�� ������� �� (������ ��������	� !	��� �

��	�������	!��
 ����, ���	�<�:

;399
2
3

2
118)300sin300(cos18

))75225sin()75225(cos(
2
312

00

0000
21

iii

izz

���
�
-

.
�
�
/

0
����

�������

.434
2
1

2
38)150sin150(cos8

))75225sin()75225(cos(
2
3:12

00

0000

2

1

iii

i
z
z

�����
-

.
��
/

0
�����

�����

�%�&��%�>:  i
z
zizz 434;399

2

1
21 ������ .

��
���� 8. "'!	��	�	 z = (2(cos240+isin240))5. 5�(����(� ���	���	 � ����'���!��

����.

?�;�’�;�!!�: C����(	�:

.31616
2
3

2
132

)120sin120(cos32))245sin()245(cos(2 00005

ii

iiz

�����
-

.
��
/

0
���

�������

�%�&��%�>: 31616 iz ��� .

��
���� 9. "'!	��	�	  � �10
3 i� .

?�;�’�;�!!�: C��	9�� !	��� i�3  � ��	�������	!��
 ����:

� � � � .330
6

11
6

2;
63

1;213 022
�����

�
�����

+++%+& arctgr

�
��� 3. �
���!��� ���	
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 A�(�:

)sin3302(cos3303 00 �i ��� ,

� �10
3 i� =(2(cos3300+isin3300))10 =

=210�(cos10�3300+isin10�3300)=210�(cos(600+9�3600)+isin(600+9�3600))=

=210�(cos600+isin600)=1024 3512512
2
3

2
1 ii ���

�
-

.
�
�
/

0
�  .

�%�&��%�>: � �10
3 i�  = 512+��512 3 .

��
���� 10. "'!	��	�	 4 81� . 5�(����(� ���	���	 � ����'���!��
 �� ��	����-
���	!��
 �����.

?�;�’�;�!!�: C��	9�� !	��� –81 � ��	�������	!��
 ����:

–81 = 81(cos+ + isin+) .
A�(�:

,
4
2sin

4
2cos8181 44 �

-
.

�
/
0 �

�
�

��
kik ++++

 (� k=0, 1, 2, 3 .

/�	 k = 0:

.
2

23
2

23
2
2

2
23

4
sin

4
cos3

2
0

4
sin

2
0

4
cos30

ii

iiz

����
-

.
��
/

0
��

��
-
.

�
/
0 ����

-

.
��
/

0
�
-
.

�
/
0 �

���
-
.

�
/
0 �

��
++++++

/�	 k = 1:

 
2

23
2

23
2
2

2
23

24
sin

24
cos31 iiiz ����

�
-

.
�
�
/

0
�����

-

.
��
/

0
�
-
.

�
/
0 ���

-
.

�
/
0 ��

++++
.

/�	 k = 2 :

2
23

2
23

2
2

2
23

4
sin

4
cos32 iiiz ���

�
-

.
�
�
/

0
�����

-

.
��
/

0
�
-
.

�
/
0 ���

-
.

�
/
0 �� ++++

 .

�
��� 3. �
���!��� ���	
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/�	 k = 3 :

2
23

2
23

2
2

2
23

2
3

4
sin

2
3

4
cos33 iiiz ����

�
-

.
�
�
/

0
����

-

.
��
/

0
�
-
.

�
/
0 ���

-
.

�
/
0 ��

++++
 .

3.4. ����;!
���� /��� ��&����!�=� �
���.

I�����(�)!	 ������) & = �� (�� ����������� �������, ��(�	
 �����	�
�.D
��� �������	� ������(��9���� ��% = cos%+isin%.

C (���� �����	 ���(�<, 7� ����� ��������� !	��� z$0 ���� ���	���	 �
�	���(�, z = r(cos%+isin%) = r�ei%, ��	
 ���	��)�� &���;!
����F /���F ;�&
�*.

&�( ��������		 !	���	 � ������	����
 ���� �	����)�� ���� � (�� �� � �
��	�������	!��
 ����. 5	��(���� �����, �� ��		 �	����)�� (�� T�����<����
�� ������	� �����	������ �������.

&���
 21
2211 , %% ii erzerz �� , ��(�:

� �
.1...,,1,0,

;

;

;

2

)(

2

1

2

1

2

1

)(
212121

21

2

1

2121

�����

��

��

������

�

�

�

nkerrez

errez

e
r
r

er
er

z
z

errererzz

n
kinn in

innnin

i
i

i

iii

+%
%

%%

%%
%

%

%%%%

��
���� 11. /��(����	�	 !	��� 6
5

4
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e  � ����'���!��
 ����.

?�;�’�;�!!�: C��(�� ���	 ��(�!� 6
5;4 +% ��r , ���

  
,2

2
14

6
5sin4

;32
2
34

6
5cos4
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-
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/
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���!	��                                     ie
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2324 6
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���
+

.

�%�&��%�>: i232 �� .
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���!��� ���	
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��
���� 12. 5	�����	 (��; ��������� ���	���	 � ��	�������	!��
 �� ������	��-

��
 �����:  �
-
.

�
/
0

�
�

�
�
�

�
i

i
i

iz
24
1

2
110 .

?�;�’�;�!!�: H��!���� �	����<� (��:

1. 
� � � �
� � � � ;

5
31

14
132

12
22

22
21

2
1

22

2 iiiii
ii
ii

i
i �

�
�

��
�

�
���

�
��
��

�
�
�

2. 
� � � �

� � � � ;
20

62
416

264
24

2244
2424

241
24

1
22

2 iiiii
ii

ii
i

i �
�

�
��

�
�

���
�

��
��

�
�
�

3. ;
10

33
20

66
20

62124
20

62
5
31 iiiiii �

�
�

�
���

�
�

�
�

4. .33
10

3310 ii
��

�
�

A���� ���	��� !	��� ���	9�� � ��	�������	!��
 �� ������	����
 �����.
��� �����  ���
(�� �(��� �� �������:

.
4

1arctg

,239933 22

+&% ���

�����r

A�(�

 423;
4

sin
4

cos23
+++ i

eziz ���
-
.

�
/
0 �� .

�%�&��%�>: z = 3+3i ;  .23;
4

sin
4

cos23 4
+++ i

eziz ���
-
.

�
/
0 ��

3.5. �&���
.

1. ���	 ����!����  ����������� !	���.
2. H�����)���	 ����!���� ������ �(	�	��.
3. R� ���
�	 ������� ������ �(	�	��?
4. R�� ��������� !	��� ���	��)���� ����		, �������		?
5. R� ��'����)���� ��������� !	���? %�����	!�	
 ���� �����������

!	���.

�
��� 3. �
���!��� ���	
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6. C��	���	 ������ (�� �����(����� (��������� ������� ������ �(	�	��.
7. "'!	��	�	: �35;    �42;    �144;    �3+�9+�10+�15,   i10+i11–3i111+5i47.
8. &���(��� ��	���(	 !	��� ����	� !	���.
9. H���( ����(��	� ��	���(�� �	'�����:
 �) !	��� ����� ��������� !	���;
') !	��� (�
��� ��������� !	���;
�) �������� ��������� !	���;
�) ����� ��������� !	��� :
   z1 = 2–3i; z2 = –2–3i; z3 = –2; z4 = 5i;
  z5 = 2+3i; z6 = 2–3i; z7 = –2+3i; z8 = -5i.
10.  C��
�	 ���!���� � �� y: �) 5�+3�& = 17–12�; ') 7�-2� = 9+5�&.
11.  I���’����� ��������:
   �) �2–10�+34 = 0; ') �2+4�+53 = 0; �) �2–12�+45 = 0;
   �) 2�2–�+3 = 0; () �2+6�+18 = 0; �) 3�2+2�+27 = 0.
12.  I�������	 �� ����	�	:

   �) 	2+9b2;       ') 0,64+0,49�2; �) 	+25; �) b2+ 25
16

.

13.  ����:
z1 = 3–4i; z2 = -2+6i; z3 = 6+5i; z4 = 2 – 3i.

 C��
�	:    �) z1 + z2;   ') z3 – z4;     �)z2�z1;    �) ;
4

3

z
z

      () z1 – 2z3 .3
4

21 z
z

zz
�

�

14.  C�'������ (��� ��������� !	��� �� ����(	�����
 ���7	��:
z1 = –2+3�;          z2 = 1–�;        z3 = –4 – 3�;         z4 = 4�;         z5 = –2�;    z6 = 2;

z7 = –3;                  z8 = 4+5�;            z9 = (z1+z2)�z3;            
.

84

32
10 zz

zzz
�
�

�

15.  ���	 ����!���� �(��� �� �������� ����������� !	���.
16.  C��	9��� ������ (�� �����(����� �(��� ����������� !	���.
17. C��	9��� �(	� � ��(�	� �� �����	��� �����(����� �������� �������-

���� !	���.
18. C��
�	 ������� �� �(��� ��������	� !	��� (� �	���	������ ����-

������������):

          �) 1–� 3 ;           ') 2+2�;           �) – 3 +�;       �) –4–�4 3 ;
 () 2+5�;           �) –12–3�;              <) 2–2�;      �) –3–4�;     �) –2+7�.
19. C��	���	 �������	
 �	���( ����������� !	��� � ��	�������	!��
 ����.
20. C��	���	 (��� ��������� !	��� � ��	�������	!��
 ����:

               �) z1 = 5–5i; ') z2 = –3–3i;
�) z3 = –1,5+1,5i; �) z4 = 12+6i.

�
��� 3. �
���!��� ���	
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21. /�������	 (��� ��������� !	��� � ����'���!�� ���� ���	��:

�) ;
6

sin
6

cos41 �
-
.

�
/
0 ��

++ iz ') ;
4

sin
4

cos22 �
-
.

�
/
0 ��

++ iz

�) ;
3

2sin
3

2cos3403 �
-
.

�
/
0 ��

++ iz �) � � ;0sin0cos2 00
4 iz ��

() � � ;315sin315cos25 00
5 iz �� �) � �.sincos76 ++ iz ��

22. H�����	 ���!��� �< ������ n-�� ������� � ����������� !	���? R� ���
�	 ���
���!���� ������  n-�� �������?

23. C��	9��� �������	
 �	���( ����������� !	��� � ������	����
 ����.
24. /�������	 (��� ��������� !	��� � ������	���� ���� ���	��.
�) z1 = 6-6i; ') z2 = 3i; �) z3 = -4i; �) z4 = -5;

() z5 = 2(cos(-600)+isin(-600));    �) ;
15

sin
15

cos46 �
-
.

�
/
0 ��

++ iz   <) z7 =–3+i3 3 .

25. C��	9��� (��� ��������� !	��� � ����'���!��
 �� ��	�������	!��
 �����:

                  �) ;2 4
1

+i
ez

�
� ') ;4

0120
2

iez � �) +iez 63 � .
5	����
�� (�� � ����'���!��
 ����.  I�������� ���	���	 � ��	�������	!��


����:

26. )
5
2

5
4(

21
1 i

i
i

��
�
�

.                27. )31(
1

)31(2 i
i

i
��

�
�

.

28. 
31

)31(2
i
i

�

�
. 29. )3(

)31(2
ii

i
�

�
.

30. 

2

2
1

2
3

�
�
-

.
�
�
/

0
� i . 31. 5

2

2
)31(

i
i�

.

32. 32

2
)21)(21( i

i
ii

�
�

��
. 33. i

ii
��

��
3

)31)(31(
.

5	����
�� (�� � ��	�������	!��
 ����. I��������	 ���	���	 � ����'���!��
 ��
������	����
 �����:

34. � � � �)20sin20(cos5,1)220sin220(cos4 ���� ii ��� ;

�
��� 3. �
���!��� ���	
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35. � � �
-
.

�
/
0 �� )70sin70(cos

4
3:)280sin280(cos3 ���� ii ;

36. 6))50sin50(cos2( �� i� ;

37. )
4

sin
4

(cos)
6

sin
6

(cos5 ++++ ii ��� ;

38. 6)
24

sin
24

(cos ++ i� ;

39. � � � �)150sin150(cos5:)105sin105(cos10 ���� �� i ;

40. 64 ))10sin10(cos2()15sin15(cos ���� ii ��� ;

41. 12))50sin()50(cos(2( �� ��� i .
5	����
�� (�� � ������	����
 ����. I�������� ���	���	 � ����'���!��
 �� ��	��-

�����	!��
 ����:

42. 
ii

ee 44
7

2
++

� ; 43. 
ii

ee 3
2

3
4

4:2
++

;

44. 
ii ee 32 36

+
+ � ; 45. 

ii
ee 6

7
6

11

2:4
+

.
5	���	�����)!	 ��	�������	!�� ���� ���	��, �	����
�� (��. I�������� ��-

�	���	 � ������	����
 �� ����'���!��
 �����:

46. )75sin75)(cos44( �� ii �� ;

47. )33)(
12

sin
12

(cos ii ���
++

;

48. )135sin135(cos:)31( �� ii �� ;

49. 32:)22(
+i

ei�� ;

50. 63)44(
+i

ei
�

��� .

�
��� 3. �
���!��� ���	
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��� 4. '&�!*�/. 5�	��*� 6&�!*�/.

4. '�"	O�P. -?�"�OE '�"	O�P

4.1. '*!�+%�. �����
����% /*!�+%,.

5	�!�)!	 ����� ��	7� 	 �<� ������ � ���	!	��	, ����	���(: �	��),
9�	(����), ����� �������, ���9������ 9	� � �.(. H��������� ���!��� ������
���	!	�	 �����))�� ���	�� �� ���!���. E���9���� ���	!	� ���’����� �� ��'�).

R�7� ������ ���!���) � � ���	�	 ���!��� � ���� ������	�	 � ��(����(-
����� �(�� � �	9� �(�� ���!���� & ��9�� ���	�	 Y, �� ���� ��(����(����� ���	��<����
/*!�+%HF.

#���	�� ���!��� x1,  x2, …,xn � ���	�	 �,  (�� ���� �	���!��� ������� ���	��-
<���� �#����F �
;!���!!� /*!�+%, � �����!�)�� D, � ��� ���!���� x1,  x2, …,xn ���	-
��)�� ��=*�!��
 /*!�+%,.

H��������� ���� ���!��� ������� ���	��)�� !�$
!�F ;!���!> /*!�+%, � �����-
!�)�� E.

&���	���(, ��7� �������� < 3 ��2 ,0x , � ������� (�� (�'������ ���(�������

������, �� ���!���� ������� � �����	!�	� �����!����� ��	� �	���( xy � .
5 ��������� �	��(�� ���	� ��	� �	���( y=f(x).

*�����) ���� ��(��	 �������		 �����'�	:
���������� (������ �!���� ���������� � ��(����(����� (��� 
��� ����(�����;
����'�	!�� ( ������( ���� ����(��, ����������	
 �����(��);

��������	!�� ( )32sin(,2 ��� xyxy );
�������!�� (������� ������� ���	��<���� ���������� ��!�� ���7	�	 � ����-
(	����	 (x; f(x)), (� Dx 2 ).
R�7� �'����� �	���!���� ������� < ���	�� ���������	� !	��� N, �� ������)

���	��)�� &���%���!%��F.
&���(�<� ������� �����	����� �������:
1. *������ ���	��<���� ;�����F��F, ��7� '���9�� ���!���) �������� ��(-

����(�< '���9� ���!���� ������� (�	�.1)
.;);()( 212121 Dxxxfxfxx 24#4

2. *������ ���	��<���� �&��!�F, ��7� ��9�� ���!���) �������� ��(����-
(�< '���9� ���!���� ������� (�	�.2)

.;);()( 212121 Dxxxfxfxx 24#5
3. *������ ���	��<���� �!���!!�F, ��7� ���� �	9� ������)!� �'� �	9� ���-

(�� � ����
 �'����� �	���!����.
4. *������ ���	��<���� &��!�F, ��7� ���� ����� �������� �� �	��	��< ���	

����� �������
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f(–x) = f(x), x; –x 2  D.
%����� ������ ������� �	���	!�	
 ��(����� ��� Oy (�	�.3) .
5. *������ ���	��<���� !�&��!�F, ��7� ���� ����� �������� �	��	��< �	9�

���	 ����� �������

Dxxxfxf 2���� ;),()( .
%����� �������� ������� �	���	!�	
 ��(����� ��!���� ����(	��� (�	�. 4)

x1 x2

y1 

 
y2 

x1 x2

y2 

y1 

I	�. 1. I	�. 2. I	�. 3. I	�. 4.

6. *������ ���	��<���� �#�$�!�F ;���:*, ��7� (�� ��� ����< ���� !	��� �, 7�
�	����<���� ����

.,)( DxMxf 2�
7. *������ ���	��<���� �#�$�!�F ;!
;*, ��7� (�� ��� ����< ���� !	��� m, 7�

�	����<���� ����

.,)( Dxmxf 2�
8. *������ ���	��<���� �#�$�!�F, ��7� ���� �'����� ��	�� � ������

 .,)( DxMxfm 2��

9. *������ ���	��<���� &��%��
�!�F, ��7� ����< ���� !	��� T ( RTT 2$ ;0 ),
(�� ����� �	����<���� ����

DxTxfxfTxf 2���� ),()()( .

10.*������ )(1 xf � ���	��<���� �'������) (�� ������� f(x), ��7�

Dxxxffxff 2�� �� ,))(())(( 11 .
%�����	 ���<��'�����	� ������
 �	���	!�� ��(����� '������	�	 ���9�� �

������� !�����
 �	���	 ����(	��� ( ���� y = x).
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��
����1. C��
�	 �'����� �	���!���� ������� 65
1

2 ��
�

xx
y .

?�;�’�;�!!�:  *������ �	���!��� (�� ���� ���!��� �������� x, ��� �	�, ��	
��	� ������	� ��������)<���� � ����. I���’����9	 �������� 0652 ��� xx ,

���
(�� ������ 3,2 21 �� xx . "���, );3()3;2()2;()( �88���yD .

�%�&��%�>: );3()3;2()2;()( �88���yD .

��
����2. �����(	�	 ������)  2)( xxxf �� �� ��������(����������).
?�;�’�;�!!�:  �����(	�, ����(	�� ��'� ������� ��	 ���!���� �������� –x:

22)()()( xxxxxf �������� . R� '�!	� ���	 �������� � ���������� ��
�	����)���� . "���, (��� ������� < �� �����), �� �������).

4.2. -��!
+� /*!�+%, � ���+%.

5	7� ������!��� �����	����� ������� ����������� � ���
 �'����� �� �	���!����.
I�������� ����(���� ������� � ����� �����
 ��!��.

&���	���(, (����(	�, ����(���� ������
 4, 2
2

1 ��� xyxy ��	 ��'�	����
(� �. 2 ������ � �����. I��������	 �'!	����� ���	9�� � ��'�	��.

                                            �                 �  
x 1,9 1,96 1,99 2 2,01 2,04 2,1 
y1 3,61 3,8416 3,9601 4 4,04041 4,1616 4,41 
y2 2,1 2,04 2,01 2 1,99 2,04 1,9 

                                            �                �  

E�!	�, 7� !	 '�	�!� x ��'�	��<���� (� !	��� 2, �	 '�	�!� y1 ��(��(	�� (�
!	��� 4, � y2 – (� !	��� 2.

I�������� ����(���� ������� 3 ��	
3
92

�
�
�

� x
x

xy .

            �      �  
x 2,9 2,99 2,999      3 3,0001 3,001 3,01
y 5,9 5,99 5,999 !� %�!*H 6,0001 6,001 6,01

                         �         �   

R� �	(�� � ��'�	!�	 ������� � ��!�� 3 �� �	���!���, ��!�  ��	 ��'�	����� ��
�����(�� '�	���� (� !	��� 3 ������� �� �����(�� '�	���� ��(��(	��  (� 3.
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( ( ) )
a-7   a  a+7

A+8
A 
A-8 

x

y 

�        	            d            x 

y

      I	�. 5.          I	�. 6.

I�������� ����(���� ����(���� ������� 2 ��	
2

1
�

�
� x

x
y .

                   �     �  
x 1,9 1,99 1,999      2 2,0001 2,001 2,01 
y -10 -100 -1000 !� %�!*H 10000 1000 100 

                      �          �  

E�!	�, 7� ��	 2�x ���< !	��� (� ����� ��'�	������ '	 �������.
"���, ��7� ��	 ���'������ ��'�	���� �������� (� !	��� a, ���!����

������� ��'�	��<���� (� (������ !	���  A, �� �� !	��� ���	��<� =��!
+�F /*!�+%,
� ��!�� a, �'� '���9 ������:
!	��� A ���	��<���� =��!
+�F /*!�+%, f(x) ��	 ax � , ��7� ��� ' ��� (�(���<
!	��� 6  	 �� ����	 ����(	 �������	� ���� (a-7, a+7) ��!�	 a, ���	
, 7� (�� ���� x �

����� ����� �	����<���� ���������� 65� Axf )(  (�	�. 5).

%���	�) ������� � ��!�� �����!�)�� .)(lim Axf
ax

�
�

R� �	(�� � ����(��	� �	7� ��	���(�� ����	�� ������� � ��!�� ����< �� ����(	.
��
���� 3. ������	, 7� 11)37(lim

2
��

�
x

x
.

������!!�:  5����<�, 7� ��(��� '�(�-��� 6�>0. C��
(�� 7�>0 ����, 7� (��

���� x, 7� ��(�������)�� ���� 75�5 20 x , �	����<���� ���������� 65�11)(xf .
&���
 ���������� �	����<����. A�(�

65������ 147113711)( xxxf ,
�'�
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                                           7
2)2(7 66 5�#5� xx .

C��(�	                                                       7
67 � .

A���� �������, 7� (�� '�(�-����� 6� >0 ��	 � �77 ��2 2;2x  �	����<����,

11)37(lim
2

��
�

x
x

:

� � 11)(lim11)(1137

147
7

22

2
�#5�#5��

#5�#5�#5�

�
xfxfx

xxx

x
66

667

.

C��	9�� ��!��!% �����
����% =��!
+>.
1. '*!�+%� �H H�
!* =��!
+F � ��!%< ���+%.
������!!�: ����(���� �����(�� ���(� ��( ������	�����. &���
 � ��!��

x=a ������� f(x) �< (�� ����� ����	�� A � B . C��(�� ����!���� ����	�� (�� '�(�-�����
6, �������	��� ���� 0 �0 21 44 77 ,  7� (�� ���� x � 71-����� �	����<���� �����

65� Axf )( , � (�� ���� x � 72-����� �	����<���� ���� 65� Bxf )( .

A�(� �	'���9	 � �21;min 777 � , ���	�<� (�� (-����� ��!�	 a

66 5�5� Axf )(
66 5�5� Bxf )( ,

� ��(���9	 ���	�<�:
                                                               00 5��5 BA ,
��'�� –A+B=0, A=B, � �� ������!	�� ���� BA $ . "���, ������� �< <(	�� ����	-
�) � (���
 ��!��.

2. -��!
+� ��!���!�
 ���%�!FH ��%< ��!���!�%:
cc

ax
�

�
lim .

3. -��!
+� �*
 (�%;!
+%) /*!�+%< ���%�!FH �*%(�%;!
+%) +
: /*!�+%<:

 � � )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax ���

��� .
4. -��!
+� ��#*��* /*!�+%< ���%�!FH ��#*��* =��!
+> +
: /*!�+%<:

� � )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax ���

��� .
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"���%��
:
a) H���	
 ����	� ���� �	���	�	 �� ���� ����	��:

)(lim)(lim xfkxkf
axax ��

� .

b) R�7� n – ���������� !	���, ��

 .lim;lim nn

ax

nn

ax
axax ��

��

5. -��!
+� �%�!�@�!!� ���: /*!�+%< ���%�!FH �%�!�@�!!F =��!
+> +
:
/*!�+%<, ���� �%�>�
 =��!
+� �%�>!
�� !� ���%�!FH !*�F:

�
-
.

�
/
0 $�

�
�

�

� ax
ax

ax

ax
xg

xg

xf

xg
xf 0)(lim

)(lim

)(lim

)(
)(lim .

5�(��	�, '��������(�< ������������ �����	�����
 ��	 �����(����� ����	��

������� ��� ��	����	 (� �	����� �	�� 00;0;0;1;;;
0
0

������
�
� � , ��� ���	��-

)�� ���	���!������	.

4.3. "�&�����!%��> /*!�+%,.

/������ ����	�� ����� ���’����� � ������� ������������� �������.
C;!���!!�: *������ f(x) ���	��<���� !�&�����!�F � ���+% a, ��7�
1) ����< ���!���� ������� � ��
 ��!�� faf �)( ;

2) ����< ����	�� ������� � ��
 ��!��  Axf
ax

�
�

)(lim ;

3) ���!���� ������� � ��!�� a ������(�< � ���!���� ����	�� � ��
 ��!�� A=f.
R�7� ������� f(x) ���������� � �����
 ��!�� (����� �������, �� ������, 7�

���� !�&�����!� !� ���� &��%$�*. %����� ����������� ������� �� ������� [�, d]
��	� �	���( ((	�. �	�. 6).

��� ���������	� ������
 ������(�	�� ����(�����:
1) ��� ���������� ������� ���������� � �'����� ����� �	���!����;
2) ���, ����	�� �� (�'���� ���������	� ������
 < ����������) ������<);
3) ��7� f(x), g(x) – ���������� � �'����� �	���!����, 0)( $xg  � �'����� �	���-

!����, �� )(
)(

xg
xf

 ���������� � �'����� �	���!����.

  5	��(�!	 � ����(��	� ����(���� (�� ����������� ������� ���� ���'	�	 ��-
������ �	�����	:

1. R�7� ������� f(x) – ���������� � ��!�� x=a,  �� )()(lim afxf
ax

�
�

.

2. %���	�� ����!����  nn
nnn axaxaxaxaxP ������ �

��
1

2
2

1
10 ...)(  ��	

ax � (�����)< ���!���) ����� ����!���� ��	 x=a, ��'�� )()(lim aPxP
ax

�
�

.
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3. %���	�� (��'���-������������ ������� R(x) ��	 ��	 ax �  (�����)< ���-
!���) ��<� ������� ��	 x=a , ��7� a �����	�� (� �'����� �	���!���� �������,

��'�� 1. )(
...
...

lim
)(
)(lim)(lim

1
2

2
1

10

1
2

2
1

10 aR
bxbxbxbxb
axaxaxaxa

xQ
xPxR

nn
nnn

nn
nnn

axaxax
�

�����
�����

��
�

��
�

��

���
.

��
���� 4. "'!	��	�	 ����	�): � �565lim 23

2
���

�
xxx

x
.

?�;�’�;�!!�: "������	 ������� � �565)( 23 ���� xxxxf  ���������� � ��!��
x=2, ��

� � .13522625565lim 2323

2
����������

�
xxx

x

�%�&��%�>: � � 13565lim 23

2
����

�
xxx

x
.

��
���� 5. "'!	��	�	 ����	�): 
3

1lim
2

2 �
��

� x
xx

x
.

?�;�’�;�!!�: "������	 ��	 x=2   ������� < ����������), ��

3
1

3
32

122
3

1lim
22

2
��

�
�

�
��

�
�

��
� x

xx
x

.

�%�&��%�>: 3
3

1lim
2

2
��

�
��

� x
xx

x
.

R�7� � ��!�� x = a �(�� � ��� ������������� ������� ����9�<����, �� ������,
7� ������� � ��
 ��!�� ����	�� ����	�, � ��!�� a  ���	��)�� �����F ��;�
�* /*!�+%,.

I�������� ���	�� �	��(�	:

1.  

a

1. &� ����< ���!���� ������� � ��
 ��!�� (��!��
x=a �� ���(	�� � �'����� �	���!���� �������).
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2.

a 

1. ����< ���!���� ������� � ��
 ��!�� faf �)( .

2. ����< ����	�� ������� � ��
 ��!��  Axf
ax

�
�

)(lim .

3. C��!���� ������� �� ������(�< �� ���!���� ����	�� �
��
 ��!�� Af $ .

3.

a

1. ����<, �'� �� ����< ���!���� ������� � ��
 ��!��
faf �)( .

2. &� ����< ����	�� ������� � ��
 ��!��.

C����(����� ����	�� � ��!��� < (�������� ����(��) �����(���).
I�������� �(	� �� �����'�� �����(����� ����	�� ������� � ��!��� ����	��.

@���'���!�		 ������������	 ������) f(x) �����)���� ��������	�	 (� �������
g(x), ��� < ����������) � ��!�� x=a � ������(�< � ������<) f(x) ��)(	, ��� ��!�	
x=a ( ����	� „�����))��”). /����	� �� ��	���(��.

��
���� 6. "'!	��	�	 ����	�): 
xx
xx

x 52
23lim 2

2

0 �
�

�
.

?�;�’�;�!!�:  *������ ����	�� ����	� � ��!�� x=0 , �������	 ��!�� x=0 �� ���-
(	�� � �'����� �	���!���� �������. /�	 �����(����� ����	�� ���	�<� ���	���!�-

�����  �	�� 0
0

.
/�������	� �) ������)

 
� �
� � 52

23
52
23

52
23

2

2

�
�

�
��
��

�
�
�

x
x

xx
xx

xx
xx

.

"��	�<� ������) 52
23)(

�
�

�
x
xxg  , ��� < ����������) � ��!�� x=0 � ������(�<

� ������<) 
xx
xxxf

52
23)( 2

2

�
�

�  ��)(	 ���� ��!�	 x=0.
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"���:

 
� �
� � 5

2
5
2

502
203

52
23lim

52
23lim

52
23lim

002

2

0
�

�
�

�
��
��

�
�
�

�
��
��

�
�
�

��� x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
.

�%�&��%�>: 
 

5
2

52
23lim 2

2

0
�

�
�

� xx
xx

x
.

��
���� 7. "'!	��	�	 ����	�) 
xx

xx
x 93

65lim 2

2

3 �
��

�
.

?�;�’�;�!!�: *������ ����	�� ����	� � ��!�� x=3, �������	 ��!�� x=3 �� ���-
(	�� � �'����� �	���!���� �������. /�	 �����(����� ����	�� ���	�<� ���	���!�-

����� �	�� 0
0

. /�������	� �) ������), �������9	 !	�����	� �� ������	� ��
����	�	

x
x

xx
xx

xx
xx

3
2

)3(3
)2)(3(

93
65

2

2 �
�

�
��

�
�

��
.

"��	�<� ������) x
xxg
3

2)( �
� , ��� < ����������) � ��!�� x=3 � ������(�<

� ������<) 
xx
xxxf

52
23)( 2

2

�
�

�  ��)(	 ���� ��!�	 x=3.

"���                           
9
1

33
23

3
2lim

93
65lim

32

2

3
�

�
�

�
�

�
�

��
�� x

x
xx

xx
xx

.

�%�&��%�>: 
9
1

93
65lim 2

2

3
�

�
��

� xx
xx

x
.

��
���� 8. "'!	��	�	 ����	�) xx
x

x ���� 55
lim

0
.

?�;�’�;�!!�:
*������ ����	�� ����	� � ��!�� x=0 , �������	 ��!�� x=0 �� ���(	�� � �'�����

�	���!���� �������. /�	 �����(����� ����	�� ���	�<� ���	���!������  �	�� 0
0

.
/����	� !	�����	� �� ������	�  �� �	��� �������	
 (� ������	��

xx ��� 55  � ����� ����7���� ���	�<�:

� � � �
.5

2
52

2
)0505(

2
)55(lim

2
)55(lim

5555
)55(lim

55
lim

0

000

�
�

�
�

���
�

�
���

�
�

���
�

�������
���

�
���

�

���

xx

x
xxx

xxxx
xxx

xx
x

x

xxx

�%�&��%�>: 5
55

lim
0

�
���� xx

x
x

.
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4.4. "���%!��!!� ��% % !���%!��!!� ���
�% /*!�+%,.

*������ )(xf ���	��<���� !���%!��!!� ���F ��	 ax � , ��7� 0)(lim �
�

xf
ax

.

*������ )(xf ���	��<���� !���%!��!!� ���
��F ��	 ax � , ��7�

��������
���

)(lim�'�    ,)(lim�'�,)(lim xfxfxf
axaxax

.

I�������� �����	����� ������!���� ��	� � ������!���� ���	�	� �������.
1. R�7� ������� f(x) � g(x) – ������!���� ��� ��	 ax � , �� �� ��� f(x) + g(x)

��	 ax �  ����� < ������!���� ���) ������<).
2. R�7� ������� f(x)– ������!���� ��� ��	 ax � ,� F(x) – �'����� �������,

��  �� (�'����  f(x).F(x))  ��	 ax �  ����� < ������!���� ���) ������<).
"���%���: ��'���� ����!����� !	��� ������!���� ��	� ������
 < ���	!	��

������!���� ���.
3. R�7� ��	 ax �  ������� f(x) �< ����!��� ����	�) Axf

ax
�

�
)(lim , � �������

g(x) – ������!���� ���	��, ��

                               � � 0
)(
)(lim,)()(lim ����

�� xg
xfxgxf

axax
.

4. R�7� ������� f(x) – ������!���� ��� ��	 ax � , �� ������� )(
1
xf

 – ������-

!���� ���	��, ��	!�� ��	�����<����, 7� � ����� ��!�	 a ������� �� ��������)-
<���� � ����. &�����	, ��7� ������� f(x) – ������!���� ���	�� ��	 ax � , �� ���-

���� )(
1
xf

– ������!���� ���.

��
���� 9. "'!	��	�	 ����	�): 84
5lim

2 �� xx
.

?�;�’�;�!!�: %���	�� (����	�� (�����)< ���): 0824)84(lim
2

�����
�

x
x

.
"���, �����(	�	 ����	�) �� �����	����) !����	 �� ����.

"������	, 0)84(lim
2

��
�

x
x

, �� 4x – 8 ��	 2�x < ���	!	�� ������!���� ���, �

�'������ �
 ���	!	�� 84
1
�x

 – ������!���� ���	��, ��'�� ��
�� 84

5lim
2 xx

.

�%�&��%�>: ��
�� 84

5lim
2 xx

.
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4.5. -��!
+� /*!�+%, &�
 ��x .

I�������� 7� �(	� �	��(�� – ��������� ����	�� ������� ��	 ��x .
C;!���!!� 1. &���
 ������� f(x) �	���!��� �� ���
 !	�����
 ���. B	��� �1 ���	-

��<���� ����	��) ������� f(x) ��	 ���x , ��7� (�� ������� (������� ������
���!���� 6�>0 ����< ���� !	��� �>0, 7� (�� ���� ���!��� x, ��� ��(�������)�� ����

Mx 4 , ������(�	�� ����������

65� 1)( Bxf .
C��	��)�� �� ���:

1)(lim Bxf
x

�
��� .

%�����	!�	
 ���� ����� �	���!���� ���	
: !	��� �1 < ����	��) ������� f(x)
� ��)� ������!�������, ��7� (�� (��������� 6-����� ��!�	 �1 ���� ��(�'���	 ����
!	��� � >0 , 7� (�� ���� ���!��� x '���9	� �� �, ��(����(�� ���!���� ������� ����(�-
)�� � 6-���� ��!�	 �1 (�	�. 7').

C;!���!!� 2. &���
 ������� f(x) �	���!��� �� ���
 !	�����
 ���. B	��� �2 ���	-
��<���� ����	��) ������� f(x) ��	 ���x , ��7� (�� ������� (������� ������
���!���� 6�>0 ����< ���� !	��� N>0, 7� (�� ���� ���!��� x, ��� ��(�������)�� ����

Nx �5 , ������(�	�� ����������

65� 2)( Bxf .
C��	��)�� �� ���:

2)(lim Bxf
x

�
��� .

%�����	!�	
 ���� ����� �	���!���� ���	
: !	��� �2 < ����	��) ������� f(x)
� ���� ������!�������, ��7� (�� (��������� 6-����� ��!�	 �2 ���� ��(�'���	 ����
!	��� N>0 , 7� (�� ���� ���!��� x ��9	� �� -N, ��(����(�� ���!���� ������� ����(�-
)�� � 6-���� ��!�	 �2 (�	�. 7�).
 

                -N                0                                      0            M                x 
                      �	�.7�                                                                 �	�. 7' 

y

B1+8

B1

B1-8

y 
 
 
B2+8 
 
B2 
 
B2-8 
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R�7� ����< ����	�� 1)(lim Bxf
x

�
���

 �� ����< ����	�� 2)(lim Bxf
x

�
���

 � B1=B2=B,

�� ������, 7� ����< ����	�� Bxf
x

�
��

)(lim .

��
���� 10. ������	, 7� 3
2

3
32lim �

�
�� x

x
x

.
������!!�:
&���
 ��(��� (������� 6�>0. /������, 7� ����< ���� !	��� M >0, 7� (�� ����

���!��� x , ��� ��(�������)�� ���������� Mx 4 , ������(�	�� ����������

65�
�

3
2

3
32

x
x

.

5	����<� ������������ ( 0$x ):

xxxx
x 11

3
21

3
2

3
2

3
32

99����
�

.

C��(�	 '�!	�, 7� (��	�� ����	 xM � , ��(� ��	 Mx 4  ��	�� 6�5
Mx
11

�'� 65�
�

3
2

3
32

x
x

.

"���                                                 3
2

3
32lim �

�
�� x

x
x

.

��
���� 11. "'!	��	�	 ����	�) 
53

32lim 3

24

�
��

�� x
xx

x
.

?�;�’�;�!!�: /�(��	� !	�����	� � ������	� �� ��
�	7	
 ������� ��������
� ������	��, ��'�� �� x3:

3

3

3

24

53

32

lim
53

32lim

x

xx
x

x
xx

xx
�

��
�

�
��

����
.

/�	 ��x �<� 353lim;32lim 22 ��
-
.

�
/
0 ����

-
.

�
/
0 ��

���� xxx
x

xx
.

"������	 ������	� < ���	!	�� �'�����, �� ��
�

��
�� 53

32lim 3

24

x
xx

x
.

�%�&��%�>: ��
�

��
�� 53

32lim 3

24

x
xx

x
.
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��
���� 12. "'!	��	�	 ����	�).
?�;�’�;�!!�: /�(��	� !	�����	� � ������	� �� x3, ��(�:

3
1

3

1114

413
lim

14
43lim

3

32

32

3

��
�

�
��

��
�

��
��

����

xx

xx
xx

xx
xx

.

�%�&��%�>: 3
14

43lim 32

3

��
��
��

�� xx
xx

x
.

��
���� 13. "'!	��	�	 ����	�) � �xxx
x

4lim 2 ��
��

.

?�;�’�;�!!�: /�	 ��x (��� ������� < ����	��) (��� ������!���� ���	�	�
���	!	� � ���� . /����	�9	 � ��(��	�9	 ������) �� �������	
 �	���

xxx 42 �� , ���	�<�:

� � � � � �
� � � �

� � .2
2
4

411

4lim
411

4lim
4

4lim

4
4lim

4
44lim4lim

2

2

22

2

22
2

��

��
-

.
��
/

0
��

�

��
-

.
��
/

0
���

�
��

��

��
�

��

�����
���

������

������

xx
x

x
xxx

x
xxx
xxx

xxx
xxxxxxxxx

xxx

xxx

�%�&��%�>: � � 24lim 2 ���
��

xxx
x

.

4.6. D*���% =��!
+%.

I�( ��	���(�� ���’����	� �� �����(����� ����	�� ����� ����’����	, ��7� ��(�-
� �����	 ��� ����	� „!�(��	� ����	��”:

.11lim;ln1lim;1)1ln(lim;1lim

;11lim;1lim;1coslim;1sinlim

0000

0000

�
�

�
�

�
�

��
-
.

�
/
0 �

��
-
.

�
/
0 ����

����

����

x
ex

x
a

x
xe

x
a

e
xx

tgxx
x

x

x

x

x

xx

a
x

x

x

xxxx

����(��, 1sinlim �
�� x

x
x

.
&���
 x ����< (� ����, ���	9�)!	�� ��	 ���� (�(���	. A�(� ���� �����-

�	, 2
0 +

55 x , �, �� ��(�� �� 9�������� ����� �����	�	, sinx<x<tgx, ��	!�� ���
�	���	, 7� ���(��� � �) ���������� (�(����.
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I�������� ��	 (��'	:

tgx
x

x
x

x
x sin;sin;

sin
sin

 .
/�	 �(�����	� !	�����	��� ��9	
 ��
 (��', ������	� ����� '���9	
. A��

tgx
x

x
x

x
x sinsin

sin
sin

44 ,
�'�

x
x

x cossin1 44 .
/����	� �) ���������� ��!����� �� –1. C���	 ���������� ��	 ���� ��-

������ �� ����	�����:

x
x

x cossin1 �5�5� .

��(��9	 (� ������ !���	�	 ��<� ���������� 1, ���	�<�:

x
x

x cos1sin10 �5�5 .
@�� 1– cos x < x, ���

x
x

x
5�5

sin10 .
"������	 x >0  ��  sin x > 0 , ��

x
x

x
5�

sin1 ,
7� ���� ���	���	 � �	���(�:

x
x

x
5�1sin

.
"������ ���������� ���	���� � ��	��7����, 7� x>0. /���� ���� ������(�	��

� ��	 x < 0, �������	 ������� 
x

xsin �����.

R�7� x ����< (� ����, �� �� �	(�� � ��������� ����������, 1sin
�

x
x , '�(�

��9	 �� x , � �������	� (� ����.
R�	 '	 ��	 �� '��� !	��� 6, ����(	 ���� (�'	�	��, 7�' �����(��������

����������

65�1sin
x

x
.

��� �����  x ���'� �	'���	 � ��������� (-�, �). @�� �� 
 ����!�<, 7�

1sinlim
0

�
� x

x
x

.

I�( ��9	� „!�(��	� ����	��” '�(� (���(��� � ���(��� „/���(�� �� �� �������-
�����”.
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��
���� 13. C��
�	 x
x

x

3sinlim
0�

.

?�;�’�;�!!�: /����	� !	�����	� � ������	� ����� (��'� �� 3, ���	�<-
�:

x
x

x
x

3
3sin33sin

� .

/����!	� 3x !����  y. C ���	 0�x , �!��	(��, �	��	��<, 7� 
 0�y .
A��

313sin3lim
3

3sin3lim3sinlim
000

�����
��� y

y
x

x
x

x
yxx

.

�%�&��%�>: 33sinlim
0

�
� x

x
x

.

��
���� 14. C��
�	 )0(sinlim
0

$
�

n
nx

mx
x

.

?�;�’�;�!!�: /����	� !	�����	� �� ������	� ����� (��'� �� m � ���(�!	
���� ����� y = mx, ���	�<�:

� � n
m

n
m

y
y

n
m

ny
ym

nmx
mxm

nx
mx

xyxx
�����

�
�

����
1sinlimsinlimsinlimsinlim

0000
.

�%�&��%�>: 
n
m

nx
mx

x
�

�

sinlim
0

.

��
���� 15. C��
�	 20

cos1lim
x

x
x

�
�

.

?�;�’�;�!!�: "������	 
2
cos1

2
sin xx �

� , �� 
2

2

2
2

sin2cos1
x

x

x
x

�
� , ���, ����-

9	 ���� �����  ���	�<�:

� � 2
1sinlim

2
1

2
sin2lim2

sin2
limcos1lim 2

2

02

2

02

2

020
����

�
���� y

y
y

y
x

x

x
x

yyxx
.

�%�&��%�>: 2
1cos1lim 20

�
�

� x
x

x
.
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��
���� 16. C��
�	 
x

x x
�
-
.

�
/
0 �

��

31lim .

?�;�’�;�!!�: 5	����)!	 ������������ � �	���	�����)!	 ������

e
x

x

x
��

-
.

�
/
0 �

��

11lim  � ����9	 ���� ����� 
3
xy � , ���	�<�:

3

333
3

3
3

11lim11lim
3

11lim
3

11lim31lim e
yyxxx

y

y

y

y

x

x

x

x

x

x
�

�
�

-

.

�
�

/

0
��
-

.
��
/

0
��

�
�

-

.

�
�

/

0
��
-

.
��
/

0
��

��
�

-

.

��
�

/

0
��

��
�

-

.

��
�

/

0
���

-
.

�
/
0 �

����

�

��

�

���� .

�%�&��%�>: 
331lim e

x

x

x
��

-
.

�
/
0 �

��
.

4.7. �&���
.

1. ���	 ����!���� �������.
2. W� ���	��)�� �'����) �	���!���� �������?
3. W� ���	��)�� ���	��) ���!��� �������?
4. /�����!��� ������� �����	����� �������.
5. R�� ������� ���	��<���� ������)!�)? ���(��)?
6. R�� ������� ���	��<���� �����)? �������)?
7. R�� �����	����� ������� ������ �������? �������� �������?
8. R�� ������� ���	��<���� �'�����) ��	��? �'�����) ������?
9. R�� ������� ���	��<���� �'�����)?
10. R�� ������� ���	��<����  �'������) (���
?
11. R�� �����	����� �������� ���<��'�����	� ������
?
12. ���	 ����!���� ����	�� ������� � ��!��.
13. /�����!��� ������� �����	����� ����	�� �� �����(�	 � ��.
14. R�� ������ ���	��<���� ����������) � ��!��? �� �������?
15. /�����!��� ������� �����	����� ���������	� ������
.
16. R�� ��!�	 ���	��)�� ��!��	 ����	�� �������?
17. ���	 �����!��  ����!���� ��!�� ����	�� �������.
18. ���	 ����!���� ������!��� ���	�	� ������
.
19. ���	 ����!���� ������!��� ��	� ������
.
20. ���	 ����!���� ����	�� ������� ��	  x � � .
21. R�� � “!�(��	� ” ����	�� �	 ���<��?
22. C��
�	 �'����� �	���!���� ������
:

�) 2 3 4y x x� � � ;         ')  
3 2

5
xy
x

�
�

�
;       �) � �2lg 4y x� � ;
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�)  
2

1

3 5 2
y

x x
�

� � �
;   ()  3 2y x� � ;   �) � �1 ln 2

2 1
y x

x
� � �

�
.

23. 5������	�	 �������� !	 ���������� ������
:

�)  
2

( )
sin 2

xf x
x

� ;         ') 
23 2( ) xy x
x
�

� ;          �) � �2( ) ln 4f x x� � ;

�) 4( ) 2 cosy x x x� � ;     () 2( ) 3 2sinf x x� � ;      �) 
2

22 1

xey
x

�
�

.

24. C��
�	 ����	�� :

1) x
x

x 3sin
7sinlim

0�
; 2) 27

3lim 33 �
�

� x
x

x
;

3) 
123
374lim 2

2

1 ��
��

� xx
xx

x
;                 4) 

5
34lim

2

�
��

�� x
xx

x
;

5) 
5163

10173lim 2

2

5 ��
��

� xx
xx

x
; 6) 

852
1276lim 2

2

��
��

�� xx
xx

x
;

7) 
2

1lim
1 ��

�
�� xx

x
x

;                 8) 23

34

2100
12lim

xx
xx

x �
��

��
;

9) 
22
314lim

2 ��
��

� x
x

x
;                 10) � �xxx

x
��

��

2lim ;

11) 
x

x x
x

�
-
.

�
/
0

��� 1
lim ;                 12) 

2
sin

3lim
0 x

x
x�

;

13) 
x

x x
�
-
.

�
/
0 �

�� 2
31lim ;                 14) �

-
.

�
/
0

�
�

�� 1
2

1
1lim 21 xxx

;

15) x
x

x 3sin
7sinlim

0�
; 16) 

27
3lim 33 �

�
� x

x
x

;

17) 
123
374lim 2

2

1 ��
��

� xx
xx

x
; 18) 

5
34lim

2

�
��

�� x
xx

x
;
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19) 
5163

10173lim 2

2

5 ��
��

� xx
xx

x
; 20) 

852
1276lim 2
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�� xx
xx

x
;

21) 
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1lim
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�
�� xx
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;                 22) 23
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12lim
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��
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;

23) 
22
314lim

2 ��
��

� x
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x
;                 24) � �xxx

x
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��

2lim ;

25) 
x

x x
x
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-
.

�
/
0

��� 1
lim ;                 26) 

2
sin

3lim
0 x

x
x�

;

27) 
x

x x
�
-
.

�
/
0 �

�� 2
31lim ;                 28) �

-
.

�
/
0

�
�

�� 1
2

1
1lim 21 xxx .

29) 
x

x x
x

�
-
.

�
/
0

�
�

�� 1
1lim ; 30) 

x

x x
k

�
-
.

�
/
0 �

��
1lim ;

31) 
x

x n
x

�
-
.

�
/
0 �

��
1lim ; 32) � �x

x
smx

1
1lim �

��
;

33) 
x

x x
�
-
.

�
/
0 �

��

21lim ;                 33) 
x

x x
x

�
-
.

�
/
0

��� 1
lim .
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?C���A 5. �CQ��"�. ����C����""E �CQ��"CP
�C �C�A��M�""E '�"	O�P

5.1. �����%, ��% &�
�����> �� &�!���� &�:%�!�,. C;!���!!� &�:%�!�,.

+��������� ������� (	�������������� !	������ – ����(��, �	�	��� ��	 ���-
�’�������� ���	��� ��������� ��(�! ��	��(��������� �� �����	�	. &�
����	��9� ����(
�	� – ���	!�� ��(�!� �����(����� 	��<��� 9�	(����� � ������	!�� ��(�!� ��'�(��	
(��	!��� (� ��	���.

I�������� ��(�!� �����(����� 	��<��� 9�	(�����.
1.  &���
 ���� ����<���� ���(�� ������ S = f(t). A�(� ���
(��	
 ���� �� !�� �t

9��� �S �'!	��	���� �� ������):
�S = f(t0+�t) – f(t0),

� ����(�� 9�	(����� ���� ���� �	���!	���� �� ������):

t
SV��� �

�
�.  .

"!��	(��, 7� !	 ��9	
 ������� !��� �t, �	 '���9 ��!�� ��������)-
<���� 9�	(����� ���� ��� � ���� !��� t0. /�	 �t�0 ����(�� 9�	(����� V���  ��-
'�	��<���� (� (�
���� 9�	(����� ���� ���� � ���� !��� t0 (	��<��� 9�	(����� ����
V� � ��(��	
 ���� !���).

"���,

t
SV

t� �
�

�
�� 0

lim .

2.  &���
 �� �����(�	�� �� !�� t !���� ������!�	
 ������� �����(	�� ���������
������	�	 q ���(�� ������ q = q(t). &��'��(�� ���
�	 �	�� �����, 7� �����(	�� ��
�����(�	�� � ���� !��� t0. I���’���� ��(�!� �������!�� ������(��
.

– ��(�� !��� t0 ��	���� �t > 0 ;
– ���
(�� ��	���� ��������� ������	�	 �q = q(t0+�t) – q(t0);
– ���
(�� ����(�) 9�	(����� ���	 ��������� ������	�	 (����(�� �	��

����� �� ������� !��� �t) 
t
qI��� �

�
�. ;

– ���
(�� 	��<�� 9�	(����� ���	 ��������� ������	�	 � ���� !��� t0

t
qV

t� �
�

�
�� 0

lim  .

��������))!	, ���� ������	, 7� ���
(��� �����	!�	
 �	��� (�� �'!	�-
����� 	��<��� 9�	(����� ���	 '�(�-���� ���	!	�	.
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5 �����	!��� ������� ��� (�� (�������� ������� y = f(x) �	���

� �
x

xfxxf
x �

���
��

)(
lim 00

0

���	��)�� &�:%�!�F � �����!�)�� y .
A��	 !	��, ����(�� ��(�'����< @�
��%��> ;%!
 �������� ������ & �� ��(-

��9���) (� ���������� ������ �, ��� �� �'��’������ �< ���	!�	
 ���� !���.
H�����)<� ����!���� ����(���:
��:%�!�F /*!�+%, y = f(x) ���	��)�� ����	�) ��(��9���� ��	����� �������

(� ��	����� ��������, ��7� �������
 ����< (� ����:

� �
�
&

x
xfxxf&

xx �
�

�
�

���
� 

���� 00
lim)(lim  .

"������� �����(����� ����(��� ������� ���	��<���� �
/���!+%F��!!�.
"������	 ����(�� – �� ����	�� ��(��9����, �� (�� ��������� ��<� ����	�� ���'-

��(��, 7�' �&�0 ��	 ���0 (� ��9�� �	��(�� �(���	� (������ �� ����).
���� ���� ��������� �������� < �(��!���� ����) ������������� ������� �

(���
 ��!��. C��(�	 �	��	��< ������:
������. R�7� ������� y = f(x) (	�������
����� � ��!�� � = �0, �� �� �������

���������� � (���
 ��!��.
C �����	 �	��	��<, 7� � ��!�� ����	�� ������� �� ��� ��	 ����(����, '� �

����
 ��!�� ��	���� �& < ����!���) ���	!	��) ��	 ���0.
"'������ (� �����	 ����(����� �������, 7� '�(� �������� � ������ 4.2.

5.2. -�����
�!
< ;%�� &�:%�!�,.

5�(��, 7� 9�	(����� ���� ��!�	 ��������� �� (��	!��
 (� �� ���<������ �
������� (�(������ ��(���� ��(�����. A��, ����	���(, �	���!���� 9�	(����� �������
���� (�����(�) �� �� ���<�����<), 9�	(����� ���� '�(�-���� ������	 �� �� ��'��� �	���<
�	���!���� ������� (��	!��� (� ��	���. &������ (��	!��� �����)�� ��� ��
(��	!��) � (�(���� ������� ��� �'��	�.

5��(�� ������� (��	!��� (� ��	���.
���
�!�F �� ��
��, � �. � ���	��)�� ����	!�� ��������� ��!��� �� ��	 ����-

�7���� �. �  �  �. � ((	�. �	�. 1).
/����(�� (��	!�� ? (� ������� ������� y = f(x) � �. �(�0, &0) � ��!�� ��, (�. �(�1, &1))

� �����	 �������<��� k1 = tg%1 (�	�. 2). C ��	����	�� ��� ���
(��:

x
y

xx
yyk

�
�

�
�
�

�%�
01

01
11 tg  .
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5����<�, 7� �. � < ���������), � �. � ���'����� ��'�	��<���� (� ��!�	 �.
A�(�:

– ��!�� �� ��'�	��<���� (� (��	!��� ?;
– �1 � �0, ���� �� � 0;
– ��� %1��%, (� % – ��� ���	�� (��	!��� ? (� ��� ��.

A��, 7� tg %1 – ���������� ������� (�	��(�� 
21
+

�%  �� ������(�<�), ��	-

��:

y
x
y

x
 �

�
�

�%�%
��%�% 01 limtglimtg

1

.

"���, =�����
�!
 ;%��� &�:%�!�, < ������� ���� ���	�� (�����	
 ���-
����<��) (��	!��� (� ������� ������� � ��(���
 ��!��.

Y 

          &1          �            ? 
           u& 

          &0                   � 
        � 

      %             %1   u� 

      �0      �1   �

  �	�. 2.    

�
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��!��
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��!��

I	�. 1.
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C ������	!���� ����� ����(��� �	(��, 7� �� � �����
 ��!�� ����������� �������
���� �������	 (��	!�� (�	�. 2�), ��'�� �� � �����
 ��!�� �������	� ����(��. +�
��(����(��<, 7� �'������ ������ (� ��	��(���� � �. 4.1 �������.

%�����	!�	
 ���� (������< ����� �������	�	 ���!���� ����(��� � '�(�-���

��!�� ������� ������� (�	�. 2�).

R� ��(��, '�(�-��� �� ����	������ ����, 7� �����(	�� !���� �. �(�0, &0) �	���-
!�<���� ��������:

& = &0+k(� – �0),

(� k – �����	
 �������<�� ����� ?. A��	 !	��, �%�!�!!� ���
�!�, (� �������
������� y = f(x) � ��(���
 ��!�� �(�0, &0) ��	� �	���(:

y = f(&0) + f �(x0)(x – x0),
� �%�!�!!� !����% � ��(���
 ��!�� �(�0, &0)

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
&y �

 
�� .

"�&�
����, �������� (��	!��� (� ������� �������  f(x) = x2+2x –1 � ��!�� � = 1 ��	�
�	���(

y = 4(x – 1) +2 = 4x – 2,
� �������� ������ � ��
 ��!��

 y = 2 – 1/4(x – 1)  = 2,25 – 0, 25x ,

�������	    f  (x) ��2x + 2,  f  (1) ��4,  f (1) ��2.

I	�. 2�.
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5.3. ����
�� �
/���!+%F��!!�.

5	���!���� ����(��� �� �	9� (������< �������	�	 �� ���	!�	
 �� ������	!�	

����, � 
 (�< �����' �'!	������ ����(��� �������. ��� ����� ���'��(�� �	�����	
�������� !��	�	 ����	:

– ��(��	 ��	���� �������� ��;

– ���
�	 ��	���� ������� �f(x) = f(x+�x) – f(x);

– ������	 ��(��9���� ��	����� ������� (� ��	����� ��������;

– �'!	��	�	 ����	�) ����(����� ��(��9����.
"�&�
����: C��
(�� ����(�� ������� & = �2.
C��'	� �����(���� ������� !��	�	 ����	:

– ����
 ��	���� �������� '�(� ��;

– ���
(�� �& = &(�+��) – &(�)=(�+��)2 – �2 = �2+2���+(��)2 – �2 =2��� +(��)2=
=���(2�+��).

– ����(�� ��(��9���� � � ��
�

���
�
&

���
�

���
�

�
� 22 ;

– �'!	��	� ����	�) ��(��9���� xxx
x
y

xx
2)2(limlim

00
����

�
�

����
.

"���, & = (�2)  = 2�.
/� ����(���
 ���� ���� �������	�	 ����� ����(�� ��	, (�'����, !����	 ���-

������	� ������
. R� ��	���(, ���(�� ����	�� �����(����� ����(��� ��	 (���
������
.

&���
 ������) y = f(x) ���� ���(����	�	 � �	���(� ����'���!��� ��	 ������

u �� v, (	�������
����	� � �. �, ��'�� & = u+v.

C��
(�� & , �	���	�����)!	 ����:

– ����
 ��	���� �������� ��;

– ���
(�� �&=&(�+��)–&(�)=(u(x+��)+v(�+��))–(u(�)+v(x))=(u(x+��)–v(�))+
+(v(�+��) – v(x))=�u+�v;

– ����(�� ��(��9���� 
x
v

x
u

x
vu

�
&

�
�

�
�
�

�
�

���
�

�
�

;

– �'!	��	� ����	�)
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vu
x
v

x
u

x
v

x
u

x
y

xxxx
 � �

�
�

�
�
�

��
-
.

�
/
0

�
�

�
�
�

�
�
�

�������� 0000
limlimlimlim  .

"���, ����(�� ����'���!��� ��	 (��� ������
 ����� ����'���!��
 ��� ����(�	�
(�(�����:

(u+v)  = u  + v .
@������!�� ���
(�� ����	�� (	�������)����� (�'���� �� !����	:

� � .; 2v
vuvu

v
uvuvuuv

 � 
�

 
�
-
.

�
/
0 � � 

&����(��	 � ����	� (	�������)����� < �������� ������(��9����:

� � � � 0;; 2 � 
 

��
 

�
-
.

�
/
0 � C

v
vC

v
CuCCu .

5������	� ����	�� (	�������)����� ������!�, /*!�+%,. H���(���) ���	��-
�	�� ������), ������� ���� ��� �������, ��'�� f(v(x)). &���	���(,

� �xyeyxy x ���� � 1ln,,sin
21  .

/����!	�9	 ������� �� u = u(x), �(���	� uy � , (� u = sinx; y = eu, (�

u=1+�2; y = lnu, (� xu ��1 . *�����) u(x) !���� ���	��)�� ������	 �����-
��� (������9���) ������<)).

������. R�7� ������� & = f(u(x)) (	�������
����� �� u, � u(x) – (	�������-

����� �� �, �� ����(�� ������� & �� ���������
 �����
 $ �����:

&  = & (u)�u (x) .
������!!�.  C��(�� ����!���� ����(���

x
y&

x �
�

� 
�� 0

lim  .

�����	� !	�����	� � ������	� �� �u, ��(�:

)()(limlimlim
000

xuuy
x
u

u
y

xu
uy&

xxx
 � �

�
�

�
�
�

�
���
���

� 
������

.

"���, ����(�� ����(���� ������� ����� (�'���� ����(��� ��<� ������� �� �����-
��� �������� u �� ����(�� ��������� ��������:

(&(u(x)))  = y (u)�u (x).
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5.4. ��:%�!% ����!���!
: /*!�+%<.

5.4.1. ��:%�!� ��=��
/%�!�, /*!�+%,.

�) & = lnx.
– ����
 ��	���� �������� '�(� ��;

– ���
(�� �& = ln(x+��) – lnx = �
-
.

�
/
0 �

��
��

x
x

x
xx 1lnln ;

– ����(�� ��(��9���� ;1ln1
�
-
.

�
/
0 �

�
�

�
�
�

x
x

xx
y

 ����� !���	�� �������� (���-

�	� � ��(��	� �� �:

;1ln11ln1 x
x

x
x

xx
x

x
�

xx
y �

�
-
.

�
/
0 �

���
-
.

�
/
0 �

�
�

��
�
�

/����!	�  n
x

x
�

�
, ���(�	

n

nxx
y

�
-
.

�
/
0 ���

�
� 11ln1

;

�'!	��	� ����	�) ��(��9����

x
e

xnxnxx
y n

n

n

nx

1ln111limln111ln1limlim
0

���
�
-

.
�
�
/

0
�
-
.

�
/
0 ���

�
-

.
�
�
/

0
�
-
.

�
/
0 ��

�
�

������  .

A�� ���������, 7� ��	 ���0, e
nx

xn
n

n
��

-
.

�
/
0 ���

�
�

��

11lim, , �����	-

����� �����	��� � ����	��.

 5	���	�����)!	 ������ (	�������)����� ����(���� ������� ���
(�� ��-

��(�� �������: � �
u
uu

 
� ln  .
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"���,

            � �
x

x 1ln � ; � � u
u

u  � 1ln .

') & = logax.
5	���	���<� ������ ������(� �����	��� (� ����� �����	:

a
NNa ln

lnlog �  ;

A�(�,                                             � �
axa

xxa ln
1

ln
lnlog �

 
�
-
.

�
/
0� .

"���,

                                                       ;
 

� �
au

uua ln
log

 
� 

 .

5.4.2. ��:%�!� ���&�!���, /*!�+%,  & = �n.

/�������	��<� ���� � ����� !���	�� �������� �� ������) �.
lny = n�lnx .

�	�������))!	 �'	(�� !���	�	 ��������, �(���	�:
(lny)  = (n�lnx)  .

5������)!	, 7� & < ������<) � � �	���	����9	 ����	�� (	�������)�����
����(���� ������� ��	��:

x
n&

&
11

�� �  ,

�'�

111 �������� nn nxx
x

ny
x

ny  .

"���,

                   
 � � 1��

 nn nxx    ;             
 � � unuu nn  ��

 �1   .
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� �
ax

xa ln
1log � 
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5.4.3. ��:%�!� &���;!
����, /*!�+%,.

�) & = 	� .
/�������	��<� ���� � ����� !���	�� ��������.

lny = ln	� = xlna .
C��
(�� ����(��:

  (lny)  = (xlna)  ;

a&
&

ln1
� �  ;

C��(�	
&  = &lna = 	�lna .

A��:

(	�)  = 	� lna  ;

(	u)  = 	u lna�u  .

') &= �� .
"!��	(��, 7�

(��)  = ���lne = ���1 = �� ,
"���,

(��)  = ��  ;

(eu)  = �u�u   .

5.4.4. ��:%�!% ��
=�!����
�!
: /*!�+%<.

�) & = sinx .
5	���	�����)!	 �	7����(��� ���� �����(����� ����(���, �(���	�:

� � � �
x

xxxx
x �

���
� 

��

sinsinlim)(sin
0

 .

5������)!	, 7�

2
cos

2
sin2sinsin �&�&�& ��

��

 �                                                             ,1sinlim
0

�
�

�
�� x

x
x

���	�<�:
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� �

.coscos1
2

coslim

2

2
sin

lim

2

2
cos

2
sin

lim2
cos

2
sin2

limsin

00

00

xxxxx

x

x

xxx

x

xxx

x

xx

xx

����
-
.

�
/
0 �

�
�

�

�

�
�

�
-
.

�
/
0 �

�
�

�
�

�
-
.

�
/
0 �

�
�

� 

����

����

"���,

 (sinx)  = cos x  ;  (sinu)  = cosu�u   .

') & = cos x .

5�(��, 7� ,
2

sincos �
-
.

�
/
0 �� xx +  ����,

� � xxxxxx sin
2

cos
22

cos
2

sincos ���
-
.

�
/
0 ���

 
�
-
.

�
/
0 ���

-
.

�
/
0 ��

 

��
-

.
��
/

0
�
-
.

�
/
0 �� ++++

.

A��,

 (cos x)  = - sin x  ;

 (cosu)  = - sinu�u   .

�) x
xxy

x
xxy

sin
cosctg,

cos
sintg ���� .

5	���	���<� ����	�� �����(����� ����(��� !����	:

� � � � � �
xx

xxxx
x
xx 22 cos

1
cos

cossincossin
cos
sintg �

 � 
�

 
�
-
.

�
/
0�  .

@������!��,

� �
xx

xx 2sin
1

sin
cosctg ��

 
�
-
.

�
/
0�  .
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� �
x

x 2cos
1tg � � � u

u
u  �� 

2cos
1tg

� � .
sin

1ctg 2 x
x �� � � u

u
u  ��� 

2sin
1ctg .

5.4.5. ��:%�!% �#��!�!
: ��
=�!����
�!
: /*!�+%<.

W�' �	����	 ����(�� ������
 y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx �	���	���<� ��

����!����. A��, y = arcsinx ���� ���	���	 �� � = sin&, (� & 2 :;
<

=>
?�

2
;

2
++

.

/��(	�������)<� �'	(�� !���	�	 ��������� ��������:
�  = (siny)  = cosy�& ;

& �cosy = 1 .

C��(�	,                        .
1

1
sin1
1

cos
1

22 xyy
y

�
�

�
�� 

@������!�� �	��(����� ����(�� ��9�	 �'�����	� ��	�������	!�	� ������
.
C��	9�� �����	 ����(�	�:

  � � 21
1arcctgx
x�

�� 
 

  � � 21
1arctgx
x�

� 
 

  � �
21

1arccos
x

x
�

�� 
 

 � �
21

1arcsin
x

x
�

� 
 

  � � u
u

u  �
�

�� 
21

1arcctg  

  � � u
u

u  �
�

� 
21

1arcctg  

  � � u
u

u  �
�

�� 
21

1arccos  

 � � u
u

u  �
�

� 
21

1arcsin  

5	��(��� �����	 ���	��)�� � ��� ����� ��'�	�) ����(�	�.
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��#�
+� &�:%�!
: 
1 � � vuvu  � � �  2 � � uvvuvu  �� �� �  
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5 0� C  6 1� x  
7 � � 1���

 nn xnx  7a � � uunu nn  ���
 �1  
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2x
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/
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 8a 
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C  
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.
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9 � �
x

x
2

1
�

 
 9a � �

u
uu

2
 

�
 

 

10 � � xx cossin �  10a � � uuu  �� cossin  
11 � � xx sincos ��  11a � � uuu  ��� sincos  
12 � �

x
x 2cos

1
tg � 

 12a � �
u

uu 2cos
tg

 
� 

 

13 � �
x

x 2sin
1ctg �� 

 13a � �
u

uu 2sin
ctg

 
�� 

 

14 � � aaa xx ln��
 

 14a � � uaaa uu  ���
 

ln  
15 � � xx ee �

 
 15a � � uee uu  ��

 
 

16 � �
x

x 1ln � 
 16a � �

u
uu

 
� ln  

17 � �
ax

xa ln
1log � 

 17a � �
au

uua ln
log

 
� 

 

18 
� �

21

1arcsin
x

x
�

� 
 18a � � u

u
u  �

�
� 

21

1arcsin  

19 � �
21

1arccos
x

x
�

�� 
 19a � � u

u
u  �

�
�� 

21

1arccos

20 
� � 21

1arctg
x

x
�

� 
 20a � � u

u
u  �

�
� 

21
1arctg  

21 
� � 21

1arcctg
x

x
�

��  21a � � u
u

u  �
�

�� 
21

1arcctg  
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5.5. ��:%�!% �
�
: &�����%�.
/���(�� ��( (���� ������� ���	��)�� ���9�) ����(��) ��<� ������� (����(��)

���9��� ����(��).
"!��	(��, 7� ����(�� ��� < ������<), � ��7� ���� (	�������
�����, �� � ��(

��� ���� ����	 ����(��. A��� ����(�� ���	��)�� (����) ����(��), �'� ����(��)
(������ ����(�� � �����!�)�� &  ,  f  (x).

"���,
&   = (f  (x))  .

@������!��,
&    = (f  (x))  � �. (.

A��	 !	��, &�:%�!�F n-�=� &�����* �%� /*!�+%, � = f(x) ���	��)�� ����(��
��( ����(��� (n – 1)-��� ����(��, ��	 ���� �� ���������, � �����!�)��:

y (n) = (f ( n-1) (x)) .
*��	!�	
 ���� (����� ����(��� – �� ��	�������� ���	 ������� �� ��(��9���)

(� ��������.
I�������� ��	����	 �����(����� ����(�	�.
��
���� 1.

C��
�	 ����(�� ������� 
�

��& 325 3 ���  .

?�;�’�;�!!�: ���� ������� < ����'���!�� ��� ������
.
/��(	�������)<� ��:

� �

.32153235

3253)2()5(

2
2

2
2

2
33

�
�

�
�

�
��

�
��&

�������

�� �
 

�
 

�
-
.

�
/
0� � � 

�%�&��%�>: 2
2 3215

�
�& ���  .

��
���� 2. C��
�	 ����(�� ������� .
1

)( 2

2

�
�

x
xxf

?�;�’�;�!!�: C��������)!	 ������ ����(��� !����	 ���	�<�:
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� � � � � �

� � .
)1(

2
)1(

12
)1(
212

)1(
1)1()(

2222

22

22

22

22

2222

�
�

�
��

�

�
�

���
�

�

 
��

 
�

� 

x
�

x
���

x
����

x
���xxf

�%�&��%�>: 
22 )1(

2)(
�

� 
x

�xf  .

��
���� 3. C��
�	 ����(�� ������� & = sin3% � �	�������	 �� ���!���� ��	

% = 3
+

 .

?�;�’�;�!!�: +� ����(��� ������� � ������	 �������� sin%. 5	���	�-
����)!	 �����	 7a � 10, ���	�<�:

f  (%) = 3sin2%�cos%.

5	����<� ���!���� ����(��� ��	 
3
+% � :

8
9

2
1

4
33

2
1

2
33

3
cos

3
sin3

3

2
2 ������

�
-

.
�
�
/

0
����

-
.

�
/
0 +++f  .

�%�&��%�>:   f  ( 3
+

) = 8
9

 .

��
���� 4. C��
�	 ����(�� ������� xx& coslncos
2
1 2 ��  .

?�;�’�;�!!�: +� ����(��� ������� � ������	 �������� cos x. "(���	�:

� � � � � � � �

� � .sintg
cos

)(sinsin
cos

cos1sin
cos

cossinsin

cos
sinsincos

cos
coscoscos2

2
1coslncos

2
1

2
222

2

xx
x

xx
x

xx
x

xxx

x
xxx

x
xxxxx&

���
�

�
��

�

�
�

���
 

� �� �
 

�
-
.

�
/
0� 

�%�&��%�>:  xx& 2sintg �� .
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��
���� 5. C��
�	 ����(�� ������� .
tg

1tg
x

x& �
�

?�;�’�;�!!�: /��(	�������)<� (��� ������)

� �� � � �

.
sin

1
sincos

cos
cos
sin:

cos
1

tg
cos

1)1tg(tg

tg
cos

11tg
cos

1tg

tg
tg1tg)1(tgtg

222

2

2

2

22

2

2

22

2

xxx
x

x
x

xx
x

xx

x
x

x
x

x

x
xxxx&

�
�

��
��

�

�
��

�
 �� �

� 

�%�&��%�>:  
x

& 2sin
1

� .

��
���� 6. C��
�	 ����(�� ������� 
21

ln
t

tS
�

�  � �'!	��	�	 �� ���!���� ��	

t = 2 .
?�;�’�;�!!�: H��!���� ��������	� ������), �	���	�����)!	 �����	�����

�����	���: � �21ln
2
1ln ttS ��� . A���� ���(	�������)<�:

� � � �

� � � � �
�

�
�

��
�

�
��

�
�

���
�

 
�

���
 

�
-
.

�
/
0 �� � 

22

22

2

22

2
2

1
1

1
1

1
1

1
2

2
11

1
1

2
111ln

2
1)(ln

tttt
tt

t
t

t

t
t

tt
t

t
ttS

� � � �.1
1

1
1

1
1

22

22

2 tttt
tt

t
t

t �
�

�
��

�
�

��

"'!	��	� ���!���� ����(��� ��	 t = 2
1,0)2( � S .

�%�&��%�>: 1,0)2( � S .
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��
���� 7. C��
�	 ����(�� ������� 
x

x
y

2

2

542

5

��
�  � �'!	��	�	 �� ���!����

��	 � = 0.
?�;�’�;�!!�:

� � � �

� �

.
54

5ln5

54

554485ln5

545444

1

54

55425445ln5

542

1

5
542

25ln525ln5542
542

1

5
542

5425ln5542
542

1

542

5542)5()542(

2

2

2

222

22

2

2222

2
2

2
2

2
22

2
2

2
2

2
22

2
2

2
2

2222

x

x

x

xxx

xx

x

xxxx

x

x
x

x
xx

x

x
x

x
xx

x

x

xxxx

x

y

�

�
�

�

�
-
.�

/
0 ����

�
����

�

�
�

�
-
.�

/
0 ������

�

�
-
.�

/
0 ��

�

��
�
-

.
�
�
/

0
�

��

��
�����

-
.�

/
0 ���

�
-
.�

/
0 ��

�

�
��
�

-

.

��
�

/

0
�

��

 
�

� ���
-
.�

/
0 ���

�
-
.�

/
0 ��

�

�

�
-
.�

/
0 ��

�
 

�
-
.�

/
0 ��� ���

� 

"'!	��	� ���!���� ����(��� ��	 � = 0:

.
5
5ln

54

5ln5)0(
0

0
�

�

�
� y

�%�&��%�>: 
x

x
y

2

2

54

5ln5

�

�
� ;     .

5
5ln)0( � y

�
��� 5. G
����	. �	��
�&"	��� �
����
/ �
 �
�������� 6&�!*�/



81

��
���� 8.  H�����	 �������� (��	!��� (� ������� �������

32
3
2 23 ���� ���&  � ��!�� �(3; 6).

?�;�’�;�!!�: ��� �����(����� �������� �������<��� (��	!��� ���!����
���
(�� ����(�� (���� �������:

222223
3
2 22 ������ ����&  .

�����	
 �������<�� (��	!��� ����	
 ���!���) ����(��� ������� ��	 � = 3:
k = &  (3) = 2�32 – 2�3 – 2=18 – 6 – 2=10 .

I������� (��	!��� �< �	���(:
& – 6 = 10(�–3), �'� & – 6 = 10 · � – 30, ��'�� 10� – & – 24 = 0.

�%�&��%�>: I������� (��	!��� �< �	���( 10� – & – 24 = 0.

��
���� 9. H�����	 �������� (��	!���, �����(���� (� ������� ������� 32
43

�
�

�
�
�&

� ��!�� � �'��	��) � = 2.
?�;�’�;�!!�: H��!���� ���
(�� ��(	���� ��!�	 (��	�� �(2; &). A��, 7�

��!�� � ���	�� �� ��	��
, �� �� ����(	���	 ��(�������)�� �������� ��	���, ��'��

2
34
46

322
423

�
�
�

�
��
��

�& ; �(2; 2) .

I������� (��	!���, �����(���� (� ��	��� � ��!�� �(2; 2), �< �	���( &–2 = k(x –2).
��� �����(����� �������� �������<��� (��	!��� ���
(�� ����(��:

� �� � � � � �
� �

� � � �
� �

� � � �22

22

32
1

32
8696

32
432323

32
43324332

�
��

�
���

�

�
�

���
�

�
� �� ��

� 

��
��

�
��

�
����&

�����	
 �������<�� (��	!��� ����	
 ���!���) ����(��� ������� ��	 � = 2:

� �
� �

1
1
1

32

12 22
����

�
�� � &k  ,

I������� (��	!��� ���	9�����:
& – 2 = – (� – 2), & – 2 = 2 – �, ��'�� � + & – 4 = 0 .

�%�&��%�>: I������� (��	!��� � + & – 4 = 0 .
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��
���� 10. C���� ���� ��!�	 �� ����
 ��(��	
 ������) S = 5t3–3t2+4 (S – �
�����, t – � �����(��). C��
�	 9�	(����� ���� ��!�	 � ����� ���9�� �����(	.

?�;�’�;�!!�: >�	(����� ���� ��!�	 � (��	
 ���� !��� ����� ����(��
 9���� S
�� !��� t:

V(t) = S  = 15t2 – 6t, V(1) = 15 – 6 = 9.
�%�&��%�>: >�	(����� ���� ��!�	 � ����� ���9�� �����(	 ����� 9 /�.

��
���� 11. A���, �	���� ����	������ �����, ����<���� ���(�� ������

2
0 2

1 gttVS �� , (� V0 – ��!������ 9�	(�����, g – ��	�������� �������� ��(���� ����.

C��
�	 9�	(����� ����� ���� (�� '�(�-����� ����� !��� t. H�����	 !��� '�(� ��(��-
��	�� ���� � �� ��� �	���� ���� ��(�������, ��7� V0= 40/�.

?�;�’�;�!!�: >�	(����� ���� ���� � (��	
 ���� !��� t ����� ����(��
 9���� S
�� !��� t:

gtVtgVStV ���� � 00 2
2
1)(  .

� ��
�	7�
 ��!�� ��(������ 9�	(����� ���� ����� ���):

c.1,4;1,440;     ,    0,   - 0
00 ������ t

g
t

g
V

tVgtgtV

C� ( g
40

) �����( ���� ��(���<���� �� �	����:

� �6,8180080016001600
2
14040 2 ������

gggg
g

g
S .

�%�&��%�>:  S =81,6.

��
���� 12. C��
�	 (���� ����(�� ������� f(x) = esinx

?�;�’�;�!!�: H��!���� ���
(�� ���9� ����(��
f (x) = esinx(sinx)  = esinxcosx.

R�7� ���(	�������)���	 7� ���, ���
(�� (���� ����(��:
f  (x) = esinx(cosx) +( esinx) cosx = esinx(-sinx)+ esinxcosx�cosx = esinx(cos2x-sinx).
�%�&��%�>:  f   (x) = esinx(cos2x-sinx).

��
���� 13. C��
�	 (���� ����(�� ������� 
1
12

�
�

�
x

xy  � �'!	��	�	 �� ���!����

��	 � = 2.
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?�;�’�;�!!�: H��!���� ���
(�� ���9� ����(��:

� �� � � � � �
� �

� � � �
� �

� � � �
.

1
12

1
122

1
112

1
1111

2

2

2

22

2

2

2

22

�
��

�
�

���
�

�
�

���
�

�
� ��

 
��

� 

�
��

�
���

�
���

�
����&

/��(	�������)���9	 7� ��� ���
(�� (���� ����(��:

        

� � � � � � � �
� �

� � � � � �� �
� �

� � � � � �� �
� �

� � � � � �
.

1
4

1
22

1
)1212(2

1
1212121

1
1212221

1
12)1(121

333

22

4

22

4

22

4

2222

�
�

�
�

�
�

�����
�

�
�

������
�

�
������

�

�
�

��
 

��
 

���
�  

���
����

�
��x��

�
�����

�
������&

"'!	��	� ���!���� (����� ����(��� ��	 � = 2; �<� � �
� �

.4
12

42 3 �
�

�  y

5�(����(�: � � .42 �  y

��
���� 14. A�!�� ����<���� �� ����
 �� ������ S = t - sint. C��
�	 9�	(�����

� ��	�������� ���� ��	 
2
+

�t  .

?�;�’�;�!!�: >�	(����� ���� ���� � (��	
 ���� !��� ����� ����(��
 9���� S
�� !��� t, � ��	�������� - (����
 ����(��
 9���� S �� !��� t. C����(	�:

V(t) = S  = 1– cost,
	(t) = S  (t) = – (– sint) = sint ,

 ��(�:

� �;�1
2

cos1
2

����
-
.

�
/
0 ++V

� �.�1
2

sin
2

2���
-
.

�
/
0 ++a

�%�&��%�>:     � ��1
2

��
-
.

�
/
0 +V ;    � �.�1

2
2��

-
.

�
/
0 +a
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5.6. ���%$�
 �!���!!���%.

C (������) ����(��� ���� (����(	�	 ������), ��'�(����	 �� ������, ���
�	
��
'���9� � ��
��9� ���!���� �� ������� � �.(.

/�	 (����(����� ������� ����	�� ���� ��(����< ������� �����������.
*������ ���	��<���� �!���!!�F, ��7� ���� ������< (�� ���(�<) �'� ���(�< (��

������<) � �'����� ����� �	���!����. E���9���� ������
 < �*�����-�!���!!

,
��'�� ������)�� (�� ���(�)��) !	 ���(�)�� (�� ������)��) �� ����	� ��������.
A��� ������	 ���	��)�� �������	 (���������	) �����������.

&���(�<�, 7� ������� ���	��<���� ;�����F��F, ��7� '���9�� ���!���)
�������� ��(����(�< '���9� ���!���� �������, � �&��!�F – ��7� '���9�� ���!��-
�) �������� ��(����(�< ��9� ���!���� �������. A�'��, ��7� (�� �1>x2, (� �1, �2
�������� (	; b) �	����<���� ���� f(x1)>f(x2), �� ������� f(x) ������< �� (	; b); ��7� �
�	����<���� ���� f(x1)<f(x2), �� ������� f(x) ���(�< �� (	; b).

��� ������������ �������� ����������� ������� �	���	�����)�� ��������
������:

������. ("��#:%�!� �� ������!� *��� �!���!!���% /*!�+%, !� &��%$�*.)
 R�7� (	�������
����� ������� & = f(x), �2�(	; b), ������< (���(�<) �� (	; b), ��

f  (�)���0 (f� (�) � 0) (�� '�(�-����� � � ����� �������. H�����(�	�� � �'������ ����-
(�����: ��7� f  (�) ��0 ( f  (�) � 0) �� ������� ������< (���(�<) �� ���� �������.

������!!�. R�7� f(x) ������< �� (	; b), �� (��	!�� (� ��� � '�(�-���
 ��!��
�����)< �����	
 ��� � (�(���� ������� ��� ��. A��, 7� ������� �������� ����
< (�(���� ���	!	��, �� � ������	!���� ����� ����(��� tga = f  (x) �	��	��<, 7�
f  (�) � 0 �� (	; b). +� ����� �����)�������	 �����!�� ((	�. �	�. 3).

  
    Y  & = f(x)           Y 
 
 
 
 
 

    &    &1        &       &1 
    X                   X    

    tg&>0,        tg&1>0      tg&<0,       tg&1<0 

   �	�. 3     �	�. 4 
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@������!��, ������� f(x) ���(�< �� (	; b), �� f  (x)<0 �� (	; b) ((	�. �	�. 4).

����(�� (������) ����. &���
 f (�)�0 �� (	; b). +� ����!�<, 7� 0lim
0

�
�
�

�� x
f

x

(�� ���� � � (����� �������. %���	�� (�(����, ��7� �f >0 i ��>0, �'� �f<0 � ��<0.
C��(�<� ����!���� ��	������ ������� �� �������� � ����	9�� ������(��9����:

�� = �2 – �1 >0, ���(�	 �2 > �1 ;
�f = f(x2) – f(x1)>0, ���(�	 f(x2) > f(x1);

(�������!��, ��	 ��<0, �f<0) .
E�!	�, 7� '���9�� ���!���) �������� ��(����(�< '���9� ���!���� �������,

���� (��� ������� ������< �� (	; b).
@������!�� (���(	���� (������� ���� ���(���� �������.
&���	���(, ���
(�� ������	 ����������� ������� f(x) = �2 – 8� + 12. /���(��

f  (x) = 2� – 8 '�(� (�(�����), ��7� 2� – 8>0, ��'�� � > 4. "���, ������� ���(�< ��
������� (–� ; 4) � ������< �� ������� (4 ; +�).

5.7. ������* /*!�+%,. ����%�$�!!� /*!�+%, !� ������* ;� ��&��=�F
&��@�, &�:%�!�,.

I�������� ������ (����� ������� & = f(x) ((	�. �	�. 5).

      Y            &  =0 
              &  �� ����< 

 & =0 

         
            �3 

             �1    �2         �4       � 
     I	�. 5 

E�!	�, 7� �� �������� (–� ; �2) 8 (�3; �4) ������� ������<, � �� ��������
(�2 ; �3) 8 (�4; � ) ������� ���(�<. R� �	(��, � ��!��� �2, �3, �4 ������� ���)< ��������
�����������. A��� ��!�	 ���	��)�� �����
 ������** �������.

C;!���!!�: A�!�� � = 	 ���	��<���� ��!��) �������� (�� ������� f(x), ��7�
� ����� ��<� ��!�	 �	����)���� �(�� � ���:
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1. f(a)>f(x), (�� ���� � � (����� �����;
2. f(a)<f(x), (�� ���� � � (����� �����.
R�7� (�� ��!�	 � = 	 �	����<���� ���9� ����, �� �� ���	��)�� �����F ���
-

**, ��7� (���� – �����F %!%**.
"��#:%�!� *��� ��������� �������� (	�������
������ ������� – ������

'���: ��7� f(x) � �. �=	 �< �������, �� �� ����(�� � ��
 ��!�� ����� ���), �'� ��
����<.

%�����	!�� �� ����!�<, 7� � ��!�� �������� (��	!�� (� ������� �������
���������� ��� �� �'� �� �����	�� �������	 ((	�. �	�. 5 �. �2, �4). "'������ ����-
(����� ������� ((	�. �	�. 5 �. �1 ).

 ������!>�F *���F ��������� �������� � ��!�� �=	 < ���� ����� ����(���
��	 ������(� !���� (��� ��!��.

R�7� ��	 ������(� !���� ��!�� �=	 ����(�� ���)< ���� � ����� �� ��)�, ��
��!�� �=	 < ��!��) �����, ��7� � ��)�� �� ���� – ��!��) ���	��.

C �	7����(����� �	��	��<, 7� ��!�	 � ��	� ����(�� ����� ���) �'� �� ����< <
�	9� ��(�����		 �� �������, �'� ��	�	!�		 ��!��	 � ��(�.

/�	 (����(����� ������� �� ������� ���( ���
�	 ��� �� ��	�	!�� ��!�	 � ��(� �
�������	�	 ���� ����(��� ����� � ������ ��( �	�.

�:�� ����%�$�!!� /*!�+%, !� ������* ;� ��&��=�F &��@�, &�:%�!�,.

&������ �	(��	�	 ������� ����	 (����(����� ������� �� �������:
1. 5������	�	 �'����� �	���!���� ��(���� ������� f(x);
2. 5	���!	�	 ��	�	!�� ��!�	 �������.
  �) ���
�	 ����(�� ������� f  (x);
  ') �������	�	, ��	 ��	� ���!����� �������� & =0 �'� &  �� ����<.
3. 5������	�	 ������	 �����������:

           �) ���'	�	 �'����� �	���!���� ������� ��	�	!�		 ��!��	 �� ������	;
  ') �������	�	 ���� ����(��� �� ������ �������;
  �) ���'	�	 �	������ ��� �������� ����������� ������� �� ������ �

��������.
4. 5	���!	�	 ����������� ��!�	.
��� ���!�����, ���������	 (����(����� ������)�� � �	���(� ��'�	��.
&���	���(, (����(	� ������) f(x) = �3 – 3�2 �� �������. /���)<� �� ���-

�).
1. D(f(x)) = (–� ; +�).
2. 5	���!	� ��	�	!�� ��!�	:
   �) f  (x) = 3x2–6x;
   ') f (x) = 0 ��	 3�2 –6� = 0; 3�(�–2) = 0; � = 0; � = 2.
3. 5������	� ������	 �����������.
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� (-� ; 0) 0 (0 ; 2) 2 (2 ; +�)

f  (x) + 0 - 0 +

f (x) 0 - 4

max min
4. C��'	� �	�����	:
 �) ��!�� (0 ; 0) < ��!��) ���	�� (���� �������;
 ') ��!�� (2 ; –4) < ��!��) ����� (���� �������.

5.8. ����%�$�!!� /*!�+%, !� ������* ;� ��&��=�F ��*=�, &�:%�!�,.

B���� '���< (������	 (����(�����	 ������) �� ������� �� (������)
(����� ����(���. I�������� ���� ����� ���(�.

C��� ���9�� ����(��� ��������	��< ��������� � ���(���� �������. C��� (�����
����(��� ���’����	
 �� ��������� �� ���(���� ���9�� ����(���.

R�7� &   �� (	; b) (	�������
����� � ������<, �� &  >0 �� ���� � ���������; ��7�
� &  ���(�< �� (	; b), �� &  <0 � �����
 ��!�� ����� �������. /��9� ����(�� ��	
������(� !���� ��!�� ���	�� ������(	�� ��( (�(����� ���!��� (� ��(’<�	�, ��'��
���(�<. "���, �� ����(�� ���	��� '��	 ��(’<��).

A��	 !	��, � ��!�� ���	�� ������� ���9� ����(�� ����� ���), � (����
����(�� ��(’<��.

@������!�� ���� (�����	, 7� � ��!�� ����� ������� (���� ����(�� (�(��-
��. C��(�	 �	��	��< (������� ���� ��������� �������� �������.

R�7� � ��!�� � = �0 ���9� ����(�� ������� (�����)< ���) (f  (x0) =0), � (����
����(�� ��(���� ��( ����, �� � = �0 – ��!�� ��������.

/�	 ����, ��7� (���� ����(�� � ��
 ��!�� (�(���� (f   (x0)>0), �� � = �0 – ��!��
�����, ��7� (���� ����(�� � ��
 ��!�� ��(’<�� (f  (x0)<0), �� � = �0 – ��!�� ���	-
��.

�:�� ����%�$�!!� /*!�+%, !� ������* ;� ��&��=�F ��*=�, &�:%�!�,.

1. C��
�	 �'����� �	���!���� �������.
2. C��
�	 ���9� ����(�� ������� � ��!�	, � ��	� ���� ��������)<���� � ����.
3. C��
�	 (���� ����(�� ������� � (����(	�	 �� ���� � �����
 � ��	�	!�	� ��!��.
4. 5	���!	�	 ��!�	 �������� � �'!	��	�	 (��7� �����'��) ���!���� �������.

��
���� 1. C��
�	 ������� ������� f(x) = x3–3x2+1.
?�;�’�;�!!�:
1. "'����� �	���!���� ������� < ���	�� ���� (�
��	� !	���, ��'�� D(f)=R.
2. *������ �< ����(�� �� ���
 !	�����
 ����
, ��� ��	�	!�� ��!�	 �	���!�<-

� � ���	 f  (x)=0:
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   �) f  (x)= 3x2 – 6x;
   ') 3x2 – 6x = 0, 3�(� – 2) = 0, �1 = 0, �2= 2.
3. C����(	� (���� ����(�� �������
   �) f   (x) = 6� – 6;
   ') (����(��<� ���� (����� ����(��� � �����
 ��	�	!��
 ��!��:

     f   (0) = –6<0,   f   (2) = 6>0.
4. "���, � = 0 – ��!�� ���	��, &max= &(0) = 1; � = 2 – ��!�� �����,

    &min= &(2) =23 – 3 =5.

5.9. "�<#%�>@� % !�<�!@� ;!���!!� /*!�+%, !� �%��%;�*.

&�
'���9	 ���!���� ������� �� ������� ���	��<���� '���9� � ���� �� ���-
!���, ��� ���� ��	
�< �� ���� �������, � ��
��9	 ���!���� – ��9� �� ����
�� ���!���.

&��������� �� ������� (	; b) ������� ��� ��	 �����	 �(�� ��
'���9� �
�����	 �(�� ��
��9� ���!���� �� ���� �������, �'� �� ��	 �� �����.

C����(����� ��
'���9��� � ��
��9��� ���!���� ���������	� ������
 T���-
��<���� �� �������	� �����	������ �	� ������
:

1. ��7� � (����� ��(��	��� ������� 	<x<b ������� f(x) ���������� � �<
�����	 �(	� ������� � ��7� �� ���	�, �� ��� � < ��
'���9	 ���!���� �������,
� ��7� ���� – ��
��9	 ���!���� ������� � ���� �������;

2.��7� ������� & = f(�) ���������� �� ��(����� 	��x��b, �� ���� �'��’������ �<
�� ���� ��(����� ��
'���9� � ��
��9� ���!����. +� ���!���� (�����)���� ��) �
��!��� ��������, ��� ������ �����(	�� ��(�����, �'� �� ������ ����� ��(�����.

�:�� ;!�:��$�!!� !�<#%�>@�=� % !�<�!@�=� ���!���� ������� �� ��(�����.
1.C��
�	 �������	 ������� �� (���� ��(����� [	; b].
2.C��
�	 ���!���� ������� �� ������ ��(����� f(a) � f(b).
3.�� ���� ���
(��	� ���!��� �	'���	 ��
'���9� � ��
��9�.
��
����: C��
�	 ��
'���9� � ��
��9� ���!���� �������:

2
2
3

3
2

4
23

4
���� ���&  �� ��(����� –2�� ��� 4.

?�;�’�;�!!�: C��
(�� �������	 �������. ��� ����� ���
(�� ����(��
������� � ��	�	!�� ��!�	 ���9��� ��(� � ���	 & =0;

)32(322
2
33

3
24

4
1 22323 ��������� ���������& ;

& =0 ��	 �1 = 0; �2 = –1; �3 = 3.
5�(��	� ��	�	!�� ��!�	 ���9��� ��(� � = – 1, � = 0, � = 3 �� !	�����
 ����
.
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�����(��<� ���� ����(��� � ������ � �(�����	� ����������:
& (–2)<0 ;  y (–0,5)>0 ;  y (1)<0;  y (4)>0.

A��	 !	�� (�	�. 6):

;
12
172

2
3

3
2

4
1)1(min ������ y&

2)0(max �� yy ;

4
192

2
2718

4
8129

2
327

3
281

4
1)3(min ���������� yy .

2. C��
(�� ���!���� ������� �� ������ ��(�����:

;
3
1526

3
15424

2
38

3
216

4
1)2( ����������y

3
2

3
672128192224

3
12864216

2
364

3
2256

4
1)4( ��

���
���������y .

3. "���, ��
'���9� ���!���� ������� � �
3
152 ��� yy , � ��
��9� ���!����

������� � �
4
193 ��� yy .

�%�&��%�>: &(–2)= 5 3
1

, &(3) = –9 4
1

.

��
���� 2:
/����'�� �	�����	�	 ����	�	
 �	���(�	!�	
 '�� �'’<� 250 �3. R�		 ��-

�	��� '��	 
��� �����	, 7�' �� 
��� �	���������� ��9�� ��
��9� ��������� ���-
�����?

?�;�’�;�!!�:
A�� �����'�� �	���!	�	 ��(��� �����	 R � �	���� � �	���(�� ���, 7�' ��	 ��(�-

��� �'’<� ���7� 
��� ������ �������� '��� ��
��9�). /��7� ������ ��������
�	���(�� �'!	��)<���� �� ������:

S = 2+RH+2+R2.
�
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&�
��9� ���!���� ��<� ������� � �����'�� �'!	��	�	.
A��, 7� S < ������<) (��� ��������	� ����	�, �� �(�� �� �	� �����'�� �	��)-

!	�	. 5�(��, 7� �'’< �	���(�� V = +R2H = 250+. 5	���	� � !���� V:

22
250250
RR

H ��
+

+
 ��(� 22

2 250022502 R
R

R
R

RS ++++ ���� .

1.  "'����) �	���!���� ������� S < (�(���� ���!���� ��(����, ��'�� R>0.

2.  C����(	� ����(��: .4500
2 R

R
S ++

��� 

3.  C��
(�� ��	�	!�� ��!�	:

5,125,5004,04500 33
2 ������ RRRR

R
++++

.

4.  C����(	� (���� ����(��:

� � .41000425004500
344

2
++++++

���
�

��
 

�  
RR

R
R

RS

5. A��, 7� S  (5)>0, �� ��	 R = 5 ������� (�����< �����, ��	
 � < ��
��9	

���!���� ������� S. A�(� 2
250
R

H � , �'� 10
25

250
��H .

"���, �� �	���������� �	���(�	!���� '��� �	���!�<���� ��
��9� ���������
��������, ��7� (���	�� ��(���� �����	 �	���(�� (�����)< 5 �, � �	���� �	���(�� –
10 �.

��
���� 3. /����'�� �	�����	�	 �7	� � ��	9��), ������	 ����� ����� ��(��-
������ �� �(	� (� (���, � ���7� ������ �������� 108 �2. R�		 ���	��� '��	 
���
�����	, 7�' 
��� �'’< '�� ��
'���9	?

?�;�’�;�!!�: A�� �����'�� �	���!	�	 ������	 ����� 	 � b �� �	���� � ����-
������� ������������(�, 7�' ��	 ��(���
 ���7� ������ �������� 
��� �'’< '��
��
'���9	.

C� ����): 2
1

�
b
a

, ���(�	 	 = �, b =2x. "'’< ����������� ������������(�

(�����)< V = a�b��, �'� V = 2x2�H. /����'�� �	��)!	�	 ����� �. 5�(��, 7�
S = 108 �2 � S =2S���.+ S'�!;  S'�!. = ����.��.

"��	�<�:
S = 2x�2x+(x+2x)2H =4x2+6x�H;
4x2+6x�H = 108; 6x�H = 108–4x2;
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x
xx

x
xx

xH
3
218

6
4

6
106

6
4108 22

����
�

� ,

��(�

32

3
436

3
2182 xxx

x
xV ���

-
.

�
/
0 �� .

�����(	� (��� ������) �� (������) ����(���:
1. "'����) �	���!���� ������� V < (�(���� ���!���� �, ��'�� �>0 .

2. C����(	� ����(��: ;4363
3
436 22 xxV ����  ��	 V =0; 4�2=36; �2= 9; � =3.

3. C����(	� (���� ����(��: V  = –8x; V  (3)<0, ��'�� ��	 � = 3 ������� �<
���	�, ��	
 � '�(� ��
'���9	 ���!���� �������. A�(�:

.4263
3
2

3
18

������

�%�&��%�>: "'’< �7	�� < ��
'���9	, ��7� ������	 
��� �)�� (���	�	 3 �
6 �, � �	���� ����� 4 �.

��
���� 4. B	��� 10 ���'	�	 �� (�� (�(����� (�(���	 ���, 7�' ��� �� ��'�� '���
��
��9�).

?�;�’�;�!!�: &���
 �(	� �� (�(����� (�����)< �, ��(� (���	
 (�(����  '�(�  10–�.
H�� ��'�� �	� (�(����� (�����)<:

S = x3+(10–x)3 = x3+1000–300x+30x2–x3;
S = 30x2–300x+1000.

&�
��9� ���!���� ��<� ������� � �����'�� �	���!	�	.
1. "'����) �	���!���� ��<� ������� < (�(���� ���!���� �, ��'�� �>0.
2. C����(	� ����(��: S  = 30�2x–300 = 60x–300, ��	 S  =0, 60x = 300, x = 5.
3. C��
(�� (���� ����(��: S   = 60, S  (5)>0, ��'�� ��	 � = 5 ������� S �<

����, ��	
 � < ��
��9	 ���!���� �������.
�%�&��%�>: B	��� 10 �����'�� ��������	 �� (�� ����	� (�(���	: 5 � 5.

��
���� 5. C���� ��������
���� ���� ���� ��(��	
 ��������:
S = –t3+9t2–24t–8 .

S – � �����, t – � �����(��. C��
�	 ���	����� 9�	(����� ���� ����.
?�;�’�;�!!�: >�	(����� ���� ���� � (��	
 ���� !��� (�����)< ����(��


9���� S.
V(t) = S  = –3t+18t–24.

�����(��<� �) ������) �� ������� �� (������) (����� ����(���:
V (t) = –6t+18, V (t)=0; t=3c; V  (t) = –6 .

����� ����(�� ��(’<��; ���(�	 ���(�< 7� 9�	(����� < ��
'���9�) ��	 t = 3�.
�
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 #���	����� 9�	(����� ���� (�����)<:
V(3) = –3�32+18�3–24 = –27+54–24 =3.

�%�&��%�>: Vmax = 3/�.

5.10. C&*��%��> % ����
 &���=
!* ��
��,.

&� ������� a<x<b ������ ������� < �&*��
< �=��*, ��7� ��� ���	�� �	�!�
(��	!���, ��� �����(��� � '�(�-��	
 
��� ��!��.

    Y 

      � 

 	   b    �  � 
  I	�. 7 

&� ������� b<x<c ������ ������� < �&*��
< �!
;, ��7� ��� ���	�� �	7�
(��	!���, ��� �����(��� � '�(�-��	
 
��� ��!��.

����� ��'�!	�	, 7� �� ������� ��������� ������� ������� f(x) ����� ����(��
f (x) ���(�< (���	 ���	�� (��	!�	� (� ������� ������� �� ���� ������� �����(����
���9�)����); � �� ������� ��������� ��	� ����(�� f (x) ������< (���	 ���	�� (��	-
!�	� (� ������� ������� �� ���� ������� �����(���� �'���9�)����).

������!� *��� �&*�����% ��
��,.

%����� (��!� (	�������
������ ������� &=f(x) < �����	 ����� �� �������
a<x<b, ��7� (���� ����(�� ������� ��(’<�� � �����
 ��!�� ����� �������:

f   (x)<0 (�� a<x<b.
%����� (��!� (	�������
������ ������� & = f(x) < �����	 ��	� �� �������

b<x<�, ��7� (���� ����(�� ������� (�(���� � �����
 ��!�� ����� �������:
f  (x)>0 (�� b<x<c.

������!!�. &���
 f  (x)<0 (�� ���� 	<x<b. A��, 7� f  (�) < ���9�) ����(��)
(�� ������� f (x), �� f (x) ���(�< �� ���� ������� (�. 4.6). H��(���� ����(��� ��
������� (	; b) �����<, 7� ������ ������� f(x) �� ���� ������� �����	
 �����.
@������!�� (���(	���� (�� �	��(�� f  (x)>0 �� (	; b).
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�����F &���=
!* ����������� ������� ���	��<���� ��!�� �, ��	 ������(� !����
��� ������ ������� ���)< ���) ���������.

"��#:%�!� *��� %�!*��!!� ����
 &���=
!*. R�7� ������� &=f(x) �< ������-
���� ����(�� (� (������ ����(�� ���)!�� �� ��������� (	; b) � ��!�� (�0,f(x0)) < ��!��)
�����	�� ������� ������
 &=f(x), �� f  (x)=0.

������!!�. "������	 ��!�� (�0;  f(x0 )) , < ��!��) �����	��, �� ������ � ����� ��( �0
(���� ����(�� f  (x) �< ����� ����	. 5�����(�� ������������� (����� ����(��� ���	�-
<� f  (x)=0.

������!� *��� %�!*��!!� ����
 &���=
!*. &���
 ������� &=f(x) (��!� (	����-
���
����� �� (	; b) � ��	 ������(� !���� ��!�� �02(	; b) �� (���� ����(�� ���)< ����.
A�(� ��!�� ��	��� � �'��	��) �=�0 < ��!��) �����	��.

������!!�. &���
 f  (x)<0, ��	 x<x0 i f  (x)>0 ��	 �>x0. A�(� ��	 x<x0 ������
������� ��������	
 ��������) �����, � ��	 x>x0 – ��������) ��	�. A��	 !	��,
��!�� (�0,f(x0)) < ��!��) �����	�� ������� ������� &=f(x) ���(�� � ����!����.

@������!�� (���(	�, ��7� f  (x)>0 ��	 x<x0, � f  (x)<0 ��	 x>x0.
A�!��	 ��(�����		 �� �����	� < ��!�	, � ��	� (���� ����(�� (�����)< ���),

�'� �� ����<. A��� ��!�	 ���	��)���� ��
�
�!

 �����
 �� ���*.
R�7� ��	 ������(� !���� ��	�	!�� ��!�� �� ��(� � = �0 (���� ����(�� �������

���)< ����, �� �0 – �'��	�� ��!�	 �����	��. "�(	���� ��!�	 �����	�� (�����)<
���!���) ������� � ��!�� �0. A�!�� (�0f(x0)) – ��!�� �����	�� ������� ������� & = f(x).

W�' ���
�	 ������	 ��������� � ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(� �����'��:
1. C��
�	 �'����� �	���!���� �������.
2. C��
�	 (���� ����(�� ������� � ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(�.
3. 5�(��	�	 ����	�� �'����� �	���!���� � ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(� �� !	���-

��
 ����
.
4. �����(	�	 ���� (����� ����(��� � ������ �� �(�����	� ����������.
5. 5������	�	 ������	 ���������.
6. 5	���!	�	 �'��	�� ��!�	 �����	�� � �'!	��	�	 �� ��(	����.
��
����: 5	���!	�	 ������	 ��������� � ��!�	 �����	�� �������

& = �4+2�3–12�2–5�+2.
?�;�’�;�!!�:
1. "'����) �	���!���� ������� < ���	�� ���� (�
��	� !	���, ��'�� �2R.
2. C��
(�� (���� ����(�� ������� � ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(�:

& =4�3+6�2–24�–5; &  = 12�2+12�–24; &  = 12�(�2+�–2); &  =0 ��	 �2+�–2=0

.1,2;
2

31
2

811
212,1 ���

"�
�

�"�
� xx�

3. 5�(��	� ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(� � = –2 � � = 1 �� !	�����
 ����
, (���
������� � ��'�	�).
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4. �����(��<� ���� (����� ����(��� � ������ � ����������:
&  (–3)>0, y  (0)<0, y  (2)>0 .

5. ��	�� ������ ��	� ��	 �<–2 � x>1, ��	�� ������ ����� ��	 –2<x<1 .
6. C��
(�� ����(	���	 ��!�� �����	�� (�. �.)
��.�.=–2, &�.�.= &(–2) = 16–28–12�4+5�2+2 = –36; ��.�.=1, &�.�.= &(1) = 1+2–12–5+2 = –12.

.
�%�&��%�>: A�!�	 �����	�� (–2; –36); (1; –12).

5.11. ��=��>!� �:�� ����%�$�!!� /*!�+%, % &�#*���� ,: =��/%�%�.

��� ��'�(��	 ������� ������� ���!�� ���	������	�� ����), � ���
 ���������-
�� ������� (����� ���(���.

1. C��
�	 �'����� �	���!���� �������.
2. 5	���!	�	 !	 ������� < �����, ������� �� �����(	!����� �������.
3. C��
�	 ��!�	 �����	�� ������� ������� � ���	 ����(	���.
4. C��
�	 ������	 ����������� � �������	 �������.
5. C��
�	 ������	 ��������� � ��!�	 �����	�� ������� �������.
6. /�'�(����	 ������ �������, �	���	�����)!	 ��� �(������ ���������	 (����-

(����. R�7� �� �	��	���� ��(��������, �� �����'�� ���
�	 7� (������� ��!�� �������
�������, �	��(�!	 � �� ��������.

��
����: /�'�(����	 ������ ������� 
5

4 43 ��& �
�  .

?�;�’�;�!!�:
1. "'����) �	���!���� ������� < ���	�� ���� (�
��	� !	���, ��'�� �2R. ����

�����(	� ���
���

y
x
lim , ���

���
y

x
lim .

2. 5	���!	� !	 ������� < �����) !	 �������): ;
5

4)(
43 xxxf ��

��

 f(–x) $ f(x),  f(–x) $�–f(x). "���, ������� < �� �����) �� �������).
3. C��
(�� ��!�	 �����	�� ������� ������� � ���	 ����(	���:

� (-�;-2) -2 (-2; 1) 1 (1;+�) 

&   + 0 - 0 + 

& 8 -36 @ -12 8 
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(
)
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�

0
0

:
,4
,0

,0
,0

:
&
�

�L
�
&

�
&

�� .

4. C����(	� ������	 ����������� � �������	 �������:

 ),3(
5
44

5
13

5
4

5
1

5
4 23243 ������& ����

 
�
-
.

�
/
0 ��  & =0, ��	 �1=0 � �2=3.

5�(��	� ��	�	!�� ��!�	 ���9��� ��(� � = 0 � � = 3 �� !	�����
 ����
 � (����-
(��<� ���� ����(��� � ������ �� �(�����	� ��������: & (–1)>0, y (1)>0, y (4)<0.
*������ ������< ��	 �<3 � ���(�< ��	 �>3; �  = 3 – ��!�� ���	��.

4,5
5
27

5
81274)3(max ��

��
�� y& . ���� ���	9�� � ��'�	�) (��'�. 1).

5. C����(	� ������	 ��������� � ��!�	 �����	�� ������� �������.

 )2(
5

123
5
42

5
12

3
4

5
12 232 ������& �����

-
.

�
/
0 ��  .

"���, &  = 0, ��	 �1=0, �2=2. 5�(��	� ��	�	!�� ��!�	 (������ ��(� � = 0 � � =2 ��
!	�����
 ����
 � (����(��<� ���� (����� ����(��� � ������ �� �(�����	� �������-
���: &  =(–9)<0,  y  (1)>0, y  (3)<0.

%����� ������� ��������	
 ��������) ��	� ��	 0<x<2; � ����� ��	 x<0 � x>2
x�.�.=0, &�.�.= &(0) = 0,

��.�.= 2, &�.�.= &(2) = 2,3
5

16
5

1684
��

��

A�!�	 �����	�� ������� ������� (0; 0) � (2; 3,2). ���� ���	9�� � ��'�	�) (��'�. 2).

� (-�, 0) 0 (0, 2) 2 (2,+�) 
f   – 0 + 0 – 
f @ 0 8 3,2 @ 
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&  + 0 + 0 - 

&  0  5,4  
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5�(��	� ��� �(������ ��!�	 � �	���� ����(	��� � �’<(��<� �� ������) ��	-
��). ��� ���!����� ������� ���
(�� (�(������ ��!�� &(–1) = –1.

5.12. ����
�� A�&%����.

 /�	 (����(�����  ������� ��� �	�	����	 �����'� �'!	��	�	 �� ����	�) �
(����
 ��!�� x a�  �'� ��	 x � � . 5 ���(��� '��	 ���������� ���������� �����'	
�����(�����  ����	�� ������� , ���, �����, �� ����(	  ��	��(��� (� '������� ������-
����.  "(�	 � '���9 �����	��	�  ����'�� (�� �����(����� ����	�� ������� < &���
��
A�&%����, ���  ��	��(	� '�� (���(����.

����
�� A�&%����:  
0 �'�
0

�? < ? <
= : = :�> ; > ;

 .

R�7�  �������   ( ) i ( )f x g x   �	���!��� � ���������� � (����� ����� ��!�	
x a�  �

• lim ( ) lim ( ) 0 �'� lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

f x g x f x g x
� � � �

� � � � � ;

• ����)�� ����(�� ������
   ( ) i ( )f x g x   � ����� · ��!�	  x a� ;

• ����< ����!���  ����	��    
( )lim
( )x a

f x A
g x�

 
�

 
;

 ��

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x� �

 
�

 
.

/���	�� (�
��� �  � �	��(��  a � � .

 

5
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� �	� �	��(���, ���	 ��	 �'!	������ ����	�� ���	�)���� ���	���!������ �	��

0 ,� � � � �  �� ���(��� (� �	��(��� 
0 ,
0

�
�

  9���� ������������ ������� � (��';

�	��(�	  0 01 , , 0� �  ���(����� (� �	��(�� 0 � � .

/���	�� �������� ���� ������������	 � (� ������
  ( ), ( )f x g x  , ��7�
���	 ��(�������)�� �	7�������� ���	, ��'�� ������)���	 ����� � �����, ��7� ��
�����'�� (�� �(������� ����������:

( ) ( ) ( )lim lim lim ...
( ) ( ) ( )x a x a x a

f x f x f x
g x g x g x� � �

   
� � �

   
.

��
����: "'!	��	�	 ����	�) 
4

3 22

16lim
5 6 16x

x
x x x�

�
� � �

.

?�;�’�;�!!�: R� '�!	�,
44

2
3 2 3 22

2

lim( 16)16 0lim .
05 6 16 lim ( 5 6 16)

x

x
x

xx
x x x x x x

�

�
�

��
� �

� � � � � �

C������<� ����	�� ��������:
4 4 3

3 2 3 2 22 2 2

16 ( 16) 4 32 16lim lim lim .
5 6 16 ( 5 6 16) 3 10 6 26 13x x x

x x x
x x x x x x x x� � �

 � �
� � � �

 � � � � � � � �

�%�&��%�>: 
4

3 22

16 16lim .
5 6 16 13x

x
x x x�

�
�

� � �

��
����: "'!	��	�	 ����	�)  
2

0

1lim
sin

x

x

e
x�

�
.

?�;�’�;�!!�:
2

2
0

0
0

lim( 1)1 0lim ,
sin limsin 0

x
x

x

x
x

ee
x x

�

�
�

�� ? <� � = :> ;

���� ���� ����������	 ����	�� ��������.
2 2 2

0 0 0

1 ( 1) 2 2lim lim lim 2.
sin (sin ) cos 1

x x x

x x x

e e e
x x x� � �

 � �
� � � �
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�%�&��%�>: 
2

0

1lim 2.
sin

x

x

e
x�

�
�

��
����: "'!	��	�	 ����	�)  
0

1lim
1 cosx

cosax
bx�

�
�

.

?�;�’�;�!!�:
2 2

2 20 0 0 0

1 0 (1 ) sin 0 slim lim lim lim
1 cos 0 (1 cos ) sin 0 sx x x x

cosax cosax a ax a co ax a
bx bx b bx b co bx b� � � �

 � �? < ? <� � � � � �= : = : � �> ; > ;
.

5 (���� ��	���(� ����	�� �������� ����������� (��!�.

�%�&��%�>: 
2

20

1lim .
1 cosx

cosax a
bx b�

�
�

�

��
����: "'!	��	�	 ����	�)  0
lim 2 .
x

xctg x
�

?�;�’�;�!!�:

0 0 0
lim 2 lim lim 2 [0 ]
x x x

xctg x x ctg x
� � �

� � � � � .

/�������	� ������) , ���	���9	 �� � �	���(� (��'�
2

0 0 0 0

0 cos 2 1lim 2 lim lim lim .
2 0 ( 2 ) 2 2x x x x

x x xxctg x
tg x tg x� � � �

 ? <� � � � �= :  > ;

�%�&��%�>: 
0

1lim 2 .
2x

xctg x
�

�

��
����: "'!	��	�	 ����	�) 2

4

lim( )tg x

x
tgx

+
� .

?�;�’�;�!!�: ����� �������	�	, 7� �<� �	��(�� [1 ]� . /�������	��<�
������) � 9����	�� ����	�) �� �����	��:

2

4

2 2

4 4 4 4

lim( ) ,

ln 0ln ln lim( ) lim(ln( ) ) lim( 2 ln ) lim .
2 0

tg x

x

tg x tg x

x x x x

a tgx

tgxa tgx tgx tg x tgx
ctg x

+

+ + + +

�

� � � �

�

? <� � � � � = :> ;
C������<� ����	�� ��������:
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22

4 4 4 42

1
(ln ) sin 2cosln lim lim lim lim( sin 2 ) 1.2( 2 ) 2sin cos

sin 2
x x x x

tgx xtgx xa x
ctg x x x

x
+ + + +

� � � �

 ��� � � � � � �
 �

C��(�	 1.a e��

�%�&��%�>:
 

2 1

4

lim( ) .tg x

x
tgx e

+

�

�
�

��
����: "'!	��	�	 ����	�) 0

1 1lim .
sinx x x�

0 .�� �
/ -

?�;�’�;�!!�:

0

1 1lim [ ].
sinx x x�

0 .� � � � �� �
/ -

/�������	� ������), ��	���9	 (� ��������� ������	��:

0 0

1 1 sin 0lim lim
sin sin 0x x

x x
x x x x� �

�0 . ? <� � �� � = :/ - > ;
.

C������<� ����	�� ��������:

0 0 0 0

0

sin ( sin ) 1 cos 0 (1 cos )lim lim lim lim
sin ( sin ) sin cos 0 (sin cos )

sinlim 0.
2cos sin

x x x x

x

x x x x x x
x x x x x x x x x x

x
x x x

� � � �

�

  � � � �? <� � � � �= :  � �> ;

� �
�

�%�&��%�>: 0

1 1lim 0.
sinx x x�

0 .� �� �
/ -

C� (������) ����	�� �������� ����� (�����	 '���9���� “!�(��	�”  ����	��.
&���	���(,

• 
2

0 0 0

1
(arcsin )arcsin 1lim lim lim 1

1x x x

xx x
x x� � �

 �� � �
 

;

• 
1lim 1

x

x x��

0 .�� �
/ -

�����!	� 	,  � '�(�� 9����	 �����	� ����	��:
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2

2

1ln 1
1 1 0ln ln lim 1 lim ln 1 [0 ] lim 1 0

1 1
1 1ln 1 1 1lim lim lim 1;1 11 1

ln 1, ���� .

x

x x x

x x x

xa x
x x

x

x
x x

xxx
a 	 �

�� �� ��

�� �� ��

0 .�� �0 .0 . 0 . ? </ -� � � � � � � � �� � �� � � �� � = :/ - / - > ;/ -

0 .� �� �0 . / - � �� �
/ -� � � �

 0 . � �
� �
/ -

� �

5.13. �&���
.

1.   ��
�� ����!���� ����(��� �������.
2.   5 !�� ������< ������	!�	
 ���� ����(���?
3.   5 !�� ������< ���	!�	
 ���� ����(���?
4.   ��
�� ����!���� (����� ����(��� �������.
5.   5 !�� ������< ���	!�	
 ���� (����� ����(���?
6.   &��	9��� ����	�� (	�������)�����.
7.   5	��(��� ������ �����(����� ����(��� (�'���� ����� ������
.
8.   H�����)
�� ���	 ��������� � ���(���� �������.
9.   H�����)
�� ���'��(�� ���� ��������� �������� �������.
10. H�����)
�� (������� ���	 ��������� �������� �������.
11. R� ���
�	 ��!�� �������� �������?
12. R� ���
�	 ��
��9� � ��
'���9� ���!���� ������� �� ��(�����?
13. H�����)
�� (������) ���� ��������� ��	���.
14. R� ���
�	 ������	 ��������� � ��!�	 �����	�� ��	���?
15. C��
�	 ����(�� �������: �) & = (2–x2)4; ') & = lnsin2x; �) f(x) = cos3�(cos3x).

16. C��
(��� (���� ����(�� �������: �) tS � ; ') & = lnsinx; �) y = cos2x.
17. H���(��� �������� (��	!��� (� ��	��� y = tg2x � ��!���� ����(	���.
18. /�	 ���� ���!���� ������ � (��	!�� (� ��	�	� & = �2 � & = �3 ����������.

19. A��� ����<���� ��������
�� �� ������ 53
6
1 23 ���� ttS  (S – � �����, t – �

�����(��). C��
(��� 9�	(����� ���� � ��
 ���� !���, ���	 ��	�������� (�����)<
���).

20. C��
(��� �������	 ������� y = 2x3 – 6x2 – 18x + 7.
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21. C��
(��� ��
'���9� � ��
��9� ���!���� ������� & = �3–3�2–9�+35 ��
��(����� – 4� � � 4.

22. ����� (���� (���	��) 84 � �����'�� ������	 � �	���(� ��������	�� ���,
7�' ���7� ����� ��������	�� '��� ��
'���9�).

23. B	��� 16 ������(��� �� (�� ���	� (�(����� ����	��, 7�' ��� �� ���(�����
'��� ��
��9�).

24. 5	���!	�� ������	 ��������� � ��!�	 �����	�� ��	��� & = 3�5–5�4+4.
25. C��
�	 ����(�� ������
:

1. y = x3 + x5.

2. y = 2x4 + x1/3.

3. .14 2x
xy ��

4. y = 3sinx + 2x + 2ex.

5. xx
x

y ln
4

4
��� .

6. y = 2sinx.

7. y = ex(1 + x2).

8. .arcsintg2 xxy ��

C��
(��� ����(�� ������� �� �'!	����� ���!���� � ��(���
 ��!��.

26. ,33 xxxy ���                                       x = 4.

27. ,tgsin xxy ��                                             4
+

�x .

28. .1,
2
1

2

2
�

�
�

� x
x
xy

29. .1,35ln 2 ���� xxxy x

30. .4,
1
1

�
�
�

� x
x
xy

31. .0,sin ��� xxey x

�
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9. .cos2 xy x ��

10. .
1�

� x

x

e
ey

11. .
12

2

�
�

x
xy

12. .
cos1
cos1

x
xy

�
�

�
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32. .2,432
432 ���� x

xxx
y

33. � �� � .2,3 32 ���� xxxxxy

34. ,cosln)( xxf �           3
+

��x .

35. f(x) = sinx – cos2x,           0�x .

36. f(x) = esinx,           0�x .

37. ,lnctg)( xxf �           4
+

��x .

38. � � xexf 2cos�  ,           
4
+

�x .

39. ,4sinln)( xxf �           
16
+

�x .

40. f(x) = cos2x2 ,           
2
+

�x .

41. f(x) = esin2x – 3cos2x,           0�x .

42. f(x) = tg23x,                          0�x .

43. ,1)(
2

z
zzf �

�           3�z .

44. ,3)( 34 �� xexf           0�x .

45. ,
1
1ln)( 2 �

�
�

x
xxf           2�x .

46. ,1)(
2

x
xxf �

�           5�x .
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47. ,
1

9)(
2 �

�
x

xxf 22�x .

48. 
1
1ln)(

�
�

�
x
xxf , 2�x .

49. ,
3

)(
33 xx eexf �

�
�

0�x .

50. 
1
4ln)( 2

2

�
�

�
x
xxf , 2�x .

51. 13)( 2 �� xexf , 0�x .

52. ,
1

)( 2 �
�

x
xxf                 4�x .

53. 3
2

2

4
4ln)(

�
�

�
x
xxf , 2�x .

54. xx

xx

ee
eexf

�

�

�
�

�)( , 1�x .

55. ),()( 3 xxxxf �� 1�x .

56. x
xxf

ln1
ln)(
�

� ,                 ex � .

57. 1ln)( 22 �� xxf , 1�x .

58. xxxf �� 1cos)( , 1�x .

 C��
(��� (���� ����(�� � �'!	����� �� ���!���� � (���
 ��!��.

59. 2
42
xx

y �� , 1�x .
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60. 43
65
xx

y �� ,                 2�x .

61. 2
63
x

xy �� , 1�x .

62. ,
2

76
2

34

x
xxy �

�                 2�x .

63. ,8 4
3

4
1

xxy ��                 1�x .

64. ,94 2
5

2
7

xxy ��                 9�x .

65. ,36
x

xy ���                 1�x .

66. ,36 3 xxxxy ��� 1�x .

67. ,26 723 2 ���� xxxy                 1�x .

68. 2
3 224 792

x
xxxy ��� 1�x .

69. ),47)(23( ��� xxy 2�x .

70. ),443)(52( 2 ����� xxxy                    2
1

�x .

71. ),5)(54( 23 ��� xxxy                         1�x .

72. ),92)(29( 23 xxxy ���                                 4
3

�x .

73. )1)(32( ��� xx
x

y ,                 1�x .

74. 32
2 113

xx
xy ��� ,                 1�x .
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75. ,
25

1
�
�

�
x
xy 2�x .

76. ,
73
32

�
�

�
x
xy 1�x .

77. ,
3

5
�

�
x

xy 1�x .

78. ,
1
1

x
xy

�

�
� 4�x .

79. ,1
x

xy �
� 9�x .

80. 2
3 2 13

x
xxy ��� , 9�x .

81. ,
1�

�
x

xy 2�x .

82. ,
3

5 2

�
�

x
xy 1�x .

83. ,
47

1
�
�

�
x
xy 1�x .

C��
(��� ��
'���9� � ��
��9� ���!���� ������� �� ��(���� �������:

84. ,1362 ��� xxy                 ]6;0[xW .

85. 32

3
1

2
1 xxy �� ,                 ]3;1[xW .

86 ,6 32 xxy �� ]6;1[�xW .

87. ,3593 23 ���� xxxy ]4;4[�xW .

88. ,10249 23 ����� xxxy                 ]3;0[xW .

89. ,32 23 xxy ��                 ]4;1[�xW .

90. ,1862 23 xxxy ��� ]4;0[xW .

91. 518 24 ��� xxy , ]2;2[�xW .
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�����(	�	 ������) � (������) ����(��� �� ��'�(����	 �� ������:

92. xxy �� 3

3
1

.

93. 96 23 ��� xxy .

94. 45 24 ��� xxy .

95. 23 32 xxy �� .

96. 23 23 ��� xxy .

97. .33 xxy ��

98. 233 23 ���� xxxy .

99. xxxy ��� 23 2 .

100. 1
2
1

3
1 23 ��� xxy .

101. 444 ��� xxy .

102. 85 23 ��� xxy .

103. xxxy 6
2
5

3
1 23 ��� .

104. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ tS 2sin� . C��
(��� ����
!��� t, ���	 ��	�������� ��!�	 (�����)< 1.

105. C��
(��� 9�	(����� � ��	�������� ��!�	, ��� ����<���� ��������
�� ��
������ tS 2sin�  � ���� !���  ( S – � �����,  t – � �����(��).

106. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ 32
3
1 23 ��� ttS (). C��
(���

9�	(����� �� ��	�������� ��!�	 � ���� !��� t = 3 �.

107. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ .452
3
1 23 ��� ttS  "'!	��	�	 ��

9�	(����� �� ��	�������� � ���� !��� t = 5 c.

108. ��� ��!�	 ����)���� ��������
�� �� ������� 14
3
2 23

1 ���� tttS  ���



107�
��� 5. G
����	. �	��
�&"	��� �
����
/ �
 �
�������� 6&�!*�/

811
2
1

3
2 23

2 ���� tttS . 5 ��	
  ���� !��� �� 9�	(����� '�(��� �����?

109. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ tS 2sin� . C��
�	 ���� !���,,
���	 �� ��	�������� ����� ���).

110. A��������� ���� ? ���)<���� � !��� t �� ������ ? = 0,2t2. R�� 9�	(�����
������� ���� � ���� !��� t = 10 c.

111. H	�� ����� # ���)<���� � ���������� ��( !��� t �� ������ #=0,4t2 (S – �
������, t  – � �����(��). C��
�	 9�	(����� ���	 �	�	 ����� � ����� ������
�����(	.

112. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ 42 23 ��� ttS . C��
�	 ����
!���, ���	 ��	�������� ����� 1.

113. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ 42 23 ��� ttS . C��
�	 ��	���-
����� ��!�	 � ���� !��� t = 3c.

114. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ tttS 542 23 ��� . C��
�	 9�	(-
����� � ��	�������� ��!�	 � ���� !��� t = 2 c.

115. ��� ��!�	 ����)���� �� ������� tttS 542 23
1 ���  �� 23

2 5,12 ttS �� . C��
-
�	 ���� !���, ���	 �� 9�	(����� �����.

116. A�!�� ����<���� ��������
�� � 9�	(����) ��� ���)<���� �� ������
1126 2 ��� ttV . C��
�	 ���� !���, ���	 ��	�������� ��!�	 ����� 2.

117. H	�� ����� # ���)<���� � ���������� ��( !��� t �� ������ #=0,4t2 (t –
� �����(��, # – � ������). C��
�	 9�	(����� ���	 �	�	 ����� � ���� !���
t = 8c.

118. C��
�	 9�	(����� �� ��	�������� ��!�	 � ���� !��� t=3c, ��7� ����

����<���� ��������
�� �� ������ 45 23 ��� ttS .
119. A��� ����<���� �� ������ S = S(t). W� ���� ������	 ��� ��� ����, ��7�

S (t) = 1?
120. A��� ����<���� �� ������ S = S(t). W� ���� ������	 ��� ��� ����, ��7�

S  (t) < 0?

121. A��� ����<���� ��������
�� �� ������ cbtattS ��� 2)( . /�	 ��	� ���-
!����� 	, b, � ��� ���� '�(� ��������	?

122. A��� ����<���� ��������
�� �� ������ cbtattS ��� 2)( . /�	 ��	� ���-
!�����  	, b, � ��� ���� '�(� �������	������	?

123. C��
�	 ����� ���	 ��	�������� ���� ���� ��	 ������!��� ���	�����
)sin()( %�� wtAtS .
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124. A��� ����<���� ��������
�� �� ������ 
2

)(
2

0
attatS ��  (	0, 	 – �����
��).

/�	 ��	� ������(��9����� �� 	0, � 	 ���� ���	�	����?

125. A��� ����<���� ��������
�� �� ������ 323)( 2 ��� tttS . 5 ��	
 ����
!��� ���� ���	�	����?

126. A�!�� ����<���� ��������
�� �� ������ 43
24

)( 2
34

���� ttttS . 5 ��	

���� !��� ��	�������� ����� ���)?

127. C��	���	 �������� (��	!��� � ������ (� ����'��	 12 2 �� xy � ��!��� �

�'��	��	 .1,0,1 321 ���� xxx
128. C��
�	 �����	
 �������<�� (��	!���, �����(���� (� ����'��	 2xy � :

  a) � ��!���� ����(	���;
  ') � ��!�� (3; 9);
  �)  � ��!�� (–2; 4);
  �) � ��!�� �����	�� �� � ����) .23 �� xy

129. 5 ���
 ��!�� �����	
 �������<�� (��	!��� (� ��'�!��� ����'��	 3xy �
(�����)< 3?

130. 5 ���
 ��!�� (��	!�� (� ��'�!��� ����'��	 :
  a) ���������� ��� ;
  ') �����)< � ����)  ��� ?

131. /�( ��		 ����	 �����	��)���� ����'���  � ���� ?
132. 5 ��	� ��!��� (��	!�� (� ����'��	 :

  a) ���������� ����

  ') ������(	������� (� �����
  �) �����)< � ����)  ��� ?

133. /� ����
 ����� ����)���� (�� ��!�	, �����	 ���� ��	�: 152)( 24 ���� ttttS ,

212)( ttS �  ��(����(�� � ��� ����	 !��� ��!�	 �)�� �(������ ��	��������.

134. C��
�	 ����	��, ���������)!	
����	�� ��������:

1. sinlim
sinx

x x
x x��

�
�

.

2.
 

3 2

32

4 4lim
12 16x

x x x
x x�

� �
� � .

3. lim
ln(1 )x

x
x�� �

.

4. 
2

5lim
3x

tg x
tg x+

�
.
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5. 
0

ln sinlim
ln sin 5x

x
x��

.

6. 
2

cos 3lim
cosx

x
x+

�
.

7. 
0

2lim
1 cos 2

x x

x

e e
x

�

�

� �
�

.

8. 
2 1lim

x

x
x���

�
.

9. 
0

arctg2lim
arcsin 5x

x
x�

.

10. 3

0
lim ln
x

x x
��

.

11. 
2

1lim( )
cos

tg
+

%
%

%�

� .

12. 1

1lim
ln 1x

x
x x�

0 .�� ��/ -
.

13. 0

1 1lim
sint t t�

0 .�� �
/ -

.

14.
 

2

lim cos tg 5
x

x x
+

� .

�
��� 5. G
����	. �	��
�&"	��� �
����
/ �
 �
�������� 6&�!*�/

15. 
2

0
lim x

x
x e

�
.

16. 5 71

5 7lim
1 1x x x�

0 .�� �� �/ -
.

17. 0

1lim ctg
%

%
%�

0 .
�� �

/ -
.

18. 0

1lim
3 sin

3
x

xctg
x�

0 .
� �

�� �
� �� �
/ -

.

19. � �
0

lim ctg ln x

x
x x e

�
� � .

20.
 1

2

lim sin(2 1) tg
x

x x+
�

� � .

21. � �
1

lim 1 x x
x

e
���

� .

22. lim cos
x

x

m
x��

0 .
� �
/ -

.

23. � � ln 2( 1)
1 0

lim 1
a
x

x
x �

� �
� .

24. � �
1

ln
0

lim 2 x
x

x
��

� .
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?C���A 6. ��'�?�"O��A  '�"	O�P

6.1. ��!���� �
/���!+%��* /*!�+%,.

C ������� ����(��� ����� ���’����� ����	�� ������� �����	�	 – �������
(	����������.

&���
 (��� ������� & =f(�), (	�������
����� � ��!�� �. +� ����!�<, 7� ����<

 &
�
&

x
 �

�
�

�� 0
lim .

"���, ������(�	�� ������(��9����:

,&� �
�
� y

x
y

  (� &�0 ��	 ���0.

C��(�	: ����������������&=& ��+&���.
R� �	(��, ��	���� ������� ����(�<���� � (��� (�(�����. ����	
 (�(����  &���,

�� (�'���� ������!��� ��	� ���	!	�, < ������!��� ��� '���9 �	������ ����(-
��, ��� ��. C��!	��, ��	 ��	� �� (���	
 (�(���� ��9 ����	�	
, ��� ���9	
, �
��� ���9	
 (�(���� ����(��	� ������� !���	�� ��	����� ������� (�������
!���	��).

�
/���!+%��� /*!�+%,  & = f(�) � ��!�� � ���	��)�� ������� !���	�� ��	��-
��� ������� �& �  �����!�)�� �	���� dy. C� ����!���� d& = f  (x)��.

/�	 f(�) = �, ���	�<� d� = 1���, �'� d� = ��, ��'��  (	��������� ��������
����	
 
��� ��	�����. A�(�

d&=& �x=& d�,
��'�� (	��������� ������� & =f(�) � ��!�� � (�����)< (�'���� ����(��� � ��
 ��!��
�� (	��������� ��������.

 C��(�	, 
dx
dy& �  � �	���, ��	
 	 ����9� �����!��	 �(�	 �	����, �����

���� ������(��	 �� (��', ����	
 ��(��9���) (	���������� ������� (� (	�������-
��� ��������.

6.2. -�����
�!
< ;%�� �
/���!+%��*.

I�������� ������ ����������� �������  & =f(�)  (�	�.1).
/���(�� ������� ��	 �=�0 ����� �������� ���� ���	�� (��	!��� (� �������

������� � ��!�� � �'��	��) �0, ��'��:

x
y�y

x �
�

�� 
�� 00 limtg)( & .
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C �	�. 1  �	(��, 7� (��	!�� ���'	��< ��	���� ������� KN �� (�� ��(����	: ��,
��	
 ��(����(�< (�(���� y ��� �� PN, ��	
 ����	
 (�(���� &���. R�7� ��	���� ����-
���� ����< (� ����, �� ��(����� NP ���9�<���� ���!�� 9�	(9�, ��� ��(�����
PK. "���, ��	���� ��(	���	 (��	!��� �� < �������)  !���	��)  ��	�����  �������
& =f(�). C ��	����	�� ��� �����(	�:

��=���tg%.
A��,  7� MN=��;  tg& =y  , ���	�<�    PK=y  ���=dy.
"���, (	��������� ������� & =f(�) ������	!�� ��'����<���� ��	����� ��-

(	���	 (��	!���, �����(���� � ��!�� �(�0, &0) ��	 ��(��	� ���!����� �0 � ��.

��
���� 1. C��
�	 (	��������� ������� &=(2�3–4)5.
?�;�’�;�!!�: C����(	� ����(�� (���� �������:

& =5(2�3–4)4(2�3–4) =5(2�3–4)46�2=30�2(2�3–4)4 .
/����	� ����(�� �� (	��������� ��������, ���	�<� (	���������

�������:
d&=30�2(2�3–4)4dx.

�%�&��%�>:  d&=30�2(2�3–4)4dx.

��
���� 2. C��
�	 (	��������� ������� 
t

S 2ln
1

� .

?�;�’�;�!!�: H��!���� ���
(�� ����(�� (���� �������

ttt
t

t
tt

t
tS 33422

2

ln
2

ln

12

ln
)(lnln2

)(ln
)(ln �

�
�

��
 

��
 

� .

/����	� ����(�� �� (	��������� ��������, ���	�<� (	���������
�������:

�y

�x

  
    
   y                                       N 
 
                                                                   
         P 
y0      M                      dy 

           K 

            

      0      �0                 �             �	�.1. 

&

�
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dx
tt

dtdS �
�

� 3ln
2

.

�%�&��%�>: dx
tt

dtdS �
�

� 3ln
2

.

��
���� 3. "'!	��	�	  ���!���� (	���������� �������  v=cos3 3%  ��	 %�+/18,
�%=0,01.

?�;�’�;�!!�: �	���������  ������� �'!	��	� ���(�� �����	 dv=v (%)d%.
/��9 ��� ����������	 �) ������, ���
(�� ����(�� ������� � �� ���!���� ��	

%�=�+/18:

01,0

;375,3
8
27

2
1

4
39

2
1

2
39

6
sin

6
cos9

18

;3sin3cos933sin3cos3

)3)(3sin(3cos3)3(cos3cos3

2
2

22

22

�

����������
�
-

.
�
�
/

0
�����

-
.

�
/
0 

�����

� �� � 

%

+++

%%%%

%%%%%

d

v

v

C��(�	, dv = –3,375�0,01= –0,03375.
�%�&��%�>: dv = –0,03375.

6.3. ������*��!!� �
/���!+%��* �� !�#�
$�!
: �#�
���!>. /�	���� ������� �
(	��������� ������� ��(�����)���� �(	� ��( �(���� ��  ��� ���	!	�� a���. R�7�
���������	 ��<) ���) ���	!	��), �� ���	�<� ��'�	���� ��������

�& � dy,
��'�� ��	 ��	� ��	������ �������� �� ��	���� ������� ���� ����	�	 ��
(	����������.

5������)!	, 7� �& =f(�+��) – f(�) , ���	�<� f(�+��) – f(�)�dy, ���(�	
f(�+��)�f(�)+dy.

+� ��'�	���� �������� ���������)���� (�� ��'�	���	� �'!	�����, '� �'!	�-
����� (	���������� ������� ���!�� ������9�, ��� �'!	������ �� ��	�����.

��
���� 4. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ��	����� ������� &=�2+2�+5 ��	
���� �������� ��( �=2 (� �=2,001.

?�;�’�;�!!�: C����(	� (	��������� �������� d� =�� =2,001 – 2=0,001. /�	����
�������� ��	
, ��� ��	���� ������� �& ��'�	���� (�����)< 
��� (	���������� d&.

�	��������� ������� �'!	��)<� �� ������): dy=y (x)dx. H��!���� ���
(�-
� ����(�� ������� � �� ���!���� ��	 � = 2.

y �= 2x+2,
�
��� 6. [�6����*�	 6&�!*�/
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 y (2) = 2�2+2 = 6.
A�(�:

dy = 6�0,001 = 0,006;
�& � 0,006.

A�!�� ���!���� ��	����� ������� ���
(�� �� ������):
�& = f(2,001) – f(2),

(�
 f(2) = 22 + 2�2 + 5 = 13,   f(2,001) = (2,001)2 + 2�2,001 + 5 = 13,006001.

A�(�
 �& = 13,006001 – 13 = 0,006001.

/�����))!	 ���	��	
 ��������� � (	���������� dy, '�!	�, 7� �'���)���
���	'�� (�����)< 0,000 001. /���� �'���)��� ���	'�� �� (�< (�������� ������ ����-
����	��	�	 ��!����� ��(�������, ��� �'!	��	� � ��(����� ���	'��:

%02,0
006001,0
000001,0

5�� .

A��� ��!����� �
�� ����(	 (������� (�� ��	���(�	� �����������, ��� ������
��	����� ������� �����(��� �� (	���������.

�%�&��%�>:  �& � 0,006.

��
���� 5. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ������� & = �3 + �2 – 2� ��	 � = 2,01.
?�;�’�;�!!�: C��
(�� (	��������� �������� dx=��=2,01–2=0,01. /�	����

�������� ��	
, ��� (�� �'!	������ ��'�	������ ���!���� �������
�	���	���<� ������:

f(�+��) � f(x) + d&,  �'�   f(2,01) � f(2) + dy.
H��!���� ���
(�� ���!���� ������� ��	 � = 2:  f(2) = 23 + 22 – 2�2 = 8.
�	��������� �����(	� �� ������): dy = & (�)dx, (�� ����� ���
(�� ����(��

������� � �� ���!���� ��	 � = 2:
& �= 3�2 + 2� – 2,  & (2) = 3�22 – 2 = 12 + 4 – 2 = 14;

A�(� dy = 14�0,01 = 0,14;
C��(�	: f(2,01) � 8 + 0,14 = 8,014.
�%�&��%�>:   f(2,01) � 8,014.

��
���� 6: C��
�	 ��'�	���� ���!����  06,16 .

?�;�’�;�!!�: &� �����'�� ���
�	 ��'�	���� ���!���� ������� xy �  ��	
�=16,06.

C��
(�� (	��������� ��������: d� =��� = 16,06 – 16 = 0,06.
/�	���� �������� ��	
, ���

 f(16,06) � f(16) + d&,  f(16) = 16  = 4 .
�
��� 6. [�6����*�	 6&�!*�/
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�	��������� �����(	� �� ������): d& = & (�)dx, (�� ����� ���!���� ���
(�-
� ����(�� ������� � �� ���!���� ��	 � = 16.

0125,0
8
1

162
1)16(;

2
1)()( ��� � � f

x
xxf  .

A�(� d& = 0,125�0,06  =  0,0075.

C��(�	,        0075,0406,16 ��  = 4,0075.

A�!�� ���!����           06,16 = 4,0074929.

�%�&��%�>: 06,16  = 4,0075.

��
���� 7. C��
�	 ��'�	���� ���!���� 3 988,0 .
?�;�’�;�!!�: R�  � � ������(���� ��	���(�, �<� f(0,988) � f(1) + dy,

;3 xy �  dx =��� = 0,988 – 1= –0,012;

.11)1(;004,0)012.0(
3
1

;
3
1)1(;

3
1

3
1)(

3

3 2

3/23/1

������

� �� � �

fdy

y
x

xxy

A�(�:              .996,0004,01988,03 ���

�%�&��%�>: 996,0988,03 � .

��
���� 8. "'’< ��'�, ��'�� ����� (�����)< 4 �, ��	 ���������� �'���9�<��-
�� �� 0,96 �3. R� ��	 ���� �'���9�<���� ��'�� ��'�?

?�;�’�;�!!�: "'’< ��'� � ��'�� � �'!	��)<���� �� ������): V = �3. "�����-
�	 �V � dV, �� dV � 0,96.

�	��������� ������� �'!	��)<���� �� ������) dV=V (x)dx, ���(�	

.
)(xV

dVdx
 

�  /��9 ��� ����	����	�� ��<) ������) ���
(�� ����(�� ������� V �

�� ���!���� ��	 � = 4: V �= 3�2, V (4) = 3�42 = 48.
A���� �����(	� dx � 0,96/48 = 0,02, ��� � 0,02.
�%�&��%�>: I�'�� ��'� �'���9	���� ��	'�	��� �� 0,02 �.

�
��� 6. [�6����*�	 6&�!*�/
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6.4. �&���
.

1. ��
�� ����!���� (	���������� �������.
2. B�� (�����)< (	��������� ���������� ������ (��������)?
3. C� ��	 ����	�� �����(��� (	��������� �������?
4. 5 !�� ������< ������	!�	
 ���� (	���������� �������?
5. R� ���������)�� (	��������� ������� � ��'�	���	� �'!	�������?
6. C��
(��� (	��������� ������� �) & = (2�2–1)(3–5�2); ') V = ln sin32t.

7. "'!	����� ���!���� (	���������� ������� 92 �� tS  ��	 ���� t ��( 4 (�
4,025.

8. "'!	����� ��'�	���� ���!���� ��	����� ������� &=(1+ � – �2)2 ��	 ����
�������� ��( 3 (� 2,998.

9. C��
(��� ��'�	���� ���!���� �	���� �) 005,1 ; ') 3 9843,0 .
10. "'’< ��'�, ��'�� ����� (�����)< 40 � ��	 ���������� �'���9�<���� �� 0,05

����� ��!�������� ���!����. C��
(��� �	(������� ��'�� ��'�.
11. H������ �����	 ����	����� !��	�	������ ��	�	 (�����)< 12�, � �	����

30�. &�������	 (��'�	����) ���9�<���� �� �'’<, ��7� �� ���))!	 �	���	, ���-
���� �����	 ���9	�	 �� 0,01�.

"'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ��	����� ������� y = f(x) ��	 ���� ��������
��( x1 (� x2.

12. ,5)( 3 ��� xxxf ,21 �x 01,22 �x .

13. ,354)( 23 ���� xxxxf ,11 �x 03,12 �x .

14. ,)( 23 xxxxf ��� ,21 �x 01,22 �x .

15. ,132)( 3 ��� xxxf ,21 �x 001,22 �x .

16. ,42)( 23 ���� xxxxf ,21 �x 04,22 �x .

17. ,455)( 23 ���� xxxxf 11 �x , 06,12 �x .

18. ,23)( 3 ��� xxxf ,41 �x 003,42 �x .

19. ,266)( 23 ���� xxxxf ,11 �x 005,12 �x  .

"'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ������� )(xfy �  � ��(���
 ��!��

20. ,2
2
1

4
1)( 24 xxxxf ���                01,1�x .

�
��� 6. [�6����*�	 6&�!*�/



117

21. ,2
2
1

4
1)( 24 xxxxf ��� 02,4�x .

22. ,2542)( 23 ���� xxxxf                 04,2�x .

23. ,2542)( 23 ���� xxxxf 04,1�x .

24. ,1)( 3 ��� xxxf                 04,2�x .

25. 43
3
1)( 23 ���� xxxxf 02,1�x .

26. ,266)( 23 ���� xxxxf 01,3�x .

27. ,132)( 23 ���� xxxxf 02,2�x .

28. ,15)( 23 ���� xxxxf 03,2�x .

29. ,432)( 23 ���� xxxxf 02,1�x .
"'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� �	����

30. 08,4 .                                  31. 7)01,1( .

32. 3 04,1 .                                  33. 3 98,26 .

34. 6)03,2( .                              35. �31sin .

36. �32cos .                              37.  �47tg .

�
��� 6. [�6����*�	 6&�!*�/
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������*��!!� �� !�#�
$�!
: �#�
���!>

                 dxyxyxxy

dy&

 ����

��

)()(

��
����:

1. C��
�	 (	��������� ������� 
2��& �

dxxedxedxydy xx 22
2)( � � � .

2. C��
�	 ��'�	���� ���!���� ������� & = cosx  �
��!�� � = 45030 

�	��������� – ������� !���	�� ��	����� �������.

��=�#��,�!
< ;%��                                        -�����
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< ;%��
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����

��y
x
y
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��� ��
��D

�� �
�
�

 �
�
�
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0

0,

lim
0

&

&&

      �������      ���
      !���	��

         Y 
                                    y=f(x) 
y+�y                                                            &(x)�x 
                                                                                     
                                                                           (��	!�� 
                                                       B 
                �y 
                                          &             dy 
    y                   A                           C 
 
                         & 

                             x             x+�x              X

)(xytg  �&

          3 � ABC#BC=ACtg&= � xtg&=y � x

dxydy  �

dyy ��dx
dyy

dxydy

� 

 �

� � – ��	���� ��������
� & – ��	���� �������

� & = &2 – &1 = f(x2) – f(x1)=
= f(x1+ � x) – f(x1)

 Y 
   
y2 
 
          �y 
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                            �x 
 
                     x1            x2            X 
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?C���A  7. "����"�D�"�R �"��-?�A

7.1. ��!����  !��
;!���!�=�  %!��=���*.

�	�������)����� – �� (��, � (������) ���� �� (���) ������<) �����(���
����(�� !	 (	��������� (���� �������.

C����(����� ����(��� �< ���	�� �����	!�� ���!����. A��, �� ��(�	 ������
���� ���� S=S(t) 	 (	�������)����� �����(	� 9�	(����� v(t)=S (t), � �����9� �
��	�������� a(t)=S  (t); ��7� ��(��� �������� ����� y = f(x), �� ����� �	���!	�	
�����	
 �������<�� (��	!���, �����(���� (� (���� ��	���: k = f (x).

5���	�		 < � �'������ ��(�!�, ����	���(:
�) ��(�� 9�	(����� ���� ����, �������	�	 ����� 
��� ����.
') (��� �����	
 �������<�� (��	!��� (� ��	���, ���
�	 �������� ��<� ��	��� .
����9� ����!	, �� (���) ����(��) ���'� ���
�	 ������), ��( ���� ���
(���

�� ����(��, ��'�� �	�����	 (�) �'������ (	�������)����). +) (�) ���	��)��
%!��=�*��!!�. C (������) ������������ �� (���) ����(��) �'� (	��������-
�� ������� �����(��� ��� ������), ��� ���	��)�� ��������).

�	�������
����� ������� F(x) ���	��<���� &���%�!�F (�� ������� f(x) ��
������� 	<x<b, ��7� F (x)=f(x) (�� ������� 	<x<b.

A��, (�� ������� f(x)=cosx ��������) < ������� F(x)=sinx, �������	 (sinx) =cosx.
C�����	�, 7� (��� ������� �< �� <(	�� ��������. &���	���(, ������� F1(x)=sinx+1,
F2(x) = sinx + 3, F3(x) = sinx – 4, ��� ��(�����)���� �	9� �� �����
��, ��� ��(�������-
)�� ���� Fi (x)=cosx.

����(�� �����*: ��7� F(x) – �������� (�� f(x) �� (����� �������, �� �
������� F(x)+C, (� � – '�(�-��� �����
��, ����� < ��������) (�� ������� f(x) ��
���� �������.

����(����:
(F(x)+C) =F (x)+C =f(x).

"���, (��	�� ���
�	 (�� ������� f(x) �����	 �(�� �������� ������) F(x), 7�'
���
�	 ��� �� ��������, '� ���	 ��(�����)���� �(�� ��( �(��� �����	 �� �����
��
���	!	�� �.

H��������� F(x)+C ���� �������	� ������� f(x) �� ��������� 	<x<b ���	��)��

!��
;!���!
 %!��=���� ��( ������� f(x) �� ���� ��������� � �����!�)�� C dxxf )( .

A�� f(x)dx – ��(����������	
 �	���, f(x) – ��(����������� �������, � – �����
������������, � – (������� �����.

"�&�
����:  C � ���
x

CtgxCtgx
x

dx
22 cos

1)('�,
cos

.

%�����	!�� �	��� F(x)+C ���� ��'���	�	 �� ���
���� ��	�	�, ���	��	�
���������	 �������� '�(�-���� � �	� ��(��� ��� OY (�	�. 1) .
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R�7� ������� f(x) �< �� (����� ������� ��! �(�� ��������, �� �� ���	��)��
�����������) �� ���� �������.

7.2. �����
����% !��
;!���!�=� %!��=���*.
1. /���(�� ���	���!����� ��������� ����� ��(�����������
 �������; (	���������

���	���!����� ��������� ����	
 ��(������������ �	����:

( � �dxxfC ) =f(x);  d � �dxxfC =f(x)dx.

2. &��	���!��	
 �������� ��( (	���������� ������� ����	
 ��
 �������:

� �C xdF =F(x)+C.

3. /����
�	
 ����	� ���� �	����	 �� ���� ���������:

C C� dxxfAdxxAf )()( .

4. &��	���!��	
  �������� ��( ����'���!��� ��	 ������� ����	
 ����
 ���

����'���!��
 ��� ���	���!��	� ���������� ��( ������ �������:

 � � � �� � � � � � .2121 dxxfdxxfdxxfxf CCC "�"

5. R�7� ������� F(x) < ��������) (�� f(x), (� k � b (������� !	��� (k $ 0), ��

� � � � C
k

bkxFdxbkxf �
�

��C .

��� (���(���� �����	�����
 1-5 (�������� ���
�	 ����(�� �'�� !���	� ��������.
&���	���(, (���(�� �����	����� 4:

� � � �� �� � � � � �xfxfdxxfxf 2121 "�
 

"C ,

 
      Y 
 
 
 
 
   0           X 

 
�	�. 1 

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	
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� ����(�� ����� !���	�	

� �� � � �� � � � � �.2121 xfxfdxxfdxxf "�
 

"
 

CC
'�(� �������� ����� �����
 !���	��.

C�!��!% /��*�
 %!��=�*��!!�  (��#�
+� %!��=���%�).

C ������ �����	 (	�������)����� �	��	��< ��(����(�� �
 ������ �������-

�����. &���	���(, � ����, 7�  n
n

x
n
x

�
 

�
�
-

.
�
�
/

0

�

�

1

1
, ���(�< ��������

C �
�

�
�

C
n
xdxx

n
n

1

1
.

��&
@�� ��#�
+F ��!��!
: %!��=���%�:

.arctg1.14;ln
2
1.13

)0(;ln.12;
arcctg
arctg

1
.11

;arccos
arcsin

1
.10;ctg

sin
.9

;tg
cos

.8;sincos.7

;cossin.6;
ln

.5

;.4;ln.3

;)1(,
1

.2;.1

2222

22
222

22

2

1

1

CC

CC

CC

CC
CC

CC C
CC

��
�

�
�
�

�
�

$�"��
"(

)
*

��
�

�
�

(
)
*

��
�

�
�

���

����

�����

�����

�$�
�

���

�

�

C
a
x

axa
dxC

ax
ax

aax
dx

aCaxx
xa

dx
Cx

Cx
x

dx

Cx
Cx

x

dxCx
x

dx

Cx
x

dxCxxdx

CxxdxC
a

adxa

CedxeCx
x

dxdxx

nC
n
xdxxCxdx

x
x

xx

n
n

H�����(�	����� �	� ����� ����� �������	�	 (	�������)�����.

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	

;
/arccos

/arcsin 
22 E

F
G

(
)
*

��
�

�
�

C Cax
Cax

xa

dx
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7.3. ��;&������!H  %!��=�*��!!�.

/�( '��������(�� ������������ �����)�� ���	
 �����' �����(����� �����-
����, ���	  9���� ������	� ����������� ��(������������ ������� �� ������������
�����	�����
 ���	���!����� ��������� ��	��(	� (� �(���� !	 (�������� ��'�	!�	�
����������.

��
���� 1. C��
�	 �������� C 2
3
x
dx

 .

?�;�’�;�!!�: 5	���	�����<� �����	����� ������� � ��(’<�	 ������	��

(a-n= n	
1

; a>0) � ���
(�� ���	���!��	
 �������� ��( ���������� �������:

C C �
�

�����
��

�� �
��

� C
x

CxCxdxx
x
dx 33

12
333 1

12
2

2 .

�%�&��%�>: C �
�

� C
xx

dx 33
2 .

��
���� 2. C��
�	 ��������  C xx
dx

2  .

?�;�’�;�!!�: 5	���	���<� �����	����� ������� � (��'��	 ������	��

n maa n
m

�  � ���
(�� ���	���!��	
 �������� ��( ���������� �������:

C C ����
��

���
��

� C
x

Cxdxx
xx

dx 1
12

1
2
1

2 2
3

1
2
3

2/3 .

�%�&��%�>: C ��� .1
2

C
xxx

dx

��
���� 3: C��
�	 ��������: dxxxC 5 38  .

?�;�’�;�!!�: 5	���	���<� �����	����� ������� � (��'��	  ������	�� � ���-

�	�� ������� ������� � �(�����		 ������	 ( n mn
m

mnmn aaaaa ��� � ; ).

C��
(�� ���	���!��	
 �������� ��( ���������� �������:

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	
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CxxCxdxxdxxxdxxx ������� C CC 5 32
5

13

5/85/35 3

13
40

5
138888  .

�%�&��%�>: .
13
408 5 325 3 Cxxdxxx ��C

��
���� 4. C��
�	 ��������: dx
x

xxx
C

�
3

5
 .

?�;�’�;�!!�: 5	���	���<� �����	����� ������� � (��'��	 ������	��, ���-
�	�� (�
 ��( �������	 � �(�����		 ������	 i ���
(�� �������� ��( �������
(�(���� �����:

C C

CC
����

��
�
-

.
�
�
/

0
��

�

.
13
635

55

623 26/73/2

3/1

2/3

3/13

Cxxxxdxxdxx

dx
x
x

x
xdx

x
xxx

�%�&��%�>: .
13
635 623 2

3
Cxxxxdx

x
xxx

���
�

C

��
���� 5. C��
�	 ��������: C �
-
.

�
/
0 � .11

2

2 dx
x

?�;�’�;�!!�: 5�(��	<� (���	 �� ������) (	 – b)2 = 	2 – 2	b + b2 � ���	���-
!��	
 �������� ��( ���	���� ����'���!��� ��	 ������
 ����	� ����) � ����'-
���!��) ���) ���	���!��	� ���������� ��( ������ �������:

C C �����
-
.

�
/
0 ����

-
.

�
/
0 � C

xx
xdx

xx
dx

x 342

2

2 3
1212111  .

�%�&��%�>: .
3
1211 3

2

2 C
xx

xdx
x

�����
-
.

�
/
0 �C

��
���� 6. C��
�	 ��������: C xdx2ctg  .

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	
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?�;�’�;�!!�: ��� �����(����� ��������� �	���	���<� ������

1
sin

1ctg 2
2 ��

x
x   � �����	����� ���	���!����� ���������::

C C �����
-
.

�
/
0 �� .ctg1

sin
1ctg 2

2 Cxxdx
x

xdx

�%�&��%�>: C ���� .ctgctg2 Cxxxdx

5 �����	�� ������������ !���� ������!�)���� ��������	, (�� �����(����� ��	�
���� �	���	��������	 �����	, ��� �	��	��)�� � �����	����� 5:

CC

CC
CC
CC

��
�

��
�

���
�

���
�

���������

�����
�

���

.arcsin1.8;arctg1.6

;)ctg(1
)(sin

.6;)tg(1
)(cos

.5

;)sin(1)cos(.4;)(cos1)sin(.3

;
ln

1.2;1.1

222222

22

Cx
k
b

bxbk

dxCx
k
b

bkxbk
dx

Cbkx
kbkx

dxCbkx
kbkx

dx

Cbkx
k

dxbkxCbkx
k

bkx

C
a

a
k

dx	Ce
k

dxe
bkx

bkxbkxbkx

A��, ��	 �����(����� C dxx
2

cos  ���� �	���	��������	 ������::

C ���
2
1,sin1cos k��Ckx

k
kxdx  ,

��(�

                                            .
2

sin2
2

cos Cxdxx
��C

7.4.�!��=�*��!!� ����� &%����!���
  (;�%!� ;%!!�,).

R�7� �������� �����	�� ��	����	 (� ��'�	!���� � (������) ���������	�
�����������, �� �(�	 � �����'�� ������������ < ���( ��(�������	 (����	 ������).

H��� ���(� ��(�������	 ������< � ���������: �����)��  ����) �����)
���� !���	�� ��(������������ �������, ��	 (	�������)����� ���� ���	�<� �� !��-
�	��, 7� ���	9	���� (�� �������)!	 �����
���� ����	��, �� ��	
 ����(	 ����
(����	�	 !	 (�(��	�	 ��(����(�	
 �	���). 5 ���������� ���(���� ����	 ��(�������-
���	
 �	��� ���	��� ��'��	 �	���(�:

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	

= -
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f(t (x))�t (x)dx=f (t)dt,
7� (������< �����	 �������� (� ��'�	!����.

��
���� 7. C��
�	 ��������: C
�3 2)35( x

dx
.

?�;�’�;�!!�: C��'	� ��(�������� t = 5 – 3x, ��(� dt =–3dx, ���(�	 
3
dtdx ��  .

����: ���
�

�
�

�CCC dtt
t

dt

x

dx 3/2

3
23 2 3

13
)35(

.)35(
3

13
1 3/13/13/1

3/1
CxCtCtCt

��������������

�%�&��%�>: .35
)35(

3
3 2

Cx
x

dx
����

�
C

��
���� 8. C��
�	 ��������: C (2+cosx)2 sinxdx.
?�;�’�;�!!�: &���
 2 + cosx = t, ��(�:  – sinxd� = dt, ���(�	 sinxdx = –dt.
"��	�<�:

� � .cos2
3
13sin)cos(2 332 2 CxCtdttxdxx ���������� CC

�%�&��%�>: � � .cos2
3
1sin)cos(2 3 2 Cxxdxx �����C

��
���� 9. C��
�	 ��������: C �
.

32 x

x

e
dxe

?�;�’�;�!!�: &���
 t = 2 + 3e�, ��(� 3e�dx=dt, dtdxe x

3
1

� . ���� ���	�<�:

.32ln
3
1ln

3
1

3
1

32C C ������
�

CeCt
t
dt

e
dxe x

x

x

�%�&��%�>: .32ln
3
1

32C ���
�

Ce
e

dxe x
x

x

�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	
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��
���� 10. C��
�	 ��������  C .
2

cos dxx

?�;�’�;�!!�: &���
 tx
�

2
, ��(� dtdx �

2
1

 ���(�	 2dt = dx. "��	�<�:

C C ����� .
2

sin2sin2cos2
2

cos CxCttdtdxx

�%�&��%�>: C �� .
2

sin2
2

cos Cxdxx

7.5. �!��=�*��!!� ����
!�
.

5	��(�� ������ ������������ !���	��	. 5�(��, 7�:
(uv) =u v+uv  ,

�'�                                                              d(uv)=vdu+udv.
�������)!	 ���� �� ����� !���	�	, ���	�<�

  � � CCC �� udvvduuvd ,

�'�                                                        CC �� vduuvudv     .

R� '�!	�, �����(����� Cudv  ���(	���� (� �����(����� Cvdu , ��	
 ���	���

�	��	�	�� '���9 �����	 �'� ��'�	!�	 ���������.
/�	 �	���	������ ���(� ������������ !���	��	 ��(����������� ������)

���(������)�� � �	���(� (�'���� (��� ����	��� u �� dv, � �����(��� du �� v. R�7�

�(�����	
 �������� Cvdu  �	��	��� ����(�	, �� ���� ����'����	 ������	

���!���� u �� dv. ��� ���!����� �	���	 u, dv, du, v �����))�� � �	���(� ��'�	��.
#���( ������������ !���	��	 !���� ���������)�� ��	 ������������ ������
,

7� ������ (�'����, �����	�	 � �'������ ��	�������	!�� �������.

��
���� 11. C��
�	 ��������: C � .dxex x

?�;�’�;�!!�:

.Ceexdxeexdxex xxxxx �������� CC
�
��� 7. ��"���	����^ ����_�	
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                        u=x du=dx 
dv=e�dx v=C e�dx=e� 

��
���� 12. C��
�	 ��������: C � xdxx cos2 .

?�;�’�;�!!�:

Cxxxxdxxxxdxx ������ CC 2cos
4
12sin

2
2sin

2
12sin

2
2cos  ,

u=x du=dx 
dv=cos2x dx v= C cos2x dx  = 0,5 sin2x 

��
���� 13. C��
�	 ��������: C xdxx ln2 .

?�;�’�;�!!�:

.
9

ln
33

1ln
33

1ln
3

ln
33

2
333

2 Cxxxdxxxxdxx
x

xxdxxx ��������� CCC
u=lnx du=1/x dx

dv=x2dx v=Cx2dx=x3/3

7.6. �!��=���
 �%� /*!�+%<, �� %����> �������!
< ��
���!.

2
2 2

; ;Ax B Ax Bdx dx ax bx c dx
ax bx c ax bx c

� �
� �

� � � �
C C C .

��� ��(9������ ������	� ���������� ���(����	
 ��	!��� ��������))�� �
���(����	
 (��!���, �	(���)!	 ����	
 ���(���

2 22
2 2 2

2( )
2 24

b c b c b bax bx c a x x a x a x k
a a a a aa

0 . 0 .0 . 0 .� � � � � � � � � � � �� � � �� � � �� � � �/ - / -/ - / -
.
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2 2 2

2
2 2 2 2

ln
2 2

arcsin
2 2

t bt bdt t b t t b C

t a ta t dt a t C
a

� � � � � � �

� � � � �

C

C .

&���(�� ��	���(	.

��
���� 14: C��
�	 ��������  2 4 8
dx

x x� �C .

?�;�’�;�!!�: 5	(��	�  � ���(������� ��	!���� ����	
 ���(���
2 2 24 8 2 2 4 4 ( 2) 4x x x x x� � � � � � � � � � � ;

��(� �������� ��'�(� �	���(�

2 24 8 ( 2) 4
dx dx

x x x
�

� � � �C C .

5��(�� �����: 2 ,x t dx dt� � � , �(���	�

2 2 2 2

1 1 2
2 2 2 24 8 ( 2) 4 2

dx dx dt t xarctg C arctg C
x x x t

�
� � � � � �

� � � � �C C C .

�%�&��%�>:
 2

1 2 .
2 24 8

dx xarctg C
x x

�
� �

� �C

��
���� 15: C��
�	 �������� # = 2

7 8
2 3 1

x dx
x x

�
� �C .

?�;�’�;�!!�: 5	(��	� � ���(������� ��	!���� ����	
 ���(���
2 2

2 2 3 1 3 1 9 3 12 3 1 2 2 2
2 2 4 2 16 4 16

x x x x x x
0 . 0 .0 . 0 . 0 .� � � � � � � � � � � �� � � �� � � � � �� � � �/ - / - / -/ - / -

.

� ���(�� ����� 3 , ,7 8 1 8
4

x t dx dt x t� � � � � � . A�(�

# =
1 22

2 2 2

7 8 1 1 8 1 1 8
1 1 12 2 22 3 1

16 16 16

x t tdx dt dt dt I I
x x t t t

� �
� � � � �

� � � � �
C C C C .
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/��9	
 � ���	��	� ����������, #1 , ��'�	!�	


1
2

1
1 1 1 1 4ln

1 1 12 2 2
16 4 4

t
I dt C

t t

�
� � � �

� � �
C ,

� (���	
, #2 ,   �����(	� �����)  2 1 1, 2 ,
16 2

t v tdt dv tdt dv� � � �

2
2

2

8 1 14 2ln 2ln
12 2 16

16

tdt dvI v C t C
vt

� � � � � � � �
�

C C .

/��������� (� ������ � � ���	9�� ���������

21ln 2ln 1,5 0,5
0,5

xI x x C
x

�
� � � � �

�
.

�%�&��%�>: 
21ln 2ln 1,5 0,5

0,5
xI x x C

x
�

� � � � �
�

.

��
���� 16: C��
�	 ��������  2 4 3
dxI

x x
�

� �
C .

?�;�’�;�!!�: 5	(��	� ����	
 ���(��� � ���(������� ��	!����
2 24 3 ( 2) 7x x x� � � � � ,

 � ���(�� ����� 2 ,x t dx dt� � � ; �(���	�

� �
� �2

2 2 2
ln 2 2 7

4 3 72 7

dx dx dtI x x C
x x tx

� � � � � � � � �
� � �� �

C C C .

�%�&��%�>: � �2

2
ln 2 2 7

4 3
dxI x x C

x x
� � � � � � �

� �
C .

��
���� 17: C��
�	 ��������  
� �

2

3 5

9 6 3

x dx
I

x x

�
�

� �
C .

?�;�’�;�!!�: 5	(��	� � ���(������� ��	!���� ����	
 ���(���
2 2 2 29 6 3 3( 2 3) 3(( 1) 4) 3((4 ( 1) )x x x x x x� � � � � � � � � � � � � ,
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� �
1 22 2 2 2

3 5 1 3 2 3 2 23
3 3 3 39 6 3 4 4 4

x dx z zdz dzI dz I I
x x z z z

� �
� � � � � �

� � � � �
C C C C .

� � 	 
 � �   � � � � 	 � � ,  #1, �����(	� ����9	 �����

2 14 , 2 ,
2

z t zdz dt zdz dt� � � � � �

2
1 2

1 1 2 4 .
2 24

zdz dtI t C z C
tz

� � � � � � � � � � �
�

C C
����	
 ��������  < ��'�	!�	

2 2
arcsin .

24

dz zI C
z

� � �
�

C
/�(����	� ���
(��� ��������	 �� �������� (� ������ �; �(���	�

2 22 2 13(4 ) arcsin 9 6 3 arcsin .
2 23 3
z xI z C C x x �

� � � � � � � � � �

�%�&��%�>: 
2 2 19 6 3 arcsin .

23
xI C x x �

� � � � �

��
���� 18: C��
�	 ��������: 2 2 6I x x dx� � �C .

?�;�’�;�!!�: 5	(���<� ����	
 ���(��� � ��(��������� �	����

� �22 2 6 1 5x x x� � � � � ;
����� �	���	�����)!	 ��� ��(�� �����	 ������������, �� ������9	

1, , 5t x x dt b� � � �  �'!	��)<�:

� �

� � � �� �
22 2 2 2

2 2

52 6 1 5 5 5 ln( 5)
2 2

( 1) 51 5 ln 1 1 5 .
2 2

tx x dx x dx t dt t t t C

x x x x C

� � � � � � � � � � � � � �

�
� � � � � � � � �

C C C

�%�&��%�>:  � � � �� �2 2( 1) 51 5 ln 1 1 5
2 2

xI x x x C�
� � � � � � � � � .

��
���� 19: C��
�	 ��������: 23 4I x x dx� � �C .

?�;�’�;*��!!�: 5	(���<� ����	
 ���(��� � ��(��������� �	����
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� �223 4 7 2x x x� � � � � ;
����� �	���	�����)!	 ��� ��(�� �����	 ������������, �� ������9	

� � 22 , , 7t x dt dx a� � � �  �'!	��)<�

2 2 2

2

73 4 7 7 arcsin
2 2 7

2 7 27 ( 2) arcsin .
2 2 7

t tx x dx t dt t C

x xx C

� � � � � � � � �

� �
� � � � �

C C

�%�&��%�>: 2 22 7 23 4 7 ( 2) arcsin .
2 2 7

x xx x dx x C� �
� � � � � � �C

7.7. �!��=�*��!!� ��+%�!��>!
: /*!�+%<.

+��� ����������� ������� – �� ����!���, ��	
 �������<���� '��������(���:

� �
2 3 1

2
0 1 2 0 1 2... ...

2 3 1

n
n

n n
x x xa a x a x a x dx a x a a a C

n

�

� � � � � � � � �
�C .

�������� ��( (��'���� ������������ �������  
( )
( )

P x dx
Q xC , (� ( ), ( )P x Q x  – ��-

��!���	, ���� �	���	�	 !���� ���������� ������� 9���� ������(� �� (�(���	,
��7� ������� !	�����	�� ��9	
 �� ������� ������	��. A��	
 ����������	
 (��'
���	��)�� ����	���	,  � ��9	� �	��(��� – ������	���	 (��'�. &�����	���	

����������	
 (��' ����(	 ���� ��������	�	 � ����	���	
, ��(��	�9	 !	�����	�
�� ������	�.

/���	���	
 ����������	
 (��' ���� ��������	 �� (�(���	 �������	� (���
�	(��:

2, ,
( ) ( )m n

A Mx N
x a x px q

�
� � �

(� m,n – ���� (�(���� !	���.

��� ������(�  ����	������ ������������� (��'� 
( )
( )

P x
Q x

 �� (�(���	 ���'�:

1. I�������	 ������	� ( )Q x  �� ��
������9� (�
��� ����	�	, ��'�� ���	���	
� �	(�

2 2
0( ) ( ) ...( ) ( ) ...( )m k n rQ x a x a x b x px q x cx d� � � � � � � � .
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2. C��	���	 ����  ������(� (��'� �� ���������� (�(���	

1 2 1 2
2 2

1 1 2 2
2 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 2

( ) ... ...
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

...
( ) ( )

...
( ) ( )

m k
m k

n n
n

r r
r

A BA A B BP x
Q x x a x a x a x b x b x b

M x NM x N M x N
x px q x px q x px q
C x D C x D C x D

x cx d x cx d x cx d

� � � � � � � � �
� � � � � �

�� �
� � � � �

� � � � � �
� � �

� � � �
� � � � � �

(� 1 2 1 2 1 1 1 1, ,..., , , ,... , ,..., , ,..., , ,..., ,... ,...m k n n r rA A A B B B M M N N C C D D  – ����-
(�� �����
��. ��(����� � ��(����(�		 ������	��	 < ������	, ��	
  ������� �����-
�� ����	�� � ������(� ( )Q x .

3. C�����	�	�� ��( ������	���, (����	�9	 �'	(�� !���	�	 �� ( )Q x .

4. H�����	 �	���� ������� ��(����� ����(�	�

1 2 1 2 1 1 1 1, ,..., , , ,... , ,..., , ,..., , ,..., ,... ,...m k n n r rA A A B B B M M N N C C D D ,

��	����))!	 �������<��	  ��	 �(�����	� ��������  x  � �'�� !���	���.
5. I���’����	 �	���� ������� � ��(����	�	 ���
(��� ���!����

1 2 1 2 1 1 1 1, ,..., , , ,... , ,..., , ,..., , ,..., ,... ,...m k n n r rA A A B B B M M N N C C D D
� ���� ������(�.

6. "(������ � ������(�  (��'	 ��	��(����� (� ���������� �	��
1

1

2

3 2
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( ) 1
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.
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m

m

n

dx x aI C m
x a m
dxI x a C m
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Mx NI dx

x px q

� ��
� � � $

� � �

� � � � �
�

�
�

�

C

C

C

�������� #3  �����(��� �� ����	�� ���������	 � ���������?

��
���� 20: C��
�	 �������� 
2

3 2
3 8 .

4 4
x dx

x x x
�

� �C
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?�;�’�;�!!�: 5	����<� (�� ���(�� ��	��(���� ���	:
1) ������(�� ������	� ��  ��
������9�  (�
��� ����	�	:

3 2 2 24 4 ( 4 4) ( 2)x x x x x x x x� � � � � � � ;
2) ���	9�� ���� ������(� ��(������������� (��'� �� ���������� (�(���	

2
1

2 2

3 8
( 2) 2 ( 2)

Bx A B
x x x x x

�
� � �

� � � ;

3) ������	��� ��( ������	���, (����	�9	 �'	(�� !���	�	 �� 2( 2)x x � :

2 2 2
1 13 8 ( 2) ( 2) ( ) (4 2 ) 4 ;x A x Bx x B x A B x A B B x A� � � � � � � � � � � �

4) ����(�� �	���� ������� (�� �	���!���� ����(�	�  1, ,A B B , ��	������9	
�������<��	 ��	 �(�����	� �������� x :

1

3
4 2 0
4 8

A B
A B B
A

� �*
' � � �)
' �(

;

5) ����’���� �(������ �	���� :

12, 3 1, 4 2 10;A B A B A B� � � � � � � � �
6) ���	9�� ������( ��(������������ ������� �� ���������� (�(���	 �� �����-

�����<�

2

2 2

2

2 2 2

3 8 2 1 10 ;
( 2) 2 ( 2)

3 8 2 1 10 1 1 12 10
( 2) 2 ( 2) 2 ( 2)
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2

x
x x x x x

x dx dx dx dx dx
x x x x x x x x

x x C
x

�
� � �

� � �

0 .�
� � � � � � �� �� � � � �/ -
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�

C C C C C
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2

3 8 102ln ln 2 .
( 2) 2
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��
���� 21: C��
�	 �������� 
3 2

4
4 2 1 .x x x dx
x x

� � �
�C

?�;�’�;�!!�:
1) I�����(�� ������	� ��  ��
������9�  (�
��� ����	�	:

4 3 2( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x x� � � � � � � ;
2) ���	9�� ���� ������(� ��(������������� (��'� �� ���������� (�(���	:

3 2

2 2

4 2 1 ;
( 1)( 1) 1 1
x x x A B Cx D

x x x x x x x x
� � � �

� � �
� � � � � �

3) ������	��� ��( ������	���, (����	�9	 �'	(�� !���	�	 ��
2( 1)( 1) :x x x x� � �

3 2 3 2

3 2

4 2 1 ( 1) ( 1) ( ) ( 1)
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x x x A x Bx x x Cx D x x
A B C x C D B x B D x A
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �
4) ����(�� �	���� ������� (�� �	���!���� ����(�	�  , , ,A B C D , ��	������-

9	 �������<��	 ��	 �(�����	� �������� x:

1
4

2
1

A B C
C D B
B D
A

� � �*
' � � �'
) � � �'
' �(

;

5) ����’���� �(������ �	����: A = 1, B = –2, C = 2, D = 0;
6) ���	9�� ������( ��(������������ ������� �� ���������� (�(���	 �� �����-

�����<�
3 2

2 2

3 2

2 2

2

4 2 1 1 2 2 0 ;
( 1)( 1) 1 1
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1 1

x x x x
x x x x x x x x

x x x xdx dx
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xdxdx dx x x I
x x x x

� � � �
� � �
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� � �
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�������� #  ���	9�� � �	���(�
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2
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xdx x x dx dxdx
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� �	���	���<� ����	 2 11, (2 1) , ,
2

t x x dt x dx v x dv dx� � � � � � � � .

A�(�

2
2

2

1 1 1 1 2ln31 2 2 2 3 3
4

1 1 2 1ln 1 .
2 3 3

xdx dt dt vt arctg
x x t v

xx x arctg C

� � � � �
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"���

� �
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2
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1 2 2 1ln .
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x

� � � �
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�

� � �
� � �

�
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� �� � � �
� � �
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7.8. �&���
.

1. R�� (�) ���	��)�� ������������?
2. R�� ������) ���	��)�� ��������) ������� f(x)?
3. ���	 ���!���� ���	���!����� ���������.
4. R�		 (��	 ���� �������	�	 ������������?
5. &��	���	 ������� �����	 ������������ (��'�	!�� ��������	).
6. C��
�	 ��������	:

a) C
�� dx
x

xx 2431
;            C �

dx
e

e
x

x

4
;             C xdxx sin ;

b) C
�� dx

x
xx
5

23 13 ;           C dx
x

x6
;                   C xdxx 4cos ;
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c) C �

� dx
x

x
2

4
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d)  C ��

� dx
xx

x
1

1
2

3
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3
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e
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2

1
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x
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;
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x dx
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x
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�3 45
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x

x dx
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x
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; dx
x
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tgx
C 2cos4

; C � dxex x)12( ;

j) dx
x

x
C

�
2

3

sin
1sin ; C dxxx sincos ; C � xdxx 2cos)52( ;

k) C � dxxx )5( ; C
�

� dx
x

x
21

1arcsin
; C �� dxxe x )2(3 ;

l) C �� dx
x

x )15( ;                C xtgx
dx
2cos

; C xdxarcsin ;

m) C � dx
x

x )1(sin 2 ;                C �1x

x

e
dxe

; C xdx2arccos ;

n) C
�� dx

x
xx

3

3 53 ;               C dxxx 3cossin ;               C xdxarctg3 ;
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o) dx
x

x
C

�
2

3

cos
1cos

; C �
dxx

x

51
5

; C xdx3ln ;

p) dx
x

x
C

�
cos3

2cos1
; C ctgxdx ; C dx

x
x

2
ln

;

q) dx
x

xx
C

�3 2
;               C tgxdx ; C xdxx ln ;

r) dx
x
xx

C
�� 372

;            C ��
-
.�

/
0 � xx

dx
4

5 ; C � dxex x3)13( ;

s) dx
x

xxx
C

�� 43

; C � xx
dx

2ln ; C � xdxx 2sin)1( ;

t) dx
x

xxx
C

��
2

32 76
; dx

x
x

C 2cos
sin

; C � xdxx ln)13( ;

u) C �� dvvvv )536( 2 ; dx
x
x

C 3sin
cos

; C � xdxx ln)21( ;

v) C ��� dxxx )2()1( ; C dxxx 5cos5 ; C � xdxx 2cos)1( ;

w) C � dxx 2)1( ; C � xdxx sincos1 ;             C xdx3arcsin5 ;

x) dx
x

xxx
C

��� 53 543
; dx

x

�

116

4

�
C ; C � dxex x2)3( ;

y) dx
x

xxx
C

�� 33

;            
x

xdx
2cos1

sin

�
C ; � �C � dx�� �312 .

7. C��
�	 ��������	 ��( ������
, 7� ������ ���(����	
 ��	!���:

a) 2 6
dx

x x� �C  ; 24 1 4
dx

x x� �C  ;    2
3 4

5
x dx

x x
�

�C ;
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b)  
2 2
dx

x x�
C  ;  

2

3
6

x dx
x x

�

�
C  ;  

2

5
10

x dx
x x

�

�
C ;

c)  2 4x xdx�C  ;               21 2x x dx� �C  ;  2 3x dx�C .

8. C��
�	 ��������	 ��(  ����������	� ������
:

a)  3 1
xdx

x �C  ; 3 2

dx
x x�C  ;  

2

3 2

( 1)
3 3 1
x dx

x x x
�

� � �C ;

b) 3 2
(7 15)

2 5
x dx

x x x
�

� �C  ;
5

4

2 2 1
1

x x dx
x

� �
�C  ;

4

4 22 1
x dx

x x� �C .
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?C���A 8. ���"�D�"�R �"��-?�A

8.1. ��!���� �
;!���!�=� %!��=���*.

&���
 ������� f(x) �	���!��� �� ������� 	���b. 5����<� (�� ���!�����, 7�
������� f(x) �� �������� ������� ����(’<�� � 	<b. I���'’<� ��
 ��(����� �� n
!���	� ��!��	 	= �0<�1<�2...<�n= b. &� ������ � ��(������  ��–1� �� �� (�= 1, 2, 3,...n)
������ (������� ��!�� �� � �'!	��	� ���:

f(�1)��1+f(c2)�x2+ f(c2)�x2+...+ f(cn)�xn=H
�

�
n

i
ii x�f

1

)( .

(� ���=��–��-1. +� ��� ���	��<���� %!��=���>!�F �*�F ������� f(x) �� ��(�����
	� � ��b.

  
   Y                y=f(x) 
 
      � 
 
 
         � 
        f(ci) 
 
 
   a      xi+1  ci  xi         b                  X 

�	�.1 

%�����	!�� (�	�.1) ����	
 (�(���� ������������ ��	 (�����)< ���7� ���-
�����	�� � ������) �x� � �	����) f(ci), � ��� ��� (�����)< ���7� �����	, ���
���	��	 �’<(����� ���� ������	� �	7� ��������	���.

"!��	(��, ��	 ���� ���	�	� ���'	���� ��(����� 	���b �� !���	�	 ���	�<�
����� ����������� ��	, � ���!	�� � ����� ���(!���� �����	.

E�(�� �'���9����	 !	��� ��!�� ���'	��� ���, 7�' (���	�� ��
'���9��� �
��(������ ��-1 � � � �� �������� (� ����. 5 '������� �	��(��� ��	 ����� ���'	���
����������� ��� '�(� �������	 (� (����� �������� ����	��, �� �������� �� ��( �����-
'�, ��	 �	'	��)���� ��!�	 (������ ��, �� ��( ����, �� �	'	��)���� ������� ��!�	 c�.
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+) ����	�) � ���	��)�� �	���!��	 ��������� (�� ������� f(x) �� ��(�����
	���b.

�
;!���!
 %!��=���� (�� ������� f(x) �� ��(����� 	���b ���	��<���� ����	��,
(� ���� ����< ����������� ��� ��	  ��������� (� ���� (���	�	 ��
'���9���

!��������� �������. 5�� �����!�<���� �	���� C
b

	

dxxf )(  � !	��<���� “���������

��( 	 (� b ��( ������� f(x) �� dx”, �'� �����!��� “�������� ��( 	 (� b ��( f(x)dx”.

C� ����!���� � �HC
�

��
��

n

i
iix

b

	

x�fdxxf
0

0
lim)( .

B	��� 	 ���	��<���� �	����) ���) ������������; !	��� b – �������) �-
��); ��(����� 	���b – ��(����� ������������.

C����!	�, 7� '�(�-��� ���������� �� ������� 	���b ������� f(x) �< �	���-
!��	
 �������� �� ���� ��(�����.

8.2. -�����
�!
< ;%�� �
;!���!�=� %!��=���*.

R�7� ����������� �� ��(����� 	���b ������� f(x) ����(’<��, �� �	���!��	
 ����-

���� C
b

	

dxxf )(  !	������ (�����)< ���7� S ��	������
��� �������� 	��b (�	�.1).

���!�	�, 7� ��
���%!%<!�F ���&�+%HF ���	��)�� ������, �'����� �����-
�� ����������� ������� y = f(x), (� f(x)�0, ���		 � = 	, � = b �� ����) OX.

"���, ������	!�	
 ���� �	���!����� ��������� – �� ���7� ��	������
��� ���-
�����.

I�������� ��	������
�� �������) ���D ((	�. �	�. 2), � ���� �'��	�� ��!�	 �
����� �, � ��!�	 D – �+��. %����� ������� y = f(x)  �����	��< ���� OY � ��!�� �. A�(�
���7� ��	������
��� �������� ���D ����� ����	�� ���7 ��	������
�	� �������

���D � ����.

�
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     Y 
     �                    � 
 
 
          �                � 
      �           f(x+�x) 
   f(x) 
           x   �x        x+�x 
  0              C              D                 X 

      �	�.2   

"������	 ���7� ��	������
��� �������� ���� �����	�� ��( �, �� �� ���� ��-
'���	�	 �	���� S(x). @������!��, ���7� ��	������
��� �������� ���D < ������-
<) ��( �+�� � �� ���� �����!	�	 S(x+�x). A�� ���7� ��	������
��� �������� ���D
(�����)< ����	�� S(x+�x) i S(x) �� �����!�<���� �	���� �S(x).

/�'�(�<� (�� ��������	�	 ���D � ���D. /��7� ���9��� (�����)<
f(x+�x)��x. "������	 ���7� ��	������
��� �������� ���D �� ��9� ���7� ����-
����	�� ���D � �� '���9� ���7� ��������	�� ���D, �� ���� ���	���	 �����-
�����:

f(x)��x ���S(x) � f(x+�x)��x.
/�(��	� �'	(�� !���	�	 ��<� ���������� �� �� �� ���
(�� ����	�� �	����� ��	

���0:

)(lim)(lim)(lim
000

xxf
x
xSxf

xxx
���

�
�

�
������

.

 C��(�<�, 7� 
x
xS

x �
�

��

)(lim
0

=S (x) � �������)!	 ������������� ������� f(x),

).()(lim)(lim
00

xfxfxxf
xx

����
����

���	�<�:
 f(x)�S (x)�f(x) ,

���(�	
S = f(x) ,

��'�� ����(�� ���7� ��	������
��� �������� (�����)< �������, ��� ��(�< �����) ���
��������.

A��	 !	��, ���7� ��	������
��� �������� < �(��<) � �������	� �������, ���
��(�< �����) ��� ��������, � ��� '��	 �	���!��� �� (������) ������������.

�
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C ��� CxFdxxfxS )()()( .

"������ �������� ����� (�� ���� � � ������� [	; b]. /�(����	� ������ � !	��� 	.
"��	�<� S(a) = F(a)+C. @�� S(a) = 0, '� ��	������
�� �������� ��������)<���� �
��(�����, ��� � = –F(	). A��	 !	��

S(x) = F(x)–F(a) .
/�	 � = b �(���	� �	��� (�� �'!	������ ���7� ��	������
��� ��������

S = F(b) – F(	) .
"��	��	
 �	��� (�� �'!	������ S < ��	����� ��������� F(x) �� [	; b]. "�����-

�	 �������� ��(�����)���� �	9� �� �����
��, �� �!��	(��, 7� ��� ���	 ��	���
�(�����	
 ��	���� �� ������� [	; b]. C��(�	 �	��	��< 7� �(�� ����!���� �	���!�-
���� ���������:
�
;!���!
 %!��=���� ���	��)�� ��	���� (�������� ��������� ��	 ���� ��������
��( 	 (� b.

���� ����!���� ���	��)�� � �	���(� /��*�
 ">F��!�-A�<#!%+�:

)()()()( aFbF
	
b

xFdxxf
b

	

���C ,

(� F(�) – �������� (�� ������� f(x).

8.3. C�!��!% �����
����% �
;!���!�=� %!��=����.

5�� �	�!� ��	��(��� �����	����� ������������ � ��	��7����, 7� (��� �������
����������� �� ��(����(�	� ��������.

1. 5	���!��	
 �������� � �(�����		 ���	 ������������ (�����)< ���):

0)( �C
	

	

dxxf .

2. /�	 ������������ �� ������������ �	���!��	
 �������� ���)< ���� ��

����	����	
: CC ��
	

b

b

	

dxxfdxxf )()( .

3. 5�(����� ������������ ���� ���'	���	 �� !���	�	:

C CC ��
c

a

b

c

b

	

dxxfdxxfdxxf ,)()()(        (� 	<�<b.

�
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4. H���	
 ����	� ���� �	����	 �� ���� �	���!����� ���������:

C C�
b

	

b

	

dxxfCdxxCf )()( .

5. 5	���!��	
 �������� ��( ����'���!��� ��	 ����!����� !	��� ������
 (����-
�)< ����'���!��
 ��� �	���!��	� ���������� ��( ������
, 7� (�(�)����:

CCC "�"
b

	

b

	

b

	

dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121 .

����(���� �����	�����
 '���<���� �� ������ &�)����-��
'����. R� ��	���(,
(���(�� �����	����� 3:

C CC ��
c

a

b

c

b

	

dxxfdxxfdxxf )()()( ;

F(b) – F(a) = F(�) – F(a) + F(b) – F(�); F(b) – F(a) = F(b) – F(a),
7� � ���'� '��� (�����	.

���� �����	����� ����� ��)����<���� �����!�� (�	�. 3)

 Y   
        � 
 � 

y=f(x)   �     

        f(c) 

     0    a        �                    b         � 

  �	�.3. 

SaABb= SaAcC+ScCBb,
�'�

CCC ��
b

c

c

	

b

	

dxxfdxxfdxxf )()()( .

C �	�. 3 ����� ��'�!	�	 ������(�	����� ����(����� �����
 &�� �����!H.
������. R�7� ������� f(x) ���������� �� ������� [	; b], �� ����< ��!�� c 7�

�����	�� (���� �������, ����, 7�

�
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).)(()( abcfdxxf
b

	

��C
A�'�� ���7� ��	������
��� �������� 	��b ����� ���7� ��������	�� � �������-

	 f(c) �� (b – 	).

8.4. ��;&������!H �#�
���!!� �
;!���!�=� %!��=����.

��� �'!	������ �	���!����� ��������� ��	 ���� ��������� ��������� ���	���-
)���� ������) &�)����-��
'����:

� � .)()()( aFbF
	
b

xFdxxf
b

	

���C
C ��<� �����	 �	(�� ����(�� �'!	������ �	���!����� ���������:
1)  ���
�	 ���	���!��	
 �������� ��( (���� �������;
2)  � ���	��� ��������  ��(����	�	 �� ���� �������� ���!���� �����), �

���� �	��) ��� ���������;
3) ���
�	 ��	���� ���������, ��'��  �'!	��	�	 ��������.
��
���� 1:  "'!	��	�	 ��������:

C
�

4

2/1

xdx  .

?�;�’�;�!!�: 5	���	����9	 ������� ����	��, �'!	��	� (��	
 �	���!��	

��������:

.
8
77

8
63

4
63

2
1

4
116

2
1

2
14

2
1

2

2
2

24

2/1 2
1

4

�����
-
.

�
/
0 ���

�
-

.
�
�
/

0
�
-
.

�
/
0����

�C
�

xxdx

�%�&��%�>: C
�

4

2/1

xdx = 
8
77 .

��
���� 2: "'!	��	�	 ��������:

C
8

1
3 2x

dx
 .

�
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?�;�’�;�!!�: 5	���	���<� ����!���� ������� � (��'��	 � ��(’<�	 �����-
�	�� �� �'!	��	� �	���!��	
 ��������:

� � 3)12(3183
1

8
3

1

8

3/1
33

8

1

3
3/1

3/2
8

1
3 2

�������� CC � xxdxx
x

dx .

�%�&��%�>: 3
8

1
3 2

�C x

dx
.

��
���� 3: "'!	��	�	 ��������:

dxx
xC

�

�
-

.
�
/

0 �
4/

4/
2 sin

cos
1

+

+

 .

?�;�’�;�!!�: �������� ��( ����	�� ������
 ����	� ����	��) ���������� ��( ��-
���� �������.

� � .2
2
2

2
211

4
cos

4
cos

4
tg

4
tg

4/

4/
cos

4/

4/
tgsin

cos
sin

cos
1

4/

4/

4/

4/
2

4/

4/
2

�������
-
.

�
/
0����

-
.

�
/
0���

�
�

�
�

����
-

.
�
/

0
� C CC

� ��

++++

+

+

+

++

+

+

+

+

+

�xdxx
x

dxdxx
x

�%�&��%�>: .2sin
cos

1
4/

4/
2 ��

-
.

�
/
0 �C

�

dxx
x

+

+

��
���� 4: "'!	��	�	 ��������:
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x

x
C

�
4

1

13
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?�;�’�;�!!�: 5	���	���<� ����!���� ������� � (��'��	 ������	��, ���-
�	�� (������ ��	 �� !	��� � �'!	��	� �	���!��	
 �������� ��( ��	:
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�%�&��%�>: .1613
4

1
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�
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x

x

8.5. C#�
���!!� �
;!���!�=� %!��=���� ����� &%����!���
.

"'!	������ �	���!����� ��������� ���(� ��(�������	 �	����<���� � ����

�����(�������:

1) �����	 ���� �����;
2) ���
�	 (	��������� ����� ������;
3) ���
�	 ���� ��� �	���!����� ���������;
4) ���� ��(����������	
 �	��� �	���	�	 !���� ���� �����;
5) �'!	��	�	 ���	��	
 ��������.

��
���� 5. "'!	��	�	 ��������: C �

7

0
3 8 x

dx
.

?�;�’�;�!!�: C��'	� ����� 8–� = t, ��(� –dx =dt, dx = –dt.
5	���!	� ��� ������������ (�� ������ t.
/�	 x = 0 ���	�<� t� = 8–0 = 8, ��	 � = 7 ���	�<� tb= 8–7 = 1.
5	���	� ��(����������	
 �	��� !���� t i dt �� ����
(�� (� ���	� ��, ���	-

�<�:

� � .5,4
2
93

2
3)14(

2
3164

2
3

2
3

3/28

3

3 2
1

8

3/28

1

3/13/1
1

8
3

7

0
3

1

8

1

8

�������

������
�

�
� C CCC �� ttdttdtt

t
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x
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��
���� 6. "'!	��	�	 ��������: 
� �

.
2

2

1
23

2

C
�x

dxx

?�;�’�;�!!�: 5�����	��, 7� �3+2 = t, ��(� 3�2dx =dt, x2dx = dx
3
1 . 5	���!	�

��� ������������ (�� ������ t. /�	 � =1, ���	�<�, t�=13+2 = 3; ��	 � = 2 ���	�-
<� tb= 23+2 = 10.

5	���	� ��(����������	
 �	��� !���� t i dt, �� ����
(�� (� ���	� ����	��,
���	�<�:

� �
.

90
7

30
7

3
1

3
1

10
1

3
11

3
1

13
1

3
1

2 3

10

3

10110

3

2
10

3
2

3
12

1
23

2
��

-
.

�
/
0����

-
.

�
/
0 �����

�
����

�

�
�CCC t

tdtt
t

dt

x

dxx

�%�&��%�>: � � .
90
7

2

2

1
23

2
�

�
C x

dxx

��
���� 7. "'!	��	�	 ��������: xdxx sincos
2/

0
C

+

.

?�;�’�;�!!�: &���
 cosx = t, ��(� – sinxdx = dt, sinxdx = –dt.
5	���!	� ��� ������������ (�� ������ t:

t� = cos 0=1;      tb= cos(+/2) = 0.
5	���	� ��(����������	
 �	��� !���� t i dt, �� ����
(�� (� ���	� ����	��,

���	�<�:

� �

.
3
2)01(

3
2

0

1

3
2

0

1

3
2

0

1

2/3
0

1

1
sincos 2

32
1

2/3

2
1

11

0

2/1
0

1

2/1
0

1

2/

0

����

���
�

������
�

CCCC
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tttdttdttdttxdxx
+

�%�&��%�>: .
3
2sincos

2/

0

�C xdxx
+

�
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��
���� 8. "'!	��	�	 ��������: xdx3
2/

0

sinC
+

.

?�;�’�;�!!�: H��!���� ��������	� ��(����������	
 �	���:
sin3x = sin2x�sinx = (1– cos2x)sinx = sinx – cos2x�sinx .

"'!	��	� �������� ��( ����	�� ������
, ����	�9	 
��� ����	��) �	���!��	�
���������� ��( ������ �������:

.sincossinsin 2
2/

0

2/

0

3
2/

0

xdxxxdxxdx CCC ��
+++

"'!	��	� ����	
 �������� �����.

� � ,
3
1)10(

3
1

3
sincos

;1)10(0cos
2

coscossin

1

030

1

2
0

1

22
2/

0

2/

0

2/

0

����������

�����
-
.

�
/
0 �����

CCC

C

tdttdttxdxx

xxdx

+

++
+

(�                                                        t = cos x, dt = –sinxdx.

A�(�                                                 
3
2

3
11sin3

2/

0

���C xdx
+

.

�%�&��%�>: 
3
2

3
11sin3

2/

0

���C xdx
+

.

8.6. C#�
���!!� �
;!���!�=� %!��=���* ����
!�
.

R�7� ������� u(x) � v(x) �� �� ����(��  u (x)  i  v (x)  ����������  ��  ������� [	; b],
�� ������ ������������ !���	��	 (�� �	���!����� ��������� �< �	���(:

.C C��
b

	

b

	

vdu
	
b

vuudv
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��
���� 9. "'!	��	�	 ��������: C
4
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e

xdxx .

?�;�’�;�!!�:

�C
4

ln
e

xdxx

u = lnx du = dx
x
1

 

dv = xdx v  = 2
2x  

.
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44ln8
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4ln81
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������� C

�%�&��%�>: � � .
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���� 10.  "'!	��	�	 ��������:  .
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2 dxxe xC
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8.7. "�#�
$�!% ����
 �#�
���!!� �
;!���!
: %!��=���%�.

5 �	� �	��(���, ���	 �'!	��	�	 �	���!��	
 �������� �� ������) &�)����-
��
'���� �����	�� �'� �����, �	���	�����)�� ���(	 ��'�	������ ����������-
��. 5�� ���	 T�����)���� �� �����	� ������	!�	� ��'�(����. "!��	(��, 7� ��	
(�������� ���� ��(����� [	; b] ���7�  S  ��	������
��� �������� ��'�	���� �����
���7� ��������	�� (“������” ��������	�� �	�. 4�, �� “�������” ��������	��
�	�. 4.'), �������� (�	�. 5) �'� ����'��	 (�	�. 6).

         Y   Y 
     f(x)    

       f(a)            f(b)  

  0      	             b       X      0         	             b      X   

   �	�.4�        �	�.4'. 

          Y    Y  
 
 
 
         f(a)    f(b)   f(a)    f(b) 
 
 
        0     	                  b        X          0      	               b             X   

  �	�. 5   �	�. 6

C��	9�� �������� ��'�	���� ��������:
S�(b – 	)�f(a)  (�	�. 4�);

�
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S ��(b – 	)�f(b)  (�	�. 4');

�
-
.

�
/
0 �

��
2

)()()( afbfabS  (�	�. 5);

��
-

.
��
/

0
��

-
.

�
/
0 �

�
�

� )(
2

4)( bfb	faf
b

	bS  (�	�. 6) .

W�' (�'	�	�� '���9�� ��!����� ��	 �����(����� ���7� S, ������� ��( 	 (� b
���'	��)�� �� n  ����	� !���	� (�	�. 7) (��	 ��'�	����� ����'���	 �������
���'	��)�� �� 2n !���	�).

        Y   
         &=f(x) 
  
  
              f(x i)
  
  
  

    0               x 0    x 1     x 2     x 3   . . .    xi   . . .    x n             X 

        �	�.7 

R�7� (�� ������ � ������	� (�� �	���	����	 ������(�� ��'�	�����, �� (��
���<� ���7� S ���	�<� ��'�	���� ���!���� ���(�������� � �	���(� ��	 ���7
��	������
�	� �������
:

;)(;)(
1

1

0
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�

�

�
�

�
�

n

i
i
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i
i xf

n
	bSxf

n
	bS

� � .)...(2)...(4
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2242123120
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1
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���������
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�
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.
�
�
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0
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��
� H

nnn

n

i
i

n

yyyyyyyy	bS

xfxfxf
n

	bS

/��9� (�� �����	 ������ ����	 ����� “���	�” �� “����	�” ��������	���
��(����(��, ����� – �����	 ��������, � ������� – �����	 H������.
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��
���� 11. "'!	��	�	  �� ������	 ��������	��� �� �������
 C
1

0

2sin dxx

��	 n=10.
?�;�’�;�!!�: /�(��	� ��(����� [0; 1] �� (n=10) ��(��� ��������� !���	�. A�(�

����(�� ��'�	�) ���!��� ��(������������ ������� � ��!��� ���'	���.

" $" $"
2 �"= sin xi

2

0 x0= 0 �0
2 = 0 y0= 0

1 x1= 0,1 �1
2 = 0,01 y1= 0,01

2 x2= 0,2 �2
2 = 0,04 y2= 0,04

3 x3= 0,3 �3
2 = 0,09 y3= 0,0899

4 x4= 0,4 �4
2 = 0,16 y4= 0,1593

5 x5= 0,5 �5
2 = 0,25 y5= 0,2474

6 x6= 0,6 �6
2 = 0,36 y6= 0,3523

7 x7= 0,7 �7
2 = 0,49 y7= 0,4706

8 x8= 0,8 �8
2 = 0,64 y8= 0,5972

9 x9= 0,9 �9
2 = 0,81 y9= 0,7243

10 x10= 1 �10
2 =1 y10= 0,8415

C� ������) “���	�” ��������	��� ��	��:

.2691,06910,21,0)7243,05972,04706,03523,0

2474,01593,00899,004,001,00(1,0)(
1

0

�������

�������
�

� H
�

�

n

i
ixf

n
	bS

C� ������) “����	�” ��������	��� ��	��:

.3525,05325,31,0)8415,07243,05972,04706,03523,0

2474,01593,00899,004,001,0(1,0)(
1

��������

������
�

� H
�

n

i
ixf

n
	bS
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C� ������) �������
 ���	�<�:

3112,07243,04607,03523,02474,01593,00899,004,001,0
2
8415,001,0 ��

-
.

�
/
0 ��������

�
�S .

��� (��������� '���9�� ��!����� !	��� ���'	���� ��(����� ���'� �'���9	�	,
����	���( ����	 n = 20.

8.8. �����
�!� ;�����*��!!� �
;!���!�=� %!��=���*.

C� (������) �	���!����� ��������� ���� ����’������	 ��(�!� ���	�	, ���-
���	 � �.(., ��� ����� �'� �����	�� ����’����	 ���(�	 ����������� �����	�	.
A��, ������� �	���!����� ��������� �	���	�����)�� ��	 ����’������ ��(�! �� �'!	-
������ ���7� �����, ��'��	 ������ �	�	, �	��� ��(	�	 �� ����	������ �������),
9����, ���
(����� ���� �� ��(� ��9	�. I�������� (���� � �	�.

C#�
���!!� &��� &����
: /%=*�.

R�7� ������ ' < ��	������
��) �������<), �� �� ���7�  S6 ���(�� � ������	!-
�	 ����� �	���!����� ��������� �����:

 C�
b

	
6 dxxfS )( .

R�7� � ������ ' �� < ��	������
��) �������<), �� �'!	������ �� ���7� ���-
(	���� (� �(���� � �������	� �	��(���:

�) ��	�� y = f(x)< 0 �� [	; b],

    Y           
  
        y = f(x)   
          
          
    	     b   �  
      I	�. 8	.     

            

Y 

           a             b
 
     &=f(x)

 I	�. 8�.

�

� ���� �	��(�� ���7� ���� �'!	��	�	 �� ������):

;)(C�
b

	
6 dxxfS

') ��7� f(x) = %1(�)+%2(�) �� [	; b],

�
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       Y 

&=%1(x)   y=%2(x) 

        0       a          �           b              � 
  �	�.9 

� ���� �	��(�� (�� �����(����� ���7� �����	 �����(��� ��!�� �, �� �'��	�� ��!�	
�����	�� �������� ������
 &=%1(�) �� &=%2(�), � ���7� �'!	��))�� �� ������):

CCC ���
b

c

c

a

b

	
6 dxxdxxdxxfS ;)()()( 21 %%

�) ��7� ������ �'����� (��� ��	�		 & =f1(x) �� & = f2(x), (f1(x)�f2(x) ��
[	; b]),

   Y      Y
  
  &=f1(x)  y=f1(x)
  
  
  
  
  
 0 	                            b     X         0              	               b              X   
  &=f2(x) y=f2(x)
   I	�.10	.   I	�.10�. 

� ���� �	��(�� ���7� �����	 S6 �����(��� �� ������):

.)()( 21 CC ��
b

	

b

	
6 dxxfdxxfS

��
���� 12. "'!	��	�	 ���7� �����	, �'������ �����'���) xy = 1, ����) 0X
� ���		 � = 1; � = � (�	�. 11).
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       Y 
 
 
 

                    0       1       �      X 

 

         �	�.11.  

?�;�’�;�!!�: 5	���	����9	 ������ �'!	������ ���7� ��	������
��� ��������,
���	�<�:

;1011lnln
1

ln1

1

������� C e
e

xdx
x

S
e

6

�%�&��%�>:  S = 1 ��.�(.

��
���� 13. "'!	��	�	 ���7� �����	 �'������ �����	 & = �2 � &2 = � (�	�.12).

        Y 
        &=�2 
 
 
    &2=� 
 
 
        
          0                   X 
   �	�.12. 

?�;�’�;�!!�: C��
(�� ����	�� ������������, ��'�� �'��	�	 ��!�� �����	��
�������� ������
 & = �2 � &2 = �. ��� ����� ����’���� �	����:

 .2

2

'(

'
)
*

�
�

xy
xy

#�<� (�2)2 = �; �4–� = 0; �(�3–1) = 1; �1= 0, �2= 1.
"���, 	 = 0; b = 1.

�
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"'!	������ ���7� �����	 ���(	���� (� �	��(�� �) ��	 f1(x) = x , f2(x) = x2, ���

� �

,
3
1

3
1

3
2

33
2

32/3

0

1

0

1

0

1

3

31

0

2/31

0

2
1

0

2

����
�
-

.
�
�
/

0
��

������� C CC

xxx

xxdxxdx�dxxxS6

�%�&��%�>: S6 =1/3 ��.�(.

��
���� 14. "'!	��	�	 ���7� �����	 �'������ ����'���	 & = 4–�2;
& = �2–2� (�	�. 13).

Y

 &=�2-2�

 -1 0       2              X
         &=4-�2

I	�.13.

?�;�’�;�!!�: C��
(�� ��� ������������, ��'�� �'��	�	 ��!�� �����	�� ���-
����� ������
 & = 4–�2 � & = �2–2�. ��� ����� ����’���� �	����:

'(

'
)
*

��
��

.2
4
2

2

xxy
xy

#�<�: 4–�2 = �2–2�; 2�2–2�–4 = 0; �2–�–2 = 0,

.2,1;
2

31
2

811
212,1 ���

"
�

�"
� xxx

>����� ���7� �'!	��)<� �� ������)

�
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� � � �� � � �

.9361214)18(
3
2)12(4

2
2

3
24

22422424

1

2

1

2

1

2 23

2

1

1

1

2
2

1

2

1

2
2

1

22

������������

�����������

��
�

�

CCCCC
�

�

����

xxx

xdxdxxdxdxxxdxxxxS6

�%�&��%�>:  S = 9 ��. �(.

C#’H �%��  �#����!!�.

"'’< ����, ���������� �'������� ������� ��� 0X ��	������
��� �������� 	��b,
�'������ ����������) ��	��) & = f(x), ((� 	���b), ��(����� [	; b] ��� 0X �
��(�����	 ���	� � = 	 � � = b (�	�. 14), �'!	��)<���� �� ������):

C�
b

	

dxxfV )(2+ .

   Y 
 �  � 
 
 
   0    	       b        X 
 
  �	�.14 

��
���� 15. "'!	��	�	 �'’< ���� ��(���� R (�	�. 15).
?�;�’�;�!!�: ���� �������� �'������� ������� ��� 0X �����, �'�������

���� �2+&2 = R2 � ������ � ��!���� ����(	��� � ��(���� R.

Y   
  
  
  
    - R         R    X 
  
  
    �	�.15 

5������)!	 �	����) ����� ��(����� ��� ��(	���, ���!���� ���
(�� �����	-
�� 9������� �'’<�:

�
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� �

..).(
3
2

2
1;

3
2

3
3

3

32
1

3
3333

3

3
2

0

2

0

2

0

22

00


�!&�RVRRRRR

xxRdxxdxRdxxRV

k

RRR

k

RR

++++++

++++

��
�

���

������� CCC

�%�&��%�>:  3

3
4 RV k +� (��'. �().

K��:, &��<��!
< �����F.

R�7� ��!�� ����<���� ��������
�� � �� 9�	(����� V = V(t) < ��(�� ������� !���,
�� 9���, ��	
 ���
9�� ��!�� �� ������� !��� t1 � t � t2, �'!	��)<���� �� ������):

C�
2

1

)(
t

t

dttVS .

��
���� 16. A��� ����<���� ��������
�� �� 9�	(����) V = 0,1t3 (V– � /�).
C��
�	 9���, ���
(��	
 ���� �� 10 �.

?�;�’�;�!!�: 5	���	�����)!	 ������, �����(	�:

.)(25010
40
1

410
11,0)( 4

410

0

3
0

102

1

�tdttdttVS
t

t

������� CC

�%�&��%�>: .)(250�S
��
���� 17. >�	(����� ����, 7� ����<���� ��������
�� (�����)< V = (4t–t2)

(V– � /�). "'!	��	�	 9���, ��	
 ���
9�� ���� ��( ��!���� ���� (� ���	��	.
?�;�’�;�!!�: 5 ���� ���	��	 9�	(����� ���� (�����)< ���), ��'��

4t–t2= 0, t(4–t) = 0, t1 = 0; t2 = 4.
"���, ���� ���	�	���� !���� 4 �.
>���, ��	
 ���
9�� ���� �� ��
 !��, �'!	��)<� �� ������):

 
� � ������ CCCC

4

0

2
4

0

4

0

2 44)(
2

1

dtttdtdtttdttVS
t

t

.)(
3
210

3
1213264

3
1162

0

4

3
0

4

2
4

32
�tt

���������
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�%�&��%�>: .)(
3
210�S

?�#��� �
�
.

R�7� ����� �	�� F= F(x) (�< � ������� ��� 0X, �� ��'��� �	�	 �� ��(�����
	���b �'!	��)<���� �� ������):

.)(C�
b

	

dxxFA

��
���� 18. "'!	��	�	 ��'��� �	�	, ��� �����'�� ��	 ��	������ ����	�	 ��
0,08 , ��7� (�� ��	������ �� �� 1 �, �����'�� �	�� 10&.

?�;�’�;�!!�: C��(�� ������ %���, �	�� F, ��� �������< !	 ��	���< ����	�� �� �
�����, (�����)< F = kx, (�  k – �������<�� ��������
�����.

"���, 10 = k�0,01, ��'�� k = 1000, ���(�	 F = kx =1000x.
>����� ��'��� �����(	� �� ������):

).(2,3
2

0064,01000
2

1000100)(
0

08,0208,0

0

[�xxdxdxxFA
b

	

����� CC

�%�&��%�>: ).(2,3 [�A �

��
���� 19. H	�� 196,2 & �������< ����	�	 �� 18 �. R�� ��'��� ���� �	����<?

?�;�’�;�!!�: C��(�� ������ %��� F= kx, ���(�	 � �,&1090
18,0

2,196
���

x
Fk

F= 1090�. C����(	� 9����� ��'���:

).(7,170324,0545
2

10901090
0

18,0218,0

0

[���dxA ����� C

�%�&��%�>: ).(7,17 [�A �

��
���� 20. ��� ��	������ ����	�	 �� 3� ���'��(�� �	�����	 ��'��� � 16��.
&� ��� (���	�� ���� ��	����	 ����	��, �	�����9	 ��'��� � 144��?

?�;�’�;�!!�: C��(�� ������ %���, F = kx; ��(�

 ).(
2

0009,0
2 0

03,0203,0

0
1 [�kk�k��dA ��� C

�
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A��, 7� �1 = 16��, ��

� � ./
9

320000
0009,0
32,16

2
009,0 ���(�	 ��kk

���

"���, F = (3200/9)x.
���� ��	��:

2
2

0
2 9

160000
29

320000
9

320000

0
	��dxA

a	

���� C .

@�� �2 = 114 ��, ��'��:

)(09,0,0081,0,
160000

1449,114
9

160000 222 ��				 ��
�

�� .

�%�&��%�>: /���	�� ���� ��	����	 �� 9 �.

�
�� �
��* �%�
!
.

H	�� �	��� � ��(	�	 ����	��)�, ��  ����	������ �����	��, �������� � ��(	��,
�'!	��)<���� �� ������):

C�
b

	

Sdxg� .,

�� g = 9,81/�2– ��	�������� �������� ��(����, S – ���7� �����	��	, � ��	'	��
��������� �����	��	 ���)<���� ��( 	 (� b.

��
���� 21. "'!	��	�	 �	�� �	��� ��(	 �� �(�� �� ������ ��������, (���	��)
30 � � �	����) 20 �.

?�;�’�;�!!�: H����� �������� �< ���� ��������	��, ��� S = 0,3�, (�
0 ��� ��0,2. %���	�� ��(	 (�����)< 1000 ��/3. A�(� �	�� �	��� ��(	 �� ������ ������-
��, �'!	��)<���� �� ������):

)(86,5802,03,09810
2

3,098103,081,91000
0

2,022,0

0

�xxdxSdxg�
b

	

��������� CC, .

�%�&��%�>: )(86,58 �� � .

��
���� 22. "'!	��	�	 �	�� �	��� '���	�� �� �����	 �	���(�	!���� '���  �	-
����) 3  � ��(���� �����	 1 .

?�;�’�;�!!�: /��7� �������� �����	 �	���(�	!���� '��� S = 2+Rx = 2+x, (�
0��� 3. %���	�� '���	�� – 800 ��/3. A�(� �	�� �	��� '���	�� �� �����	 '��� '�(�:

�
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.)(22000097848
2

27848281,9800
0

23

0

2
�x�dx� �������� C +++

�%�&��%�>: ).(102,2 5 �� ��

��
���� 23. "'!	��	�	 �	�� ��(	 �� �������� � ��� ����	������ ��	����� ���-
��	���, � ������) 6  � �	����) 2 , �����)!	, 7� ���9	�� ��	����	�� ���	�� ��
�������� ��(	, � ������ ���������� �
 (�	�. 16).

  � 
 
 
         �                    N 
         E 

          A          D            C 
  �	�.16. 

?�;�’�;�!!�: &���
 NM – 9	�	�� �����	��	 �� ����� �� = �. C ��(�'����� ��	��-
��	��� ��� � ��N, �����(	�

,
BD
BE

AC
�N

�  �'� .3
2

6 xx
BD

BEACMN ��
�

�

5	���	����9	 ������ �(���	�:

)(7848089810
0
2

9810
0
2

3
39810381,91000 3

32

0

�xxxdxSdxg�
b

	

���������� CC, .

�%�&��%�>: )(78480 �� � .

8.9. "������
�% %!��=���
.

��������	 � ������!��		 ���	 ������������ �'� ��( ������
, ��� �)�� ��-
����!��	
 ����	� ���	��)�� !������
�

.

&������	�� ��������	 ; !���%!��!

 �$�
 ������������ �	���!�)�� �����-
��	 !	��:

�
��� 8. ����	����^ ����_�	



163

( ) lim ( ) ;

( ) lim ( ) ;

( ) lim ( ) lim ( ) ;

b

b
a a
d b

a
a
c

a c

f x dx f x dx

f x dx f x dx

g x dx f x dx f x dx
�

& �

�

��

���
��
�

��� ��
��

�

�

� �

C C

C C

C C C

(� � – (������� (�
��� !	��� .
&������	�� ��������	  ��( ������
 ; !���%!��!

 ��;�
��
  ����� �	���!�)��

!���� ����	!�	
 ������(.
R�7� ������� ����	��� �� �(��� � ������ ��(����� ������������, ����	���(, �

��!�� �=b, ��

0
( ) lim ( ) ;

b b

a a

f x dx f x dx
6

6

�

�
�C C

��7� �  ������� ( )f x  �< '�����	
 ����	� � ��!�� � = � , (� [ ; ]c a b2  � ����������
� ���� ��9	� ��!��� ����� �������, ��

0 0
( ) lim ( ) lim ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx
6

6 6
6

�

� �
�

� �C C C .

R�7� ��	��(��� �	7� ����	�� ����)�� (�� ����������� ���������, �� 
���
���	��)�� ;#%$!
; ��7� � ����	�� �� ����)�� – ��;#%$!
.

"������	 �'!	������ ����	�� – ���(������ ��'���, �� (����	   (�� ����-
�������� �'�������  �������	���� ��������� ���� ����	����	�� �;!���F &��%�-
!�!!�:

C;!��� &��%�!�!!�: &���
 ( ) ( )f x F x�  ��	  x a� .A�(�, ��7�  ( )
a

F x dx
�

C

�'���	
, �� 
 ( )
a

f x dx
�

C  '�(� �'���	.
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��� 8. ����	����^ ����_�	

%�����	!��, � ���������
 �	���� ����(	���, �������	�	
 �������� – �� ���-
7� ��	������
���  �������� � ������!���) ������)  �'� “�� ����	���” ������.

��
���� 1: "'!	��	�	 ��������  2
2

1 dx
x

�

C .

?�;’�;�!!�: +� �������	�	
 �������� � �������) ���) �����) � . C��(�� �
����!����

2 1
22 2

2 2 2

1 1 1 1 1lim lim lim ( ) lim
2 2

b b
b

b b b b
dx dx x dx x

bx x

�
� �

�� �� �� ��

0 .� � � � � � � �� �
/ -C C C

"���, �������� �'���	
.
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��
���� 2: "'!	��	�	 ��������   
1

0

ln xdxC .

?�;�’�;�!!�: +� �������	�	
 ��������, '� ������� lny x�  ���	���!��� �

�. 0x �  �  0
limln
x

x
�

� �� . C��(�� � ����!����

1

0

ln xdxC =
1

0
lim ln xdx
6

6
� C .

"'!	��	�  

1
ln xdx

6
C  !���	��	:

� � � �
1 1

11

0

1lim ln ln ln 1 lnxdx x x x dx x x x
x6 66

6 6

6 6 6
�

� � � � � � � � �C C .

u = ln x du = 1 dx
x

dv = dx v = x

"���,
1

0 0 0 0

0 0
2

lnlim ln lim( 1 ( ln )) 1 lim ln 1 lim
1

1

1 lim 1 lim 1
1

xdx
6 6 6 6

6

6 6

66 6 6 6 6

6

6 6

6

� � � �

� �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � �
�

C

.

/�	 �����(����� ����	�� 0
lim ln
6

6 6
�

  ����������� ����	�� ��������.

�%�&��%�>: 
1

0

ln 1xdx � �C .
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8.10. �&���
:

1. ��
�� ����!���� �	���!����� ���������.
2. /�������
�� ������� �����	����� �	���!����� ���������.
3. 5 !�� ������< ������	!�	
 ���� �	���!����� ���������?
4. &��	9��� ������ (�� �	���!����  ���7� ������� �����	 � (������) �	���-

!����� ���������.
5. C� ��		 ������	 �����(	���� �'’< ���� �'�������?
6. &��	9��� ������ (�� �'!	������ 9����, ���
(����� ����.
7. &��	9��� ������ (�� �'!	������ ��'��	 ������ �	�	.
8. C� ���) ������) �'!	��)<���� �	�� �	��� ��(	�	 �� �����	���?
9. "'!	����� �'’< ����, ���������� �'������� ������� ��� 0X �����	, �'�-

����� ����'���) &2 = �, ����) � = 2, ����) 0X.
10. "'!	����� �'’< ����, ���������� �'������� ������� ��� 0X �����	, �'�-

����� ����'���) &2 = �, ���		 &= 1, & = 4, ����) 0Y.
11. A��� ����<���� ��������
�� �� 9�	(����) V = 2+4t3 (V – � /�). "'!	�����

9���, ��	
 ���
9�� ���� �� ���9� 3 �����(	.
12. R�� ��'��� �����'�� �	�����	, 7�' ���������	 ����	�� �� 6 �, ��7� �	��

� 1& �������< �� �� 1 �?
13. "'!	��	�	 �	�� �	��� ��(	 �� ����	�����	
 ��������	
 9�)� � ������)

18  � �	����) 6 .
14. "'!	��	�	 �	���!��� ��������	

15. �) C �
3

2

2 )13( dx
x

x ;                           ') C
2

1

lne

dx
x

x
; �) C

4

ln
�

xdxx .

16.  �) C
8

1

3

2
7 dxxx

;           ') C
�

��

1

1
2 52xx

dx
; �) C

1

0

arcsin xdx .

17.  �) C
�

��
2

1
3

2 )143( dx
x

x ;           ') C �

4/

6/
2sin

+

+ xctgx
dx

; �) C
2/

0

cos
+

xdxx .

18.  �) C �
8

0
3 2

)1
3

1( dx
x

;           ') C
�

�
+

+

xdxx 7sin5sin ; �) C
1

0

xarctgxdx .

19.  �) C ��
4

1
2 )8

2
92( dx

x
xx ;            ') C

�

�
2/

2/

7cos2cos
+

+

xdxx ; �) C
�

xdx
1

2ln .

�
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20.  �) C
��

3

1

3
)

3
9124(

e

dx
x

xx ;           ') C
�

�
2/

2/

4sinsin
+

+

xdxx ;                  �) C �
1

0

dxx� � .

21.  �) C
��

2

1
2 )21( dx

x
xx ;         ') C ��

2/

0

cos1sin3
+

xdxx ;  �) C �
2ln

0

dxxe x .

22.  �) C �
4/

6/
2 )

sin
1(cos

+

+

dx
x

x ;          ') C ��
+

+

2

2/3

sincos1 xdxx ;  �) C
�

e

dxx
/1

ln .

23.  �) C �
6/

3/
2 )

cos
1(sin

+

+

dx
x

x ;           ') C �

3/

2/
cos3

sin
+

+

dx
x

x
;  �) C

+

0

sin xdxx .

24.  �) C ��

6/

6
42 sin4sin41

+

xx
dx

;    ') C �

2/

0
sin2

cos
+

x
xdx

;                 � ) C
1

0

arccos xdx .

25.  �) C �
3

1

)21(2 dxxx ;        ') C �

3/

2/
cos1

sin
+

+
t

tdt
;                 �) C

+2

0

arctg xdx .

26.  �) C �
5

4

3)4( dxx ;        ') C �
6/

0

sin cos
+

xdxe x ;                     �) C
3

0

arctg xdxx .

27.  �) C
�

���
3

2

23 )1234( dxxxx ;     ') C
1

0

2
xdxe x ;                                 �) C

�

xdx
1

2ln .

28.  �) C
�

�
0

1

3 )2( dxxx ;        ') C
3

3
2

0

23 dxxe x ;                  �) C
2

1
5

ln dx
x

x
.

29.  �) C �
4

1

)1( dx
x

x ;        ') C
4

1

dx
x

e x

;                                  �) C
4/

0

2
+

xdxxtg .
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30.  �) C
�

9

1

1 dx
x

x
;           ') C

3

3
1

3 dxxe x ;         �) C
1

0

2)(arcsin dxx .

31.  �) C
�

�
2/

2/

)sin(cos
+

+

dxxx ;           ') C
2

1

ln
e

dx
�
x ;        �) C

2

1
2log xdxx .

32.  �) C �
3/

6/
22 )

sin
1

cos
1(

+

+

dx
xx

;         ') C
1

2
1

2

1

dx
x
e x

;                        �) C
3

4
2sin

+

+

dx
x

x
.

33.  �) C
�

�
4/

4/
2 )sin

cos
1(

+

+

dxx
x

;           ') C
�

�

0

1
3

2

41 x
dxx

;        �) C
�

�
1

0

)1ln(
e

dxxx .

34.  �) C
�

2/3

2/1
21 x

dx ;           ') C
�

3ln

2ln
2 1x

x

e

dxe
;         �) C

e

xdxx
0

3ln .

35.  �) C �

3

0
21 x

dx ;           ') C
�

�

5,0

5,0 91
3

x

x dx
;         �) C

+

1 2
sin dxxx .

36.  �) C
4/

0

2cos
+

xdx ;           ') C
e

dx
x

x

1
5
lnsin

;         �) C
+

0

3 sin xdxx .

37.  �) C
4/

0

4sin
+

xdx ;           ') C
�

��

3ln

3ln
xx ee

dx
;         �) C

2

0

2 cos
+

xdxe x .

38.  �) C
�

�
1

1
2 )1( dx

x
e x ;           ') C �

5,0

0

sin cos xdxe x ;          �) C
2

0

2 cos
+

xdxx .

39.  �) C ��
2

1

2 )1( dxx
x

e x ;           ') C
�

�4/

4/
2cos

tg1+

+

dx
x
x

;        � ) C
1

0

23 dxex x .
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"'!	����� ���7� �����	, ��� �'����� �����	.
40. � – & + 2 = 0; & = 0, � = –1, � = 2.

41. 2� – 3& + 6 = 0; & = 0, � = 3.

42. � – & + 3 = 0; � +  & = 0,  & = 0.

43. � – 2& + 4 = 0; � +2& – 8 = 0;   & = �2, & = 0, � = 0, � = 3.

44. y = x2;   y = 0;  x = 0, x = 3.

45. y = 3x2;  y = 0;  x = –3, x = 2.

46. & = �2 + 1;  & = 0,  � = –1, � = 2.

47. & = 0,5�2 +  2;  & = 0, � = 1, � = 3.

48. � = – 3
1

�2 +  3; & = 0, � = 0, � = 3.

49. y2 = x;  y � 0, x = 0, x = 3.
50. & = –�2 +  2x+ 8;   & = 0.

51. y = – 9
2

x2 + x; y = 0.

52. y = –x2 + 6x – 6; y = 0, x = 2, x = 3.

53. & = x
1

; & = 0, � = 1, � = 3.

54. & = x
2

; & = 0, � =2, � = 4.

55. y = cos x; y = 0, x = 0, x = 2
+

.

56. y = tg x; y = 0, x = 0, x = 4
+

.

57. y2 = 4x; x = 1, x = 9.
58. y2 = 9x; x = 4.

59. y = sin x; y = 0, x =  – 2
+

, x = +.

60. y = sin x; y = 0, x = 0, x = 2 +.

�
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61. y = x2;  y = – 3.
62.y = x2;  y = 2x + 8.
63. y = x2;  y = x + 2 .

64. & = – 2
1

�2 –  4x + 10; & = � + 2.

"'!	����� �'’< ���, �������	� �'������� ����� ������� ��� ��, �'����	�
�������	 ������


65. y = x2;  y2 =x.
66. & =  

10

4x
; & = 0, � =2;

67. y = sin x, y = 0, x < [0; +];

68. y = 3x – x2; y = 0;

69. y = x2, y = 0, x = 2;

70. y = 10 – x2, y = 0;

71. y = x3, y = 0, x = 1;

72. y = arcsinx, y = 0, x = 1;

73. y = 2x – x2, y = 0;
74. >�	(����� ���� ��!�	 v = (24t – 6t2) /�. C��
(���:  �) 9���, ���
(��	
 ��!��)

�� 3 � ��( ��!���� ����; ') 9���, ���
(��	
 ��!��) �� ����) �����(�; �) 9���, ���
-
(��	
 ��!��) ��( ��!���� ���� (� �� ���	��	.

75. ��� ���� ��!��	 �����	�� �(��!���� � �(��<� ��!�	 � �(��� ������ ��
����
. /��9� ���� ����<���� � 9�	(����) v = (4t +5) /�, (���� – � 9�	(����)
v = (6t2+2t) /�. &� ���
 ��(����� �(�� ��( �(���� ���	 '�(��� !���� 5 �?

76. A���, �	���� � �������� C��� ����	������ ����� � 9�	(����) v = (39,2 – 9,8t) /�.
C��
�	 ��
'���9� �	���� ��(������ ����.

77. /���	�� �������<���� �� 0,02  ��( (�<) �	�	 60 &. R�� ��'��� �	����< ��
�	��, �������)!	 ����	�� �� 0,12 2.

78. /���	�� � �����
��� ����� �< (���	�� 0,1 . H	�� � 20 & �������< �� ��
0,01 . R�� ��'��� ���'� �	�����	, 7�' �������	 �� ��( 0,12  (� 0,14 ?

79. +	���(�	!�	
 ������ ��������� ���<). "'!	����� �	�� �	��� ���� �� '�!��
�������) �������, ��7� 
��� �	���� �=0,08  � ��(��� �����	 R = 0,04 . %���	�� ����
900 ��/3.

80. "'!	����� �	�� �	��� ��(	 �� (�� � �����	 ��������, ������	 ����� 0,8�0,5�0,3.
@������ (������ ��������	
 ��(�).

�
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�����(	�	 �'������� �������	�	� ����������.

81.  a) 3

0

xxe dx
�

�C ;                b) 
2

3
1 1

x dx
x

�

�C ;           c)
2

ln x dx
x

�

C ;

82.  a) 4
3 9

xdx
x

�

�C ;              b) 
2

2
0 ( 1)

dx
x �C ;           c) 

1

0

lnx xdxC ;

83.  a) 
2

3
1 1

x dx
x

�

� �C ;              b) 2
0 4

xdx
x

�

�C ;           c) 
1

0

ln xdxC ;

84.  a) 
43

0

xx e dx
�

�C ;                b) C
�

�1
6

2

1
dx

x
x

;                   c) C
�

� �1
3

2

1
dx

x
x

;

85.  a) C
�

�

0

2 dxxe
x

;                b) 
2

2 2
0 ( 1)

xdx
x �C ;           c) 

6

23
2 (4 )

dx
x�C ;

86.  a) 
0

xe dx
�

�C ; b) 2 1
dx

x

��

�� �C ;            c) 
1

0

dx
xC ;

87.  a) 
2

2
0 4

xdx
x�C ;                 b) 3

1

ln x
x

�

C .
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?C���A 9. ��'�?�"O��AU"� ?��"E""E

9.1. C�!��!% &�!����.

*��	!�� �����	 !���� ��	��)�� ����� ������(��9���� �� ���	!	��	,  7�
��������	��)�� ������ 9�	(����) �� ��	�������� ���	 �	� ���	!	�. #����-
�	!�� ���� �����	 ���	��)�� �� ������(��9���� �� �������	 �� �� ����(�		. R�7�
�������, ��� ��	��< ���	!�	
 ������ ����(��, �� ���	�<� ��������, ��� ���	��-
)�� (	�����������	. "���, �	�!���� (���	� ���	!�	� �������� ��� '��	 �����-
�� (����(����� ����’����� (	�����������	� �������.

�
/���!+%��>!
 �%�!�!!� n-�� ����(�� ���	��)�� �	��� F(x,y,y ,y  ...y(n))=0,
(� � – ��������� �����, & – ����(�� �������, & , &  ,..., y(n) – ����(�� ����(��� �������.

?�;�’�;�� (	�������������� �������� ���	��)�� '�(�-��� ������), ��� ��	
��(�������� �� � ��������  ��������)< 
��� � ����������.

������� (	�������������� �������� ���	��)�� ����(�� ��
����9�� ����(-
���, ��� ���(	�� � �� ��������.

"�&�
����,

�) & +2& = sinx – �������� � ����(��;
') &  +& –2 = 0;
     &  +ytgx = 0 – �������� �� ����(��;
�) &   +&   = &�&  – �������� ��� ����(��.
I���’���	 (	�����������	� ������� 9���)�� �� (������) ������������.

"�&�
����:
�) ����’���� (	�������������� �������� � ����(��

& �– 2� = 0 <:
&  = 2�,

.2 2 Cxxdxy ��� C
') ����’���� (	�������������� �������� �� ����(�� &  �– 2� = 0 <:

1
22 Cxxdxy ��� C ,

� � 21

3

1
2

3
CxCxdxCxy ����� C .

C ����(��	� ��	���(�� �	(��, 7� (	������������ �������� �)�� �� �(	�, �
'����! ����’�����, ��� �	���!��� � ��!����) (� �����
�	�.

����(���, 7� ����’���	 �������� n-�� ����(�� �������� ��( n (������	� ����	�
C1, C2, ... Cn.

�
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   Y 

      &0  �(�0, &0) 

       0        �0          X 

�	�.1 

��=��>!
 ��;�’�;�� (�������	 ���������) (	�������������� �������� ��-
�	��)�� ���� ������), ��� ��������)< (��� �������� � ���������� � ���	�� ������	
��������	�  (������	� ����	�, ��	
 ����(�� ����� ��������.

/����� �����(����� ���������� ����’���� ���	��)�� ������������ (	�����-
��������� ��������.

%�����	!��, ��������� ����’���� (	�������������� �������� ��(����(�<
���������� (���
����) ���� ����������	� ��	�	�.

R� ��	���(, ��'���	� �����!�� ����’���	 (	�������������� ��������
& �–�x�����(�	�.1).

/�����	� ��(�!�: ����( ���� ����’����� (	�������������� ��������, ���
�	 ��
,
��	
 ��(��������	� ����� ���	. A��		 ����	 ����� '��	 ���!���� �������
�� �� ����(�	� � ���������
 ��!��. ��� ����(����� ��	���(� (�	�. 1), �� ����!�<, 7�

����( ���� ����������	� ��	�	� ���'� �	'���	
��, ��� �����(	�� !���� ��!�� � ����(	����	
(�0; f(x0)).

��������))!	 ������� ���(�� �������
��!������� ���	.

��������

 *���
 ���	��)��  ���!��-
�� ������� �� �� ����(�	� � ��(���
 ��!�� �0.

I���’���� (	�������������� ��������,
��	
 ��(�������< ��(��	 ��!�����	 ����
���	��)�� �������
 ��;�’�;��, � ��(�!�
�����(����� !��������� ����’���� – ;�����F
	�@%.

C����(����� ���������� ����’���� ���	�� �	9� (�� ����	� �	��� (	�������-
����	� �������. I�������� (���� � �	�.

9.2. �
/���!+%��>!% �%�!�!!� ; �%������F��!

 ;%!!

.

C������	
 �	���( ������ ��������:
�(�)V(y)dx+X1(x)V1(y)dy = 0,

(� �(�), �1(�) ������� �����	 ��( �, � V(y), V1(y) – ������� �����	 ��( y.
/�(��	�9	 �'	(�� !���	�	 �������� �� (�'���� �1(�)�V(y), ���	�<� ��������

� ��(�������		 ����		:

� �
� �

� �
� � 01

1
�� dy

yV
yVdx

��
��

.

C������	
 �������� ����� �������� �< �	���(:

� �
� �

� �
� � 01

1
�� CC dy

yV
yV

dx
��
�� .
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%����&�

�. R�7� � = 	,  & = " < ����’����	 �������� �1(�)V(y)= 0, �� �������
� = 	, & = " '�(��� ����’����	 (	�������������� �������� ��	 ����, 7� ��	 �	�
���!����� � � & �������� �� ����!�< !	������� �����. %�����	!�� �� ����’���	
���(������)�� ��'�) ����, ���������� ��� ����(	���.

��
���� 1. I���’����� �������� ydy = xdx. C��
(��� !������	
 ����’���� ��	
���� & = 4, ��7� � = –2.

?�;�’�;�!!�: +� �������� � ��(�����)���		 ����		. �������)!	 �����(	-
� �������	
 ����’���� ��������:

�xyxdxydy ���C C 22
;

22
.

��� �(������� '���9 �������� �� ����) ���������� ����’���� �����
�� ���-
�� � �����
 !���	�� ���(����	� � �	���(� �/2, ��(� &2 = �2+�. /�(����	�9	 � ������-
�	
 ����’���� ���!���� & = 4 � � = –2, ���	�<� 16 = 4+�, ���(�	 � = 12. "���,
!������	
 ����’���� �������� &2 = �2+12.

��
���� 2. I���’����� ��������: 2�sinydx+(x2+3)cosydy = 0; ���
�	 !������	


����’���� ��	 ���� & = 2
�

, ��7� � = 1.

?�;�’�;�!!�: /�(��	� ����	
 !��� �������� �� (�2+3)siny:

0
sin

cos
3

2
2 ��

� y
ydy

x
xdx

 .

�������)!	 �����'� ��(�������	, �����(	�

12 sin
cos

3
2 C

y
ydy

x
xdx

��
� CC  ,

� � � � 1
2

12

2
sinln3ln;

sin
)(sin

3
)3( CyxC

y
yd

x
xd

�����
�
�

CC .

/���� �������)����� ���	�<� (�2+3)�(siny) = 1ce , �'� (�2+3)�(siny)=�.
"������	, (�2+3)�siny = 0 ��	 siny =0, � ��	 ���� ���!���� (	������������  ���-

����� �� ����!�< !	������� �����, �� siny = 0 – ����’���� ��������. @�� ��� ���(	��
� ���
(��	
 ����’����  (�2+3)�siny=� ��	 �=0, ���!	��, �������	
 �������� ��������

�< �	���( siny = 
32 ��

� . /�(����	�9	 � �������	
 �������� ���!���� & = 2
�

 � � = 1,

���	�<� 1= �/4, ���(�	 � = 4. B������	
 ����’���� �������� �< �	���( 
3

4
2 �

�
x

y .
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��
���� 3. I���’����	 �������� (1+��)&&  = ��. C��
�	 !������	
 ����’���� ��	
����: & = 1, ��7� � = 0.

?�;�’�;�!!�: "������	 ,
dx
dyy �  ��  ,)1( xx e

dx
dyye ��  ���(�	

(1+��)ydy = exdx, )1(ln
2

2
xe�&

�� .

/���� �������)����� ���	�<�: )1(2/2 xy e�e �� .
/�(����	� � �������	
 ����’���� &=1 � �=0. "��	�<�

  �ee�e 2),1( 02/1 ��� .

C��(�	 
2
e� � . "���, !������	
 ����’���� �������� ��	 ��9	� ����� �< �	���(:

� �xy eee �� 1
2

2/2
, �'� � �xy eee �� 12 2/2 .

9.3. A%!%<!% �
/���!+%��>!% �%�!�!!� &��@�=� &�����*.

C������	
 �	���( ������ ��������:
y +f(x)y = g(x) ,

(� f(x), g(x) – ��(��� �������.
/�	 g(x) =0 (��� �������� ���	��)�� ����
�	 �(����(�	 (	�����������	

��������. 5��� �< �	���(:
y  = f(x)�&,

� ����’���<���� ���(� ��(��������� ����	�.
R�7� f(x) =0, �� �(���	� ��������

y  = g(x) ,
��� ����’���<���� �����	 ������������.

"(	� � ���(��  ����’���� ����
���� (	�������������� �������� ������< � ���-
(���� ����	 ����(��� ������� &(�) �� (�'���� (��� ����(�	� ������
 u(x) �� v(x).
A�(� ���� �����(����� ����’���� ��������:

– ��(����	� (�'���� u(x)�v(x) � ��������:
(uv) +f(x)(uv) = g(x), u v+uv +f(x)uv =g(x);

– ������<� ���	��� (�(���	:
u v+u(v +vf(x)) = g(x);

– ������) v(x) 9����	�� � ���	 v +vf(x) = 0;
– ���
(��� ������) v = v(�), ��(����	� � ��������, �(���	� u �v(�)=g(x);
– � ���������� �������� ���
(�� ������) u = u(x) +c;
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– ���	9�� �������	
 ����’���� �������� �� (�'���� ���
(��	� ������
 :
y = v(x)�(u(x)+c).

��
���� 4.  C��
�	 �������	
 ����’���� (	�������������� ��������
y �– yctgx = sinx.

?�;�’�;�!!�: ���� �������� < ����
�	. &���
 y = uv, ��(� y = u v+uv  � ��������
��'�(� �	���(�

u v+uv –uvctgx = sinx,
�'�

u v+u(v – vctgx) = sinx.
C��
(�� ������) v � ���	 v � – vctgx = 0. A�(� (�� ��9��� u ���	�<�

�������� u v = sinx.
 I���’���� �������� v – vctgx = 0, ���	�<�:

,sinlnln,ctg,0ctg xvxdx
v
dvx

dx
dv

����  v = sinx.

 /�(����	�9	 ���!���� v � �������� u v=sinx � ����’���)!	 
���, ���
(�� u:
u sinx = sinx, u  = 1, du = dx, u = x+C.

"���, �������	
 ����’���� �������� �< �	���( y = (x+C)sinx.

��
���� 5. C��
�	 !������	
 ����’���� (	�������������� ��������
2222 ����&& ��� ��	 ����: & = 0, ��7� � = 0.

?�;�’�;�!!�: &���
 & = uv, ��(� y  =u v+uv . I������� ��'�(� �	���(�
2222 ���xuvuvvu ��� � , �'�  222)2( ���xvvvu ��� � . &���
 v +2xv = 0, ��(�

xdx
v
dvxv

dx
dv 2,2 ���� .

�������)!	, ���	�<� lnv = –x2, �'�  
2xev ��  .

/�	  
2xev ��  �������� ��	� �	���(:

dxxdux
dx
duexeu xx 222 2,2,2

22
��� �� , ���(�	  Cxu �� 3

3
2 .

C������	
 ����’���� (����� (	�������������� �������� �
-
.

�
/
0 �� � Cxey x 3

3
22

.

/�(����	�9	 �  �������	
 ����’���� ��!������ ���	, ���	�<�:  0 = �0(0 + �), ���(�	

� = 0. "���, !������	
 ����’���� (����� �������� ��	 ��(���
 ����  
23

3
2 ��xy �� .
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9.4. A%!%<!% ��!��%�!% �
/���!+%��>!% �%�!�!!� ��*=�=� &�����* ; &���%<!

 ��-
�/%+%H!��
.

����
�	 (	�����������	 �������� (������ ����(�� � �����
�		 �������<-
���	 ���	��<���� �������� �	(�:

&  +py +qy = f(x) ,
(� p i q (���� !	���.

R�7� f(x) = 0, �� (	������������ �������� ���	��<���� ����
�	 �(����(�	 �
�< �	���(:

&  +py +qy =0.
H�����(�	�� ������: ��7� &1 � &2 !������� ����’���	 ����
���� �(����(����

(	�������������� �������� (������ ����(�� � �����
�		 �������<���	, ��	!��
&1 / &2  $ �onst,  �� ������� & = �1&1+�2&2  (� �1 � �2 – �����
�� �����, < �������	
����’���� ����� ��������.

C��
(�� ���� ������� y1, &2, ��� ����������� ��(��� (	������������ �������� �
���������� � ��(��������� ���	 �����	. &		 '�(��� ������� �	(� & = �kx .

��
���, ��(����	�9	 � �������� ���	�<�:
(�kx)  +(�kx) �p+q(�kx) = 0,
k2 �kx+k �kx� p+ �kx�q = 0,

�kx(k2+kp+q) = 0.
"������
 �	��� ��������	���� � ����, ��7�

k2+kp+q = 0.
I������� k2+kp+q = 0 ���	��)�� :�������
��
�!
.
5��� �	���!�< �� ���!���� k,  ��	 ��	� ������� & = �kx  < !������	 ����’����

����
���� �(����(���� (	�������������� �������� (������ ����(�� � �����
�		
�������<���	. #���	��  �������� �	��(�	:

 ��
���� 6. C��
�	 �������	
 ����’���� (	�������������� ��������:

� 
�/� 

������ 
��������	��	!
���� �������� 

B���	��� ����’���	 
(	�������������� ��������

C������	
 ����’���� 
(	�������������� �������� 

1 k1 $ k2 xkxk �&�& 21
21 , ��  xkxk eCeCy 21

21 ��  

2 k1 = k2 xkxk x�&�& 21
21 , ��  )( 21

1 xCCey xk ��  

3 & " ��� 
y1 = �& x cos� x 

 
y2= �& x cos� x 

y = �& x (C1cos�x+C2sin�x) 

&  –5& +6& = 0 .
?�;�’�;�!!�: H���(�� ��������	��	!�� �������� � ���
(�� 
��� ������:
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k2 – 5k + 6 = 0,      D = 25 – 24 = 1,

;2
2

15
1 �

�
�k  3

2
15

2 �
�

�k .

������ ��������	��	!���� �������� < (�
��		 � ����		, ��� &1 = �2x, &2 = �3x –
!������� ����’���	, � & = �1 �

2x + �2 �
3x – �������	
 ����’���� (	��������������

��������.
��
���� 7. C��
�	 �������	
 ����’���� (	�������������� ��������:

&  +4&+4& = 0 .
?�;�’�;�!!�: O�������	��	!�� �������� k2+4k+4 = 0, �'� (k+2)2 = 0 �< (�
���

������ k1 = k2 = –2, ��� &1 =  �
–2�, &2 = ��-2� – !������� ����’���	, � & = �-2�(�1+�2�)

�������	
 ����’���� (	�������������� ��������.
��
���� 8. C��
�	 �������	
 ����’���� (	�������������� ��������:

&  +6& +13&=0 ,
?�;�’�;�!!�: H���(�� ��������	��	!�� �������� � ���
(�� 
��� ������:

ikiik

Dkk

23;23
2

46
,1613436,0136

21

2

������
��

�

��������

������ ��������	��	!���� �������� < ��������� – �������		, ���
&1 = �-3�cos2x,  y2= e-3x sin2x – !������� ����’���	, � y=e-3x(C1cos2x + C2sin2x) – ��-
�����	
 ����’���� (����� (	�������������� ��������.

��
���� 9.  C��
�	 !������	
 ����’���� (	�������������� ��������
&   –2&  +& = 0 (�� ��!������� ���	  &(0) = 4;   & (0) = 2.

?�;�’�;�!!�: O�������	��	!�� �������� k2 – 2k + 1=0, �'� (k – 1)2= 0 �< (�
���
����� ������ k1= k2=1, ��� &1= ��, &2= ��� – !������� ����’���	, � & = ��(�1+�2�) –
�������	
 ����’���� (����� (	�������������� ��������. ��� �	���!���� !���������
����’���� ���!���� ���
(�� ����(�� & �������� & = ��(�1+�2�):

&  = ��(�1+�2�) + (��) (�1+�2�) = ���2+��(�1+�2�) = ��(�1+�2+�2�).
A���� ��(����	� ��!������ ���	 � �	���	 (�� & � & :

'(

'
)
*

��
��

)�(��
��

21
0

1
0

2
4

 �'� 
(
)
*

��
�

21

1

2
4
��

�
, ���(�	 �1= 4, �2= –2 .

/�(����	�9	 �� ���!���� � �������	
 ����’����, ���
(�� !������	
 ����’����
(	�������������� �������� ��	 (��	� ��!�����	� �����:

& = ���(4 – 2�) .
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9.5. �&���
.

1. R�� �������� ���	��<���� (	�����������	?
2. W� ���� ����(�� (	�������������� ��������?
3. 5	���!�� ����(�� �������:

�) &  �+ 2&   = 0; ') & �– &tgx = xcos
1

;

�) &  �+ &   �= & ; �) �&& �+ �2 – 2& = 0.

4. R�� �	(	 ����’����� �< (	������������ ��������?
5. R�	
 ����’���� (	�������������� �������� ���	��<���� �������	?
6. R�	
 ����’���� (	�������������� �������� ���	��<���� !������	?
7. R�� ��(�!� ���	��)�� ��(�!�) ��9�?
8. /��������, !	 ����’���� (	�������������� �������� & ctgx + & = 2  < �������

& = cosx.
9. C��	9��� �������	
 �	���( (	�������������� �������� � ��(�����)���		

����		.
10. R� ����’���)���� (	������������ �������� � ��(�����)���		 ����		?
11. C��	9��� �������	
 �	���( ����
�	� (	�����������	� ������� ���9��� ����(��.
12. R� ����’���<���� ����
�� (	������������ �������� ���9��� ����(��?
13. R� �	���!�<���� � �� ���	��<���� � ��������� �	���(� ����
�� (	������������

�������� (������ ����(�� � �����
�		 �������<���	?
14. W� ���� ��������	��	!�� ��������?
15. R�	
 �	���( �< �������	
 ����’���� ����
���� �(����(���� (	��������������

�������� � �����
�		 �������<���	, ��7� ������ ��������	��	!���� ��������:
�) (�
��� � �����;     ') (�
��� � �����;         �) ���������-��������?

16. A��� ����<���� �� 9�	(����), 7� ��(�<���� ������ 
3

1
�

�
t

v . C��
�	 ����� ����,,

��7� S = 0  ��	 t = 0.
17. /�	�������� ��������
���� ���� ����������� ��!�	 ��(��� ������

a = 6t – 4. C��
(��� ����� ����, ��7� S = 5 , v = 6 /�, ��	 t = 2 �.
I���’����� (	������������ �������� � ���
(��� !������	
 ����’����, 7� ��(�����-
��< ��(����(�	 ����:

18. 02 � � yy , y(0) = 1.

19. , 3 ) 1 ( 23 �   � y x y x y(0) = 2.

20. ,
1
1

2

2

�
�

� 
x
yy              0) 

4
( � 
+ 

y .
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21. 012
22 ��� yexyy ,          0)0( �y .

22. xey x � ,          1)0( �y .

23. 02sin �� xyy ,          
 

1) 
4

( � 
+ 

y .

24.  ) 5 ( ) 5 ( 2 3 3 2 dy=0, y x dx y x � � � 1)0( �y .

25. ,011 22 ���� dxxydxyx          0)3( �y .

26. ,01)1( 22 ���� dyxyxydx           0)8( �y .

27. 5 yy � ,          25)0( �y .

28. 0lntg �� xdyxydx ,          ey ��
-
.

�
/
0

2
+

.

29. &  = 2�2 +  5x + 12,           y(1) = 6
1

.

30. &  – y2 – 3y + 4 = 0,           y(0) = 1.

31. ,011 22 ���� dyxdxy

32. ,0)1()1( 22 ���� dyxdxy           &(1) = 2.

33. & +2�& = �-2�� ,           &(0) = 0.

34. & +4& = �2�-4� ,           &(0) =

35. �2& +5�&+4 = 0 ,           &( 2
1

) = 62.
36. �& +& = cosx ,

37. ,2 2xxy
dx
dy

���

38. ,1��� xy
dx
dy

39. ,2xxy
dx
dy

��

�
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40. ,13 2 ��� xy
dx
dy

41. ,2' 2xyy ��

42. ,ctg2ctg' 2 xxxxyy ���

43. ,cossincos xxxy
dx
dy

���

44. ,ln2ln xy
dx
dyxx ��

45. ,01 ��  y 0)0(,2)0( � � yy .

46. ,032 �� �  yyy                 0)0(,8)0( � � yy .

47. ,02510 �� �  yyy 8)0(,2)0( � � yy .

48. ,096 �� �  yyy                 2)0(,1)0( � � yy .

49. ,082 �� �  yyy                 4)0(,4)0( �� � yy .

50. ,020 �� �  yyy                 0)0(,
5
9)0( � � yy .

51. ,06 �� �  SSS                0)0(,5)0( � � SS .

52. ,022 �� �  yyy                0)0(,3)0( � � yy .

53. ,0136 �� �  yyy 11)0(,3)0( � � yy .

54. ,0134 �� �  yyy 1)0(,2)0( � � yy .
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=
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u  
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f(x
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3.
5
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v  
+

f(x
)v

=0
.
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 v
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?C���A 10. ?E��
I�(� � �����	�� ���	��)�� �	��� �	(�

H
�

�

�����
1

21 ......
n

nn 				 ,

(� ...,, 321 			 – !���	 (����� ������!����� �����(�������. B��� n	  ���	��)�� ������-
�	 !���� ��(�.

A�	 �����	 � ����� �	���� �����)��, 7� ���������� (�(���� ���<, ��'�� ��( <
������!����) ���).

10.1. D
����%  ���
. C�!��!% &�!���� % �����
.

R�7� ,...,...,, 21 n			  – !	���, �� ��( ���	��)�� !	����	. 5 ���������� ��( ���-
�� !	��� ��(	 ����� '��	 ����������
�		 �� ���������		 (�������!�����	-
	).

&���	���(, ��(	:

...)12(...531
,...2...421
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E�!	�, 7� !	 '���9� ��������� (�(�����, �	 '�	�!� Sn ��'�	��<���� (� !	-
��� 2. ���	
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&� (�� ������� ��(� �����(������� !������	� �� ��	 n ��� ��'�	��<���� (�
����������� !	���.

&���	���(, (�� ��(�

...)1(...1111 1 ������� �n  ,
!������� ��	 Sn ����� �'� 0, �'� 1; (�� ��(�

...n... ������ 4321  ,
!������� ��� Sn��� ��	 n ���.

I�(, (�� ����� ����< ����	�� �����(������� !������	� �� ��	  n ��� ���	��)��

;#%$!
 ����, � !	��� nn
SS

��
� lim  – �*�F ���*.. R�7� � ��

��
nn

Slim  �'� ��

����<, �� ��( ���	��)�� ��;#%$!
 � 
�� �� ��	�	��)�� ��(���� !	������� ���-
!����.

 /�	 (����(����� ��(�� ������		 < (�� �	�����: !	 '�(� (��	
 ��( �'���	 �
!�� '�(� ����� ��� ��(�. 5 '������� �����	!�	� ��(�!�� ��	��	���	 < ���9�
�	�����. A�� ������� ����� ��	(��	� �	����) ������������ �'������� ��(�.

"��#:%�!� �;!��� ;#%$!���% ;!���&���%<!�=� ���*: R�7� ��( H
�

�1n
n	 �'���<����,

�� 
��� �������	
 !��� na  ��	 ���'������ ��������� n ����< (� ����:

0lim �
��

nn
	 .

��
���� 1. ���� �������	
 !��� ��(�: �) ;1
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&��	���	 ��( � ����������� �	���(� � �������	�	, !	 �	����<���� ���'��(��
������ �'������� ��(�.
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, �� ���'��(�� ������ �'������� �� �	����<����, �����

��( ���'���	
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&��'��(�� ������ �'������� �	����<����, '� 01lim 3

2
�

�
�� n

n
n

.

/���� ���'	�	 �	������ ��� �'������� ��(� � (���� �	��(�� �����	��.
��� ������������ �'������� ��(� ���'� �������	�	 !	 �	����)���� (������� ���	
�'�������.

������!% *��
 ;#%$!���% ;!���&���%<!�=� ���*.

���@� �;!��� &��%�!�!!�. &���
 (��� (�� ��(	 H
�

�

�
1n

n	A  � H
�

�

�
1n

nbB , ��	-

!�� an > bn . A�(�: �) �� �'������� ��(� (A) (� '���9		 !����	) �	��	��< �'�������
��(� (B) (� ��9		 !����	); ') �� ���'������� ��(� (B) �	��	��< ���'�������
��(� (A).

/�	 ������������ (���� �����	 !���� �	���	�����)�� ��(	, �'������� ��	� ��(�-

�. +� ��� '��	 ������!�	
 ��( H
�

�1

1

n n
 (���'���	
); ����������	
 ������!�	


��( H
�

�1

1

n n&
, (��	
 �'���	
 ��	�&�> 1, ���'���	
 ��	 &�< 1 ); ������	!�� ��������)
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�
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n	q  (�'���	
 ��	 15q ).
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?�;�’�;�!!�: ��� ���������� �	���	�����<� ��( H
�

�1 2
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n  – �'���� ������	!-

�� ��������) ('� 
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5q ). H�����(�	�� ����������  
nnn 2
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, ���� ��( H
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��*=� �;!��� &��%�!�!!�: &���
 (��� (�� ��(	 H
�

�1n
n	  , H
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�1n
nb . R�7� ��

�� n
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n b

	lim ,

(����$������$��, �� �'	(�� ��(	 ��(��� ��'� �(������, ��'�� �'���)���� �'� ���'���)��-
�� �(��!����.
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�

� �1 2
1

n
n n

 .

?�;�’�;�!!�: A�� 
n

a nn
�

�
2
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.

A��, 7� � = 1, �� �'	(�� ��(	 ��(��� ��'� �(������ �, ���!	��, (��	
 ��( �'���	
.

C;!��� ����#���. &���
 (��� ��( H
�

�1n
n	 . A�(�, ��7� ����< ,lim 1 ,��

�� n
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n 	

	
 ���

��	 , <1 ��( �'���	
; ��	 , >1 ��( ���'���	
; ��	 , =1 �����'�� ����	����	��
��9�) ������).
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������!� �;!��� ;#%$!���% ;!���;%!!�=� ���* (������ ��
'����).

R�7� !���	 ��(� H �
�

�

�

1

1)1(
n

nn 	  ���(�)�� �� �'���)���
 ���	!	�� ��

,0lim �
��

nn
	  �� ��( �'���	
.

��� ���������	� ��(�� ���(��� ������� �#���F�!�, ;#%$!���%.

C��������	
 (�������!�����	
) ��( H
�

�

��
1

1)1(
n

nn 	 ���	��<���� �#���F�-

!� ;#%$!
, ��7� �'���)���� �(��!���� (��	
 ��( � ��(, ����(��	
 � �'���)��	�
���	!	� 
��� !�����. R�7� � �'���<���� �	9� ���������	
 ��( , �� 
��� ���	��)��
*��!� ;#%$!
 ��(�.
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n  �'���	
 �� ������) ��
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@�� ��( � �HH
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n nn  ���'���	
, �� ������!�	
 �, ���(�	, �	������,

7� (��	
 ���������	
 ��( �'���<���� �����.

') ���	
 ���������	
 ��( �'���<���� �'���)���, '� ��(, ����(��	
 �� �(���� 
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 ��	 ������	���� ������� '���9�� �� �(	�	�) �'���<����.
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10.2 '*!�+%�!��>!% ���
.

 R�7� � ��(�

H
�

�

������
1

321 ......
n

nn a				

!���	 �����(������� ,...,...,, 21 na		  – �������, �� ��( ���	��)�� ������������	.
&���	���(, ������������		 '�(��� ��(	

sinx + sin2x +…+ sinnx +…   ,
x + 2x2 + 3x3 +…+ nxn +…   ,

lnx + ln(1+x) + ln(2+x) +…+ ln(n+x) +…   .
R�7� � ������������	
 ��( ��(����	�	 � = �0, �� ��� ��������	���� � !	����	
.

"��	��	
 ��	 �=�0 !	����	
 ��( ��� '��	 �'���	, �'� ���'���	.
A�!�� �=�0, � ���
 ������������	
 ��( ��������)<���� � �'���	
 !	����	


��(, ���	��)�� �����F ;#%$!���% ��(�. H��������� ���� ��!�� �'������� (�� (�����
��������������� ��(� ���	��)�� 
��� �#����F ;#%$!���%.

"!��	(��, 7� � ��!��� �'������� �� ����)�� ���!���� �� Si !	����	� ��(��, �
���� �������	�	 ��(����(����� �� ��!��	 �'������� �� ���!����	 ��. "���,
��� ��������������� ��(� < (���� ������� f(x), �'����� �	���!���� ���� ������(�<
� �'����) �'������� ��������������� ��(�. ������, 7� ������������	
 ��( �'���-
<���� (� ������� f(x), �'� 7� ������� f(x)  ������(�<���� � ��(. #��	��:

)(...)(...)()()()(
1

321 xax	x	x	x	xf
n

nn H
�

�

�������

� �'����� �'������� ��(�.
I�������� (���� ������������� ��(	.

10.3. ���&�!��
< ���.

*�����������	
 ��( �	(�

...)(...)()()( 2
210
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����������H
�
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n
n

n

n
n bxabxabxaabxa

���	��)�� ��������	 ��(�.
A�� � – ��������� �����, naaa ,..., 10  – �����
�� �������<��	 ��(�, b – (�������

�����.
R�7� �����	 ����� � – b = z, �� ���	�<� ��(

�
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......2
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"���, (�� �	�!���� ��������	� ��(�� ���� �'��	�	�� ������(� ��(�

n

n
n zaH

�

�0
.

C;!��� ;#%$!���% ���&�!���=� ���* (������ @'���). R�7� ��������	
 ��(

......2
210 ����� n

n �a�a�aa  �'���	
 ��	 � = �0, �� ��� �'���	
, ��	!�� �'���)-

���, ��	 ���� �, (�� ��	� �	����<���� ���� 0x� 5 . R�7� ��������	
 ��( ���'��-

�	
 ��	 � = �0, �� ��� ���'���	
 (�� ���� 0x� 4 .
A��	 !	��, �� �'������� ����������� ��(� � �(��
 ��!�� �0 ���(�< 
��� �'��-

����� � ����� ��������� –x0<x<x0. B	��� 0xR �  ���	��)�� ���%*�� ;#%$!���%
����������� ��(�. I�(��� �'������� �	���!�<���� � ������(��9���:

,lim
1���

�
n

n
n 	

	R   �'� ,1lim
n

n
n 	

R
��

�

��� �	��	��)�� � ����� ����'��� �� ��9� (�� !	����	� ��(��. ��
���, �� ������

����'��� ��( H
�

�0n

n
n xa  �'����	�����, ��7�

1
/

limlim
1

1
1 5��

���

�
�

�� R
x

aa
�

xa
xa

nnnn
n

n
n

n
.

"���, ��	 R� 5  ��( H
�

�1n

n
n xa  '�(� �'���)��� �'���	. @������!�� (���-�-

(	���� � (���� ������(��9����.
"'����� �'������� ����������� ��(� ��� '��	 �����:
�) �(��
 ��!�� � = 	;
') ��(����� (	; b);
�) ���
 !	�����
 ���.
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���� 7. �����(	�	 �� �'������� ��������	
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 ���� �'����� �'������� – 2 < x < 2.

�����(	� �'������� ��(� � ����	!�	� ��!���. /�	 � = ±2 ��������	
 ��( ��	-

� �	���( � �HH
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)���� ���'��(�� �����	 �'�������, ���� �'����� �'������� ��(� (–2; 2).
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��	
 �'���	
 ���(�� �����	 ��
'����. "��� �'����� �'������� ��(� <

 3 – 2 � � < 3 + 2 .

�����
����% ���&�!��
: ���%�.

H�������� ��(	 �)�� ��( �����	� �����	�����
:
1. H�� ����������� ��(� < ����������) ������<) � �'����� 
��� �'�������.
2. H�������	
 ��( ���� ��!����� ����������	 �� '�(�-���� ��(����� � �'�����


��� �'�������.
3. H�������	
 ��( ���� ��!����� (	�������)���	 � '�(�-���
 ��!�� � �'�����


��� �'�������.

10.4. ?�;���� /*!�+%, � ���&�!��
< ���. ?�� �������!�.

&���
 ������� f(x) ������!���� (	�������
����� � ����� ��!�	 �=0 ��  ������(�-
<���� � ��������	
 ��(

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + ... anx

n + ... .
�������<��	 a0, a1, a2, ..., an, ... ���� �	���!	�	 �����(���� (	�������))!	

�'	(�� !���	�	 ��(�:

...321)( 2
321 ����� xaxaaxf    ,

...433221)( 2
432 �������  xaxaaxf   ,

...432321)( 43 �������   aaxf  ,
� �.(.

�� ��(������)!	 � = 0 � ���	��� �	���	:

�
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A��	
 ��( ���	��)�� ���� �������!� ������� f(x), � ������) f(x) – ����(��-
)!�) (�� ��(� #��������.

/����(��� ��������� (������)�� ���'	�	 ����	�	
 �	������, ��	
 ���	��-
)�� � �	���(� �����	.

������. R�7� ������!���� (	�������
����� � ����� ��!�	 � = 0 ������� f(x)
��� '��	 ������(��� � ��������	
 ��(, �� �� '�(� ��( #�������� ��<� �������.

"'������ ����(�����, ������� ����!	, �������. #���� ������	 ���� �������, (��
��	� ��( #�������� ���'���	
 ��	 � = 0, �'� � ��� ��(� �� ������(�< � ����(��)-
!�) 
��� ������<). 5�(��	�, 7� (�� ���������	� ������
 ��( #�������� �'���-
<���� (� �	� ������
 � �'����� ���<� �'�������.

I�������� ������( � ��( #�������� (���	� ������
.
1. & = ��  .

�) ���
(�� ����(�� ������� �� �� ���!���� � �. � = 0 :
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2ln2)(
...........

2ln2)(
2ln2)(

2)(

)(

2

nxn

x

x

x

xf

xf
xf
xf

�

�  

� 

�

               

2ln)0(
...........

2ln)0(
2ln)0(

1)0(

)(

2

nnf

f
f
f

�

�  

� 
�

A�(�,

...
!
2ln...

!2
2ln

!1
2ln12 2

22
������ n

n
x x

n
xx  .

/�	 ������(� � ��������	
 ��( (���	� ������
 ���� �	���	����	 ����� � ���
��(�� ������(	.

��
���� 10.  I�������	 � ��( ������) 21
1)(
x

xf
�

� .

?�;�’�;�!!�:  &���
 &= – �2, ��(�

H
�

�

��������������
�

�
� 0

216422
2 .)1(...1......1

1
1

1
1

n

nnn xxxxyyy
yx

��
���� 11.  I�������	 � ��( #�������� ������) & = �5�.
?�;�’�;�!!�:  &���
 z = 5x, ��(�

...,
!

...
!2!1

1
2

������
n
zzze

n
z

����,

...
!
)5(...

!2
)5(51

2
5 ������

n
xxxe

n
z  .

�
��� 10. ����



199

I�����( ������� � ��������	
 ��( !���� �	���	�����)�� (�� ��'�	������
�'!	������ �� ���!����.

��
���� 12.  "'!	��	�	 ���!���� ������� &= �� ��	 � = 2 � ��!����) 0,001.
?�;�’�;�!!�:  5	���	���<� ������( ������� & = �� � ��( #��������
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10.5. -���!%�!% ���
��!!�.

C�������) ������) ���� ���	�����	� ����� < ��, 7� ���	 �����(	!�� ������)-
)���� ( �'� ��'�	����  ������))���� ) !���� ����� ������	 !���. /�	 �	�!����
���	���� ��� ���������, � ��������, �� �����	, ��� ��������	��)�� ������)����-
����� �����. +� �����, �� ���� ������)<���� ���, !��, !���� ��	
 �	���� �����
��	
(� � ��!�����	
 ����, ��
'���9� ��(�	�����, ��	� (�����< ����� ���� � �.(. &�
-
'���9 �����		 ���	�����		 �������	 < ��� ����	�� (��	 ��	� ��(�	������),
��� ���� �� ����	��, ������� � �	�� ������� �����. #�)!	 ����� ���	!�� ��	��(�
��� �� ������	  �����	!�� ��	��)���� �(�	 � �	 �� ��������. R� ��	���(,
��������� ���	����� ����������� ��!�	 ���) � ������� ��������� ��������	
(�	�. 2). &���(�	 < ����� ���� x = x(t). C��(�� ������ %��� �	��, 7� (�< �� ����
���� ��������
�� ��(�	����) ��!�	 ��( ��������� ��������	:

F = –kx ,

     /��������  
��������	 
 
 
 
 
 
I	�.2 

� ���(�� (������ ������ &�)���� �� � �	�� �����:
F = Mx   ,

(� k – �������<�� ���������� ����	�	, � – ��� ����, x   –  ��	��������  ���� ����.

�
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��� �	���!���� ������ ���� ���� 	 ���	��	 (	������������ �������� :
M�   = – kx,       �'�         Mx   +kx = 0.

I���’���� �� ��������, ��(��	�9	 ����� � ���� !���	�	 �� �:
x   + p x= 0.

+� ����
�� �(����(�� (	������������ �������� �� ����(�� � �����
�		 �������-
<���	, 
��� ��������	��	!�� �������� �< �	���(

r2 +p = 0.
I���’���	 ����(����� ��������	��	!���� �������� ���������-��������

r1= +i p ,     r2 = – i p .

/����!	�9	 p  !���� � , �(���	�

)(sin)(cos 21 tCtCx �� �� .
&���
    �1 = Asin &  ,   C2 = Acos  ,  ��(i

 ))(sincos)(cos(sin ttAx �&�& ���� ,
�'�

 )sin( &� �� tAx .
I���’���� ������<, 7� ��� ��('���<���� �� ������ �	���� (�'� ���	����). A��	


��� ���	�� ����� &�����=� =���!%�!�=� ���
��!!�. "������	 � � 1sin I�&�t , �� ��-
���
�� � �	���!�< ��
'���9� ��(�	����� ��!�	 ��( ������ ���	����. d� ���	��)��
�&�%�*��F ���
��!!�. 5��	!	���&�  �	���!�< ��!������ ��������� ����, �� ���	��-
)�� &��������F /�;�F. /����( ���	����� ? �	���!�<����  �� ������

? =  �
+2

,

� ���	!	�� J , �'������ (� �����(� �	���!�< !	��� ���	���� �� �(�� �����(�, ��
���	��)�� �������F ���
��!>

J =  
+

�
2

1
�

T
.

(���(� !������) ���	��)�� ���	!	�� �. 5��� �	����< !	��� ���	���� �� 2+ �����(�).
��� ��'�(��	 �������� ������!�	� ���	���� �	���	�����)�� ���������� ��-

���������� ������� ������� y = sinx .
I�������

)sin( &� �� tAx
���	��)�� �������� ������!�	� ���	����, �'� ������ =���!%��F.

�
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E���9 ����(�� ���	����� , ��7� �� ���	��, �	��(�� ���(�������	 �� ���
(�������� ������!�	� ���	���� � �(�����		 !������	. A��	 !	��, �	�	��<
�	����� (�(������ ������!�	� ���	����. H�� (���  ������!�	� ���	���� � �(��-
���		 !������	, ��� ����		 ����	 �� ������(�	, '�(� ��� ������!�	 ���	-
����� � ��) � !������), ����� � ����) ����) �� ������(�).
R�7�

&1 = �1sin(�t+&1) ,
&2 = �2sin(�t+&2) ,

�� & = &1+&2= �sin(�t+&), (�

  � � 2
22121

2
1 cos2 AAAAA ���� && ,

 
2211

2211

coscos
sinsin

&&
&&&

AA
AAtg

�
�

� .

H�� (��� ���	���� � ����		 !������	 �� '�(� ������!�	 ���	�����.
��� ��'�(��	 ������� ��	 (��� ������!�	� ���	���� � ����		 !������	 �	��-
�	�����)�� �����!�	
 ���(, ��	
 ������< � �������� ��(	��� �������� � �����-
�	� ��!���.

�������	
 ����� ����, !	 '���9 ��������, (������� ������) ���� ���(����	�	
�� ������!���� ��� �����	� �������, ��'�� � �	���(� ��	�������	!���� ��(�.

10.6. ��
=�!����
�!
< ���. ?�� '*�’H.

/����(	!�� ������) f(x) � �����(� 
�
+2

�?  ���� ���(����	�	 �� ��� ��(�

������ �	(�:

� � � �

� � ,sincos
2

...2sin2cossincos
2

)(

1

0

2211
0

H
�

�

���

�������

n
nn tnbtnaa

tbtatbtaatf

��

����

(� ,...,,,, 22110 babaa  – �����
�� ���	!	�	.

A��	
 ��( ���	��)�� ��	�������	!�	 ��(�, � ����� ,...,,,, 22110 babaa  –
�������<���	 ��(�. %�������, 7� ���	
 ���	� ���(������< ��'�) ������( ����-
�(	!��� ������� f(x) � ��	�������	!�	
 ��(. /����(�� �t = x, ��(� ��( ��'�(�
�	���(�:

�
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1
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2211

).sincos(
2

...)2sin2cos()sincos(
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n
nn nxbnxaa

xbxaxbxaaxf

          (A)

R� '�!	�, ��� (�(���	 ��(� ? – ��	�������	!�� ������� � ������	 ����-
�(� 2+. A�� 
 ��� ��(� ? '�(� �����(	!��) ������<) � ���	 ��	 �����(�.
5 �	�� �����(	!����� ��	 ��(� ? ��������	 � ��	�������	!�	
 ��( �������(	!-
�� ������) ���� �	9� �� ��(�����, (���	�� ����� (�����)< 2+. 5 ��(���9��
�	���	�����<���� ��(����� (–+; +).

/���
(�� (� �	����� �����(����� �������<���� ��(�. *����	 �����(�����
�������<���� �	��(����� 9���� ������������ ����� �� ������ !���	�	 ��(� (?) �
(�������� �� cosnx �'� sinnx. C��	9�� �����	:

 ;)(1
0 C

�

�
+

+
+

dxxfa

C
�

��
+

+
+

...)3,2,1(;cos)(1 nnxdxxfan ,

 ...)3,2,1(;sin)(1
�� C

�

nnxdxxfbn

+

+
+ .

A�	�������	!�	
 ��(, �������<��	 ����� �	���!��� �� ��	��(��		
������	 ���	��)�� ���� '*�’H  ������� f(x), � ������) f(x) – ����(��)!�)
(�� ��(�.

C �	7� ���	���	� ����� ����� ���� �������	, 7� ��7� f(x) – ����� �������,
��

0;cos)(2;)(2

00
0 ��� CC nn bnxdxxfadxxfa

++

++

(��������, 7� ������� ������(�<���� � ��( *��’< �� ���	�����);

��7� f(x) – ������� �������, �� 	0= 0; an= 0; C�
+

+
0

sin)(2 nxdxxfbn

(������� ������(�<���� � ��( *��’< �� �	�����).

�
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C�����	�, 7� ���	���	
 (�� ������� f(x) ��( *��’< �� ����(	 �'����	�����
��� (� ���. /�	��(�� (������) ���� �'������� ��(� *��’< (� ����(��)!�� 
���
�������.

������.  R�7� ������� f(x) �< ����!���� ��������� ��!�� ����	�� � ��(� ��
������� (–+; +), �� �� ��( *��’< �'���<���� (� ��� �� ���� �������.

��
���� 13.   I�������	 � ��( *��’< �����(	!�� ������) & = =�� � �����(� 2+.
?�;�’�;�!!�:
�) /�'�(�<� ������ (���� ������� � ���������� �����(	!�����:

          Y 

        + 

  -2+      -+          0      +       2+      3+      4+    � 

') ���� ������� �����, ��� �������<��	 '�(�� �����(	�	 �� ������	:

0;cos)(2;)(2

00
0 ��� CC nn bnxdxxfadxxfa

++

++
;

�) "'!	��	� �������<��	 ��(� *��’<:

;
2

2
02

2)(2 22

0
0 ++

+
+

++

+

������ C
�dxxfa

"���, ���
(��� +�0	 .

C�
+

+
0

;cos)(2 nxdxxfan

(��	
 �������� �����(	� ������������ !���	��	:

u = x du = dx 

dv = cosnxdx v = 
n
1 sinnx 
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��
���� 14.  I�������	 � ��( *��’< �����(	!�� ������) f(x) = x (T = 2+).
?�;�’�;�!!�:
�) /�'�(�<� ������ (���� ������� � ���������� �����(	!�����:

  Y 
      + 

       -+        +            � 

�
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') ���� ������� �������, ���� C���
+

+
0

0 sin2,0 nxdxxb		 nn .

�) "'!	��	� �������<��	 ��(�

�� C
+

+
0

sin2 nxdxxbn

u =  x du =  dx 

dv  =  sinnxdx v = -
n
1 cosnx  
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(
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/
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+

A�� ���������, 7� sinn+ = sin 0 = 0, cosn+ = ±1 � ���������� ��( ���!��� n.
�) /�(����	� ���
(��� ���!���� � ��( *��’<, ��	
 � (���� �	��(�� �< �	���(

 nxbxf
n

n sin)(
1

H
�

�

� .

"��	�<�

 � � � �
n
nxnx

n
xxxx

n

nn sin12...sin21...3sin
3
22sinsin2

1

11 H
�

�

�� �������K .

��
���� 15. I�������	 � ��( *��’< �����(	!�� (A = 2+) ������)

'(

'
)
*
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�5�
�

+

+

��!%
x

x�!%

y

0,

0,0
.

?�;�’�;�!!�:
�) /�'�(�<� ������ (���� �������, ��������9	 �����(	!�����:

�
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     & 

     + 

     -+      0      +     2+     3+            �

') ���� ������� < �� �����, �� �������, ��� �������<��	 ��(� *��’< �'!	��)-
���	�� �� ������	:

 C
�
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+
+

dxxfa )(1
0 ,

C
�

�
+

+
+

nxdxxfan cos)(1
,

C
�

�
+

+
+

nxdxxfb sin)(1
0 ;

�) "'!	��	� �������<��	 ��(�

 202
1101 2
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0
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+++
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����� CC
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xxdxdxa ,

CC ����
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+
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u = x du = dx

dv = cosnxdx v = sinnx
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dv = sinnxdx v = - cosnx

'
(

'
)

*

�

��
����

�
-

.
�
�
/

0
���

���	���n�!%
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n

n
nnx

n
nx

n
�

,1

,1
cos

0
sin1

0
cos1

2
+++
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"���, 4
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3
1;

2
1;1 4321 ������ bbbb  � �.(.

�) /�(����	� ���
(��� ���!���� � �������	
 �	���( ��(� *��’< � ���	�<�:

...3cos
3
22sin

2
1sincos2

4 2 �����K xxxxy
+
+

+
+

.

*������, ��� 	 ������(��	 � ��( *��’< '��	 ���������		 �� (–+; +). R�7� �
������� �< ��!�	 ����	�� �� (–+; +), �'� ���'��(�� �������	�	 �'������� ��(� *��’<
�� ������ ��(�����, �� �	���	�����)�� ������ ������<.

������ �%�%:�H. R�7� ������� f(x) �������-���������� �� ������� [–+; +]
(��'�� �< �	9� ����!��� ��������� ��!�� ����	�� �� ���� �������) � �< ����!�-
�� !	��� ��!�� ��������, �� ��( *��’<  ��<� ������� �'���<���� � ���� ��!��� (�����
�������, ��	!��:

�)  � ��!��� ������������� ������� 
��� ��� ����� f(x);

�
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')  � ��!��� ����	�� ������� f(x)  
��� ��� �����  2
)0()0( ��� xfxf

;

�)  �� ������ ������� ��� ��(� �����   2
)0()0( ���� ++ ff

.

��
���� 16. I�������	 � ��( *��’<  �����(	!�� (A = 2+) ������)

(
)
*

55
55�

�
+

+
x�!%

x�!%


&
0,2

0,1
.

?�;�’�;�!!�:
�) /�'�(�<� ������ (���� �������
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       2 
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         -+        +    2+  3+    � 

') ���� ������� < �� �����, �� �������, � �< ����	� � ��!�� � = 0 � �������
(–+;+) �� �� ������ �������.

C��(�� � ������) ������< ��� ��(� *��’< S1 � �. � = 0 �'!	��	���� �� ����-
��)

,
2
3

2
21

2
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1 �
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xfxfS

� ��� ��(� S2 � �. � = "+ �'!	��	���� �� ������)

.
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�) C��	9�� ������( (���� ������� � ��( *��’<, (�� ��!�� � ��������
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...5sin
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23sin
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2sin2
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����K xxx&
+++ .

5 ��!��� � = 0; ±+ (��	
 ��( �'����	����� (� !	��� 3/2.

10.7. �����
�!
< =���!%�!
< �!��%;.

A����� ������(� ������
 � ��	�������	!�� ��(	 ���	�� ����� ������!����
�������. 5 �����	�� ������!�	 ������� ���	��)�� ���(��������� ������
, ���	-
��	�  ��	 ����’��������  ��������	� ��(�! � �	���(� ��(� *��’<. �������<��	   ������
��(� *��’<, �� ����	��, �'!	��))�� ��'�	����. R�7� ������� ���	��� � ������	-
�������	� (��	�, �� ���	 ����	!�
 �)�� �	���( �������� �'� ��'�	��. � �	� �	��-
(��� �������<��	 ��(� *��’<  �'!	��))�� �� (������) ��'�	���	� ���(�� �����-
�������. ��� ��'�	������ �'!	������ ����������

CCC
���

���
+

+

+

+

+

+
+++

,sin)(1,cos)(1,)(1
0 nxxfbdxnxxfadxxfa nn

���������<� '�(�-��	
 � ���(�� ��'�	������ ������������. C������<�, ����	-
���(, ������ ���	� ��������	���  (�. 7.7). 5�(����� 3 L++;�  ��(��	� �� n  ����	�

!���	�, ��'�� ���� ��(��� ������ ����	 
n

x +2
�� . /����!	� ��!�	 ��(���

��(����� !���� ++ ������ � nn xxxxx ,,,,, 1210 , � ���!���� ������� � ��!��� ��(��� !�����
y0 ,y1 , ...yn . A�(�

�
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���	 �� 9�'���	, � � '���9 ����(�	� �	��(���   �'!	������ �����(��� � (������)
D"#.

��
���� 1. C��
�	 ��	�������	!�	
 ����!��� (������ ����(�� (�� �������,
������ ���� ��	��(��	
 �� �	�. 3.

                     & 
       90 

       70 
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       30 

      10 
        -+         + 

 �0  �1   �2   �3  �4   �5  �6   �7  �8  �9   �10  �11 �12      � 

   �	�.3 

?�;�’�;�!!�.  /�(��	� ��(�����  �� 12 !���	�, ���	��9	 ���� ��(���. C �������
������� '��������(�� �	��)����� ��(	��� �����(	�:  y0 = 44, y1 = 46, y3 = 88,  y4 = 86,
y5 = 63, y6 = 24, y7 = 20, y8 = 26,  y9 = 40, y10 = 58, y11 = 65.

A�(� �� ������� ��'�	������ �'!	������ �������<���� ��(� *��’<  �(��-
�	�:

�
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, ��(��	� ������	!�� �������<��	  ��(� *��’< �����(��� ���(�� ��	-
��(��	� ����� (�.9.6).
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C���	� �t = x � ���(���	� ������) �����(	!�� �� ��) !	����� ���� (�	�.4).
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���� 3.  I�������	 � ��( *��’< ��	�� �(����������(���� �	���������
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cossin1cos)(1

,2)cos(sin1)(1
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AxAxdxAdxxIa
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.

C ������(����� ��	���(� ��(��, 7� ��	 n �������� 0�na , � ��	 n ������

)1(
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2 �
��

n
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.
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C��
(��  bn:

 CC
�

��
++

+
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0

sinsin1sin)(1 dxnxxAdxnxxIbn .
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10.8.�&���
.

1. ���	 ����!���� !	������� ��(�.
2. W� ���	��<���� !�������) ���) ��(�?
3. R�� ��(	 ���	��)���� �'���		?
4. W� ���	��)�� ���) �'������ ��(�?
5. R�� ��(	 ���	��)�� ���'���		?
6. B	 �< ��� ���'���	
 ��(?

7. B	 ��� �'����	�� ��(, ��7� 0lim $
��

nn
	 ?

8. B	 ���� �����(�����	, 7� ��( �'���<����, ��7� 0lim �
��

nn
	 ?

9. B	 ���� ����’����	 �	����� ��� �'������� ��(�, �� ���	���)!	�� ���'��(-
��) ������) �'�������?

10. R�� �����	 �'������� !	����	� ��(�� � (�(����	 !����	 '���)���� �� ����-
������ ��(��?

11. H�����)
�� ������ ����'���.
12. H�����)
�� ������ ��9�.
13. R�	
 ��( ���	��<���� ���������	?
14. H�����)
�� ������ ��
'����.
15. R�	
 ��( ���	��<���� �'���)��� �'���	?
16. R�	
 ��( ���	��<���� ����� �'���	?
17. R�	
 ��( < ������	!��) ��������<)?
18. R�	
 ��( ���	��<���� ������!�	?
19. R�	
 ��( ���	��<���� ������������	?
20. R� ���
�	 �'����� �'������� ��������������� ��(�?
21. R�	
 ��( ���	��<���� ��������	?
22. W� ���	��)�� ��������� �'������� ����������� ��(�?
23. R� ���
�	 �������� �'������� ����������� ��(�?
24. R�	
 �	���( �< ��( #��������?
25. C� (������) ��	� ����� �'!	��))�� �������<��	 ��(� #��������?

26. C��	9��� ��( #�������� (�� ������
: ��, sinx, cosx, ��1
1

, ln(1+x), (1+x)m.

27. R�	
 �	���( �< ������!�� �������?
28. W� ���	��)�� ��(� *��’<?
29. C��	9��� �����	 (�� �'!	������ �������<���� ��(� *��’< (�� ������� �

�����(� 2+.
30. C��	9��� �����	 (�� �'!	������ �������<���� ��(� *��’< (�� ������ ��

�������� ������
.
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31. C��	���	 ���9� �’��� !����� ��(� �� ��(���� ��������� !����
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32. C��
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�����(	�	 �� �'������� ���������	
 ��(:

50. ...
)13(

1)1(...3...
8
1

5
1

2
1

2
1

2222
�

�
������� �

nn
n

n

.

51. ...
12

1)1(...
9
3

7
2

5
1 1 �

�
�

������ �

n
nn .

52. ...
)!1(

1)1(...
!4

1
!3

1
!2

1 1 �
�

����� �

n
n

.

53. ...
2
1)1(...

6
1

4
1

2
1 1 ������ �

n
n .

�
��� 10. ����



219

54. 
14

)1( 1

1 �
� �

�

�
H n

nn

n

. 56. 
)!1(

1)1( 1

1 �
� �

�

�
H n

n

n

.

55. 
16

)1( 1

1 �
� �

�

�
H n

nn

n

. 57. 2
1

1 )14(
1)1(
�

� �
�

�
H n

n

n
.

C��
�	 ��(��� �'������� ����������� ��(�:

58. ...;
!

...
!3!2!1!

32

1
������H

�

� n
xxxx

n
x n

n

n

59. ...;!...!2! 2

1
��������H

�

�

n

n

n xnxxnx

60. ...;...
321

32

1
������H

�

� n
xxxx

n
x n

n

n

61. ...;
3

...
3
2

3
1

3
2

2
1

�����H
�

�

n
n

n

n
n xnxxxn

C��
�	 ������	 �'������� ����������� ��(�:

62. ;
3)1(0

H
�

� ��n
n

n

n
x

64. ;)1(
0

1

n
x n

n

nH
�

�

��

63. ;
4)1(

)1(
0

n

n

n

n

n
x

��
�H

�

�
                65. ;

)1(1
H
�

� ��n

n

nn
x

66. .)3(
1

2H
�

�

�

n

n

n
x

58. I�������	 � ��( #�������� �������:

�) y = cos3x;') 2
�

�& � ; �) y = sin5x;

�) y = ln(1+6x);                () &=� sinx.
59. 5	���	�����)!	 ������( � ��( #�������� �'!	��	�	 ��'�	���� ���!����

������
:
�) cos0,5; ') ln1,3; �) arctg0,2; �) 2 0,01.

() 001,0(���!����)�,2e ; �) ln 3 � ��!����) (� 0,0001.

�
��� 10. ����



220

I�������	 � ��( *��’< �����(	!�� ������) � �����(� 2+, ��� ��(��� �� ����-
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?C���A 11. -���?�CA�D"� '�"	O�P
11.1. C�!��!% &�!����.

I�������� �(	�	!�� ���� � ������ � ��!���� ����(	���, �������� ����� �<
�	���(:  x2 + y2 = 1.

                  @ (x, y)

     D

              5 (x, –y)

I	�. 1.

C��(�� � ����!����, �	���� ���� a ���	��)�� ��(	���� & ��!�	  @(x,y)
�(	�	!���� ����, � ���	���� – �'��	�� � ��<� � ��!�	 (�	�. 1)

 &sin�y ,       &cos�x .
����(��, 7� ���7� ������� @"5 (�����)< !	������ ���!���) ���� AOD,

������ � ��(�����.
��
���, ��7� R= 1, � ��� ������� @"5 – %  = 2&, ��

&&&
+

+% ������ 2
2

. 2
2360

RRS
S !�&_	

��!� �  .

"���, � ��	�������	!�	� �������� �� ������� ���� ��	
��	 ��  �	9� ���,
� 
 ���7� ��(����(���� �������.

I�������� ����� �����'�!�� �����'��� � ��	�����	 & = ± �, �������� ����
�< �	���(

�2 – &2 = 1, �'� & = 12 �" x

Y

X0
&
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           &  

       @(�, &) 

         N    M 
     -1       0      %      x 
      5(�, &) 

   I	�.  2 

/�����	� ������(�� ���������:
– �	'���� �� �����'��� �. @ (�, &) ;
– ���
(�� �. 5 (�, –&) ;
– �����(�� ��(���	 "@ � "5 ( N@"5 = % ) .
 �������� ������ "@N5 ���	��)�� �����'���!�	 ������� (������� %),

�'��	�� ��!�	 @ – =%&��#��%�!
 ���
!*�� ;
��(	���� ��!�	 @ – =%&��#��%�!
 �
!*��.

5����� �� ������� ���7� �����'���!���� ������� %.  "��	�<�:
sh% = x, ch% = y .

C��
(�� ���7� �����'���!���� �������, �� ����	�) ���7 ��	����	�� @"5 �
��	������
��� �������� @NB.

A��, 7� ������ �	���	!��, ��	��
,2 AOMAOB SS � ANMANB SS 2�  .

"'!	��	�:

xyS ��� 2
1

�� ;

C ��
x

ANM dxxfS
1

)( C ��
x

dxx
1

2 1 12 �xx
1
x – C �

�

x

dx
x

x

1
2

2

1

 12 �� xx 1
x

– C
�

�
x

dx
x

x

1
2

2

1

1
– C �

�

x

x

dx

1
2 1

�
��� 11. 5�����
���� 6&�!*�/�
��� 11. 5�����
���� 6&�!*�/



224

= 12 �xx
1
x

C ��
x

dxx
1

2 1 C �
�

�
x

x

dx

1
2 1

12 �� xx 1
x

C �
�

�
x

S
x

dx

1
2 1 AMN  .

C��(�	 2S = 12 �xx 1
x

– C �
�

x

x

dx

1
2 1

12 �xx 1
x

)1ln( 2 ��� xx 1
x

=

��� 12xx )1ln( 2 �� xx .

C��(��9	, 7� & = 12 �x   �� (0; +�) ���	9��

�ANMS 2
)ln(

2
yxxy �

�  .

"���, ���7� �����'���!���� �������

(
2
1(2 �� xy%

2
)ln(

2
yxxy �

� )ln()) yx �� ,

�'�

)ln( %%% shch �� ,

%%% eshch ��  
C �������� �����'�!��� �����'��	 ���	�<�

�2 – &2 = 1;

1shch 22 �� %% ;

)shch( %% � 1)shch( �� %% ,

)shch( %% � = %% shch
1
� = %

%
�� e

e
1

 .

A��	 !	��
%%% e�� shch ,

%%% ��� eshch ,

�
��� 11. 5�����
���� 6&�!*�/
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�'�, ����’����9	 �	����

2

%%

%
��

�
eech ;        

2

%%

%
��

�
eesh    .

@������!�� �� � ��	��������� ���(��� ������� �������� � ����������

%%

%%

%
%% �

�

�
�

��
ee
ee

ch
shth ;    %%

%%

%
%% �

�

�
�

��
ee
ee

sh
chch  .

11.2.  �����
����% =%&��#��%�!
: /*!�+%<.

/������� �� ���������� �������	� ��(����	�9	 (– �) � ��(����(�� �����	

2
)(sh

)( xx eex
��� �

�� =
2

xx ee ��

= 
2

xx ee ��
� = xsh� ;

2
)(ch

)( xx eex
��� �

�� =
2

xx ee ��

= xch ;

)(

)(
)(th xx

xx

ee
eex ���

���

�
�

�� = xx

xx

ee
ee

�
�

�

�

= xx

xx

ee
ee

�

�

�
�

� = xth� ;

x
xxx

x cth
th
1

th
1

)(th
1)(cth ����

�
�

�
�� .

"��� , �� � � ��	�������	!�	� ��������, �<� xch – �����, � xsh , xth , xcth –
�������.

I�9�� �����	�����
 ����� �������	�	 ��'�(����9	 ������	 �����'���!�	�
������
.

��� ��'�(��	 �	���	���<� ���	�

��
2

xeshx
2

xe�

,

��
2

xechx
2

xe�

,

��'�� ������	 ������
 & =
2

xe  ; & =
2

xe�

 (�	�.  3).

�
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y

x0

y= e
x

21
2

y

x0

y= e
x

2

1
2

I	�. 3.

"��	��� �����!�	 �������� ��(	��� ������	 ������
 & =  xsh , & = xch
�)�� �	���(:

I	�. 4.

%�����	 & = xth , & = xcth  ��������

E�!	�, 7� �� ��(��� ��( ��	�������	!�	�, �����'���!�� �������  �������-
(	!��. "������ �����	����� ������ � �����'���!�	� ������
 ������� � ������� ���-
������ (�. 10.5).

X

Y

y = shx

X

Y

1

y = chx

X

Y

1

–1

y = thx

 

1

X

y = cthxY

–1
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�
/���!+%F��!!� �� %!��=�*��!!� =%&��#��%�!
: /*!�+%<.

%����'���!�� ������� ���� (	�������)���	 �� ����������	. 5	��(�� ����-
�	 ����(�	� �� ����������.

1.  )
2

()sh(  �
� 

�xx eex = � � � )(
2
1 xx ee xee xx ch)(

2
1

�� � .

2. )
2

()ch(  �
� 

�xx eex = � � � )(
2
1 xx ee xee xx sh)(

2
1

�� � .

3. �
 

�
-
.

�
/
0� 

x
xx

ch
sh)th( �

���
x

xxxx
2ch

shshchch
x2ch

1 .

4. � )cth( x
x2sh

1
� .

5. C �� Cxxdx shch .

6. C �� �xxdx chsh .

7. C �� �xdx
x

th
ch

1
2 .

8. C ��� �x
x

dx cth
sh2 .

11.3.  ����:%� �%� =%&��#��%�!
: /*!�+%< �� ��
=�!����
�!
: % !��&��
.
5	���	�����)!	 �����'���!�� ������� ���� �	����	 �����	 D
����. ��
�-

��, ���(�<� ������( � ��( #�������� ������
 & = ex,  & = sinx,  & = cosx

xe = ...
!3!2!1

1
32

����
xxx

 ;

sinx= ...
!7!5!3

753
����

xxxx  ;

xcos = ...
!6!4!2

1
642

����
xxx

 .
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/����(�� � ������(� ������� & = xe  �� ������� � = zj. "��	�<�:

�zje ...
!3
)(

!2
)(

!1
1

32
����

zjzjzj
 .

5������)!	, 7� j2 = –1, j3 = – j, j4 = 1, j4k+m = jm,  (�  m = 0, 1, 2, 3 ��	��:

zje = ����
!3!2!1

1
32 jzzzj

���� ...
!6!5!4

654 zzz
����� ...)

!6!4!2
1(

672 zzz

...)
!5!3

(
53

����
zzzj = zjz sincos �� .

"���,
zje = zjz sincos �     .

����� ���
�	 ���!���� zje� :

zje� = ���� )sin()cos( zjz zjz sincos � .

"���,  
zje� = zjz sincos �  .

C��(�	        
2

cos
zjzj eez

��
�  ;                    j

eez
zjzj

2
sin

��
� .

H�� �� �����	 (������)�� �������	�	 ���������� ��  ��	�������	!�		
� �����'���!�		 �������	.

����:%� �%� =%&��#��%�!�, �� 
��
=�!����
�!�, /*!�+%, 

����:%� �%� ��
=�!����
�!�, 
�� =%&��#��%�!�, /*!�+%, 

xiix sin)(sh �  xiix sh)sin( �  
xix cos)(ch �  xix ch)cos( �  

xiix tg)(th �  xiix th)(tg �  
xiix ctg)(cth ��  xiix cth)(ctg ��  

 
/�	
�<� '�� (���(����, 7� ��� ��	�������	!�� �����	 (�
��� � (�� ���-

���� ��������. +� ��	��7���� (�����	�� ����� �������	�	 ���������� �� �����-
'���!�		 �������	.

�
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&���	���(:

1.                                              1cossin 22 �� xx ;

�� )(cos)(sin 22 ixix �� xxi 22 ch)sh( 1chsh 22 ��� xx ;

1shch 22 �� xx .
2.                     );cos()sin()cos()sin()sin( xiyiyixiyixi ���

xyiyxiyxi chshchsh)(sh ���� ;

xyyxyx chshchsh)(sh ��� .
@������!�� ���� ���	��	 �����	 (��

),(sh yx � ),(ch yx � ),(ch yx � ,2sh x x2ch .

11.4. �&���
:

1. /���!	����� ������� �����'	 ��(���� ������� �� �����	����� ������
.
2. ��
�� ����!���� �����'���!�	� ������
.
3. C��	9��� �����	 (�� �'!	������ shx, chx, thx, cthx.
4. &������ ������� �����	����� ������
:

�) shx; ') chx;  �) thx; �) cthx.
5.  5	���	�����)!	 �����	����� ��
������9	� ����������� �������� ������
,

��'�(�
�� ������	 �������	� ������
 �� ��	9��� �� �����	�����.
�) y = sh (x + 1) ;       ') y = shx + 2 ; �) &=| shx |;
�) y = ch (x – 2) ;       () y = chx – 2 ; �) y= | chx |–3 ;
<) y = thx + 1 ;       �) y = th (x + 2) ; �) y= |1– thx | ;
�) y = ch (x – 1) ;       �) y = ch  x – 2 ; ) y= | chx | ;

6. ������	 ����������:

�) x
x

x 2cth
cth2
sth1 2

�
� ; ') 2

ch
2

sh2shsh yxyxyx ��
�� .

�) 2
th

ch1
sth x

x
x

�
�

; �) ��� ch
2

�h
2

sh 22 �� .

7. C��
�	 ����(�� �������:

�) 3chxy � ;                 ') )1(sh2 �� xy ; �) xy th� ;

�) xxy thsh2 �� ; () xxy cth�� ; �) x
xy

ch1
sh
�

� ;

�
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<) )sh1)(ch1( xxy ��� ; �) xy 3ch� ; �) 4 5chxy � ;

	) )th(lnxy � ; �) y = xsh x – ch x ; 
) 3
th1
th1

x
xy

�
�

� .

8. �����(	�	 ������� �� ������� �� (������) � ����(���:

�) xy 2sh� ; ') 
x

y
ch
1

� .

9. C��
�	 ��������	:

�) C xdxcth ;             ') C
2

ch2 x
dx ;         �) C � dxx)sh2( ; �) C xdxxsh ;

() C xdx2cth ;             �) C dxxth ;       <) C dx
x

x
2ch

; 	) C �
dx

xx hsch
1 .

10. I�������	 � ��( #��������:
�) xy sh� ; ') y = chx.

�
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?C���A 12. �A���"�� ��C?�P R�C��?"C���

12.1. C�!��!% &�!���� ��#%!����
�
.

��'������	�� –  �� ���(�� �����	�	, � ���� ������(�)�� ����� ��'������
����!����� ��������� �������� �� �'!	��))�� !	��� ���� ���	�	� ���	� ��'�����
.

�� ������	� ������ ��'������	�	 �������� ������� ����7����, ��'������
(������	) �� �����������	.

�������!����F n �������� ���	��)�� ����������	
 � ����!���
 n-��������

���	�� ����(��. B	��� ���� ���	�	� ������������ � n �������� �����!�)�� �n  �
�'!	��))�� �� ������)

�n = 1�2�...�n = n!
?�;%��!!�.  #���	��, � ���
 ��(��� ����(�� ����7���� �� �������� ��-

�	��<���� �����(������). I�������� ����!��� ���	�� � n ��������. ����� �� ���-
��(������ m – �������� ��(���	�� (m � n) ���	��<���� ����7���� � n ��������
�� m. B	��� ���� ���	�	� m-�������	� ����7��� (�� ���	�	 � n ��������
(!	��� ���� ���	�	� ����7��� � n �������� �� m) �'!	��)<���� �� ������):

� � � � � �1...1
!

!
����

�
� mnnn

mn
nAm

n .

5����)��, 7� 10 �nA .
	�#%!�+%HF (�&��*��F) ���	��)�� m-�������� ��(���	��  n-���������

���	�	, �'� ������ ��(���	�� � n �������� �� m.
/�(���	�	, ��� ��(�����)���� �(�� ��( �(��� ����(�� ����7���� ��������,

�� �����)���� ����		.
B	��� ���� ���	�	� ��(���	� �� m �������� � �����
, (�� ���	�	 � n

��������, ��'�� !	��� �����!��� � n �������� �� m �������� � ������, �����!�-

)��  m
n�   � �'!	��))�� �� ������):

� �!!
!

mnm
n�	�


P
A

� m
n

m

m
nm

n �
��  .

B	��� �����!��� �< ���� �����	�����:

� � 1
1

1;0 �
�

�� ����� m
n

m
n

m
n

mn
n

m
n ���nm��  .

&���	���(:

76076
321
767878

3

3
787578

78
75
78 �

��
��

��� �

�
�

�� .
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��
���� 1. /���( �	����� ����� �!��� � 30 !������ �'����	�� ����������-
	. H������ ������ '��� ���(��� ����������?

?�;�’�;�!!�: /���(������ ���������� �(�	 �!�� (����� < ����7���� �
30 �������� �� (�� ������	. >����� !	��� ���������� ����� !	��� ����7��� � 30
�������� �� (�� ������� � ������:

2
30� =30�29 = 870 .

��
���� 2. H�����	 !��	�	���!�	� !	��� ���� ������	 � �	�� 1, 2, 3, 4 '��
���������?

?�;�’�;�!!�: /� ���� (��� ���	�� � !��	���� �������� , ��� �����'�� �����-
9����	  � �����
 �����(�������. C��!	��, �����'�� ���
�	 ��������� ������������ �
!��	���� ��������:

�n = 1�2�3�4 = 24.
A�'�� � �	�� 1, 2, 3, 4 ���� ������	 24 !��	�	���!�	� !	��� ('�� ���������

�	��).

��
���� 3. H������� �����'�	 ���� ������	�	 10 �����
 �� (����	 �����
�� �������	 �����?

?�;�’�;�!!�: >����� !	��� �����'�� (�����)< !	��� ������������ �� (����	
��������:

�10 = 10! = 3628800.

��
���� 4. H�����	 ������ ���� �)�� �������	 20 ���'����	� ����( � �(��-
� !��������?

?�;�’�;�!!�: A��, 7� ��� '�(�-���� ����(	 � � ����(�) � ������(�< � ���)
����(	 � � ����(�) �, �� ����� ��� < �����!���� � 20 �������� �� 2. >�����
!	��� ���� ���� (�����)< !	��� �����!��� � 20 �������� �� 2 ������	 � ������:

190
21
19202

20 �
�
�

�� .

��
���� 5. H������� �����'�	 ���� �����(��	�	 12 !������ �� '�	��(��,
��7� � �����
 '�	��(� 6 !������?

?�;�’�;��: H���( ������ '�	��(	 < 6-��������) ��(���	��) ���	�	 � 12
��������. C��!	��, 9����� !	��� �����'�� (�����)< !	��� �����!��� � 12 �����-
��� �� 6 � ������:

924
654321

7891011126
12 �

�����
�����

��  .

�
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12.2. �
&�����% &��%,. R��%�!%��> &��%,.

A����� 
���������
  �	�!�< ������������� � �	��(���	� ��(���. "�����		
�������	 ������ 
��������� < �	���'������ � ��(��.

/�( �
&��#*��!!� ((����(�) �����)�� ���������) �������� ���, ������-
(�� ����� ���(���� ��('�(����� ���-��'�(� ��(��.

&���	���(: �	(���� ����	 – �	���'������; ����� ���'� !	 �	��	 – ��(��.
�
&������F &��%HF ���	��)�� ��(�), ���’����� � (��	 �	���'������, ���

��	 �(�
����� �	���'������ ��� ��('��	��, � ��� � �� ��('��	��. H���� “�	��(��-
��” (�� ��	������ !���� ������)�� � �������� ������ ��(��. &���	���(, ������� ��
���� – �� (����(, �	��(���� ��(�� � ���� (����(� – ����(���� � ���� �'� �����.

/�(�� ���	��<���� �%��=%�!�F, ��7� � ���������� (����(� ���� �'��’������ ��(-
'�(����� � !��$�
��F, ��7� ���� �� ��� ��('��	��. &���	���(: �	��(���� ��
'���9� 9���	 �!��� ��	 �	(���� �(��<� �������� ����� – ������(�� ��(��; �	��(����
(����	 �!�� ��	 �	(���� �(��<� �������� ����� – �����	�� ��(��.

/�(�� ���	��)���� !��*%�!

, ��7� ����� (�� � �	� �� �����  ��('��	�� �(��-
!����.

&���	���(: ����(����  � ����� ��	 �(��� �������� – �� �������� ��(��.
%�������, 7� (������� ��(�
 � (���� (����(� �����))�� &��!* �
���* &��%<,

��7�  � ����������  (����(� ���(���� ���	��� ��('��	�� ��!� ' �(�� � �	�. &���	-
���(: ��	 �	(���� �������� ����� ��(��, ��� ������)�� � �	��(���� �(����, (���, �����,
!��	����, �’��	 � 9���	 �!��, �����))�� ����� �	���� ��(�
.

/�(�� ���	��)�� �%�!��$�
�

, ��7� �� �(�� � �	�  �� < �'’<��	��� '���9
���	��, ��� ��9�. &���	���( ��	 �	(���� ����	 �	��(���� ���'� !	 !	��� – ��(��
��������	��.

����� ��(�� �< ����� ������� ���	�����. B	����� ��� ������� �'’<��	����
���	����� ��(�� – �� 
��������� ��(��.

J��������� ��(�� � �����!�<���� �(�).
&���
 � �	���	 n-�������	� ��������	�	� �����(��� �	���'����� m-�����(-

��� ���	�)�� ��(�� �. A�(� 
��������� ��(�� � �'!	��)<���� �� ������:

n
m�� �)(  .

+� ������ ���	�� ����� ����	!���� ����!���� 
���������.
R�7� � – ������(�� ��(��, �� m = n,  ����  �(�) = 1;
R�7� � – �����	�� ��(��, �� m = 0,  ����  �(�) = 0;
R�7� � – �	��(���� ��(��, �� m � n,  ����  �(�) � 1;
A�� 
��������� ��(�� �����(	���� � ����.

0 �� �(�) ��� 1.
I�������� ��	���(	 '��������(����� �'!	������ 
���������
.

�
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��
���� 6. %������ ������ �	(�)�� �(	� ���.
C��
�	 
��������� ��(��: � – ����	 ������� !	��� �!��; � – ����	 �� ��9�

�’��	 �!��; � – ����	 �� '���9� �’��	 �!��.
?�;�’�;�!!�: (����( �< 9���� ��������	�	� ��������	� �����(��� (����� �(-

����, (���, �����, !��	����, �’��	 � 9���	 �!��), ��� �����))�� ����� �	����.
/�(�� � ���	�)�� ��	 �����(�	 (�	��(���� (���, !��	���� � 9���	 �!��) ���

�(�) = 3/6 = 1/2; ��(�� � – (�� �����(�	 (�	��(���� �’��	 � 9���	 �!��) ��� �(�) = 2/6 =
=1/3; ��(�� � – �’��� �����(��� (�	��(���� �’��	, �(����, (���, �����, !��	���� �!��) ,
��� �(�) = 5/6.

/�	 �'!	������ 
��������� ��(�� !���� (���(	���� �	���	��������	 �����	
��'������	�	.

��
���� 7. 5 ���� �����(	���� 7 !�����	� � 6 �	��� ������. C ���	 �(��!����
�	
�)�� (�� ����. C��
(��� 
��������� ����, 7� �'	(�� ���� !������ (��(�� �).

?�;�’�;�!!�: B	��� ��������	�	� ��������	� �����(��� (�����)<:

78
21
12132

13 �
�
�

�� �n .

/�(�� � ���	�)��  21
21
672

7 �
�
�

�� �m  �����(���.

"���, 
26
7

78
21)( ��AP  .

��
���� 8. 5 ������ � 24 (�����
 �’��� '�������	�. C ������ �	'	��)�� �������
6 (�����
. C��
(��� 
��������� ����, 7� ����( �	� 6 (�����
 �	��	���� 2 '��������
(��(�� �).

?�;�’�;�!!�: B	��� ��������	�	� ��������	� ��(�
 (�����)<

134596
!18!6

!246
24 ��� Cn .

/�(����<� !	��� �����(���, ���	���	�	� (�� ��(�� �. H���( 6 ����	� �������
(�����
 ���	��� '��	 2 '�������� � 4 ����(�����.  ��� '�������� (����� � �’��	 ����

�	'���	 
21
452

5 �
�

��  �����'�	, � 4 ����(����	� (����� � 19 ����(����	� (�����
 ��-

�� �	'���	   3876
4321
161718194

19 �
���

���
��  �����'�	.

����� ��'������ '�������	� (�����
  ��� �����!��	�� � �����) ��'���-
��<) ����(����	� (�����
, ���

m = 3876�10 = 38760 .
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"���,

 �(�) = 3,0
1771
510

134596
38760

��  .

��
���� 9. ���’��� ����	� ��	� �����9����� ������� �� �(��
 ���	��. C��
�	

��������� ����, 7� !��	�	 ��	��	 �	�������� ���������		 ����( (��(�� �).

?�;�’�;�!!�: A�� !	��� ��������	�	� ��������	� �����(��� < n = P9 = 9! ���	-
� ��'�, 7� !��	�	 ����	� ��	�	 ���’����� ����, ��(� �) ��’���� ���� �����9���-
�	 �� ���	�� �6= 6! �����'�	 (��’���� (�(��	 (� ��9�	 �’��	 ��	�). 5 ����(	��
��’���	 !��	�	 ��	�	 ���� ��������	�	 �4= 4! �����'�	. /�	 ���� ����� ��-
'������ � ����(	�� ��’���	 ��� �����!��	�� � ����	 �6 � �����'�� ��������� ��’�-
��	, ��'�� m = 6!�4!.

"���,

�(�) = 21
1

!9
!4!6

� .

12.3. �%, !�� &��%�
 �� ,: <��%�!����
.

E���9 ����(�� �	��(���� ��(�� ���� ���(����	�	, �� ��'�� (�������� '���9 ���-
��	�. &���	���(, �	��(���� ������� !	��� �!�� �� �������
 ����� (��(�� �) ��� '��	
���(��������, �� ��'�� ��(�
 �1,  �2, �3,  (�

�1 – �	��(���� (��� �!��;
�2 – �	��(���� !��	���� �!��;
�3 – �	��(���� 9���	 �!��.

��� ���(��������� ����(��� ��(�� !���� '���9 ������ ���(��� ������� (�(������
�� ������� ��(�
.

�*�F (�'’<(�����) (��� ��(�
 � � � ���	��)�� ��(�) �, ��� ������< � �(�
�-
���� ��!� ' �(��<� �� ��(�
 � �'� � (�	�. 1).
H	����!�	
 ���	�:

� = �+� �'� � = �8�.
��#*��� (�����	��) (��� ��(�
 � � � ���	��)�� ��(�) �, ��� ������< � �(��-

!����� �(�
����� � ��(�� �, � ��(�� � (�	�. 2).
H	����!�	
 ���	�:

� = ���, �'� � = �@�.
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  A          A 

     �         �  
       �                ' 

 I	�. 1     �	�. 2 

��
���� 10. C��
�	 ��� ��(�
: � – “����� �(���� �!�� ��	 �	(���� ��������
�����” � � – “����� (��� �!�� ��	 �	(���� �������� �����”.

?�;�’�;�!!�. H��) �+� < ��(�� � – “����� �� '���9� (��� �!�� ��	 �	(����
�������� �����”, ��� �+�=�.

��
���� 11. C��
�	 (�'���� ��(�
 � – “���(��� �� ������� �	����< '���� �
����	 �����” � � – “���(��� �	����< '���� � �����, ��	
 �����	
 �’��	”.

?�;�’�;�!!�. ��'���� ��� < ��(�� � – “���(��� �	������ '���� � �����, ��	

�����	
 (����	”, ��� ���=C.

5��(��� (�� �)�� �������� �����	�����:
1. �+� =�+� ;             2. (�+�)+� = �+(�+�) ;
3. ��� = ��� ;             4. �(���) = (���) � ;

5. �(�+�) = ���+��� ; 6. �+ � =U ;

7. A� � =V ;

(� �  – ��(�� ����	����� ��(�� �,
      U –  ������(�� ��(��,
      V – �����	�� ��(��.

J��������� (�'���� 
 ��	 ��(�
 ��������))�� �� (������) ��(����(�	�
�����.

������ ������!!� <��%�!����< !��*%�!
: &��%<.

�(�+�) = �(�)+�(�).
J��������� ����	 �(��<� �� ������� ������� �������	� ��(�
 (�����)< ���


���������
 �	� ��(�
.
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������ ������!!� <��%�!����< �*%�!
: &��%<.

�(�+�) = �(�) + �(�) – �(��).
J��������� ����	 ��!� ' �(��<� � (��� �����	� ��(�
 (�����)< ��� 
������-

���
 �	� ��(�
 '�� 
��������� �� ������� ����	.
/���( �	, �� ������)���	 �����	 �������, ���(�� ������� ������


��������� ��(��, �� ��������	� ��(�
.
���!�F <��%�!%��F ��(�� � ��	 ���� � ���	��)�� 
��������� ��������

��(�� �, �'!	����� � ��	��7����, 7� ��(�� � ��� ��('����� � �����!�)�� ��(�) �'� �
(�/�).

/�(�� �, �, �,... ���	��)�� !�;���$!

 � ����������, ��7� 
��������� ������
� �	� �� ���)<���� � ��’���� �� ��������, �'� ���������� ��9	� ��(�
.

������ !�$�!!� <��%�!����< !�;���$!
: &��%<.

�(��) = �(�)��(�)
J��������� ������� ����	 (��� ��������	� ��(�
 (�����)< (�'���� 
����-

�����
 �	� ��(�
.

������ !�$�!!� <��%�!����<  ;���$!
: &��%<.

�(��) = �(�)���(�) = �(�)���(�)
J��������� ������� ����	 (��� ������	� ��(�
 (�����)< (�'���� �(��<� � �	�

�� ����� 
��������� (�����.

��
���� 12. 5 �7	�� ������ 20 (�����
, ��	!�� 5 � �	� ����(�����. I�'���	�
'��� 3 (�����. C��
�	 
��������� ����, 7� ��!� '  �(�� � �	� ����(����� (��(�� �).

?�;�’�;�!!�: &���
 � – ��(��, ��� ������< � ���, 7� �(�� ����� (����� ����(�-
����, � (�� – ������(�����; � – ��(��, ��� ������< � ���, 7� (�� ����� (����� ����(�����,
� �(�� – ������(�����; D – ��(��, ��� ������< � ���, 7� ��� ��	 ����� (����� ����-
(�����.

"!��	(��, 7� ��(�� � ��('�(�����, ��7� ��('�(����� ��!� ' �(�� � ��(�
 �,�,D.
"���, ��(�) � ���� ���	���	 �� ��	 ��(�
 �, �, D:  � = �+�+D. /�(�� �, �, D –

��������, ����

�(�) = �(�)+�(�)+�(D) =
228
137

114
1

38
5

76
35

3
20

3
5

3
20

1
15

2
5

3
20

2
15

1
5 ������

�
�

�
��

�
��

 .

���� ��(�!� ���� ����’����	 ������9�, ��7� �����	 ��(�) �  – ��(�� � ���-
�	� ����� (�����
 �� '�(� ����(�����). A�(�

�(�) = 1 – �( � ) ,

� ���
9��9	 
��������� ��(�� �
�
��� 12. ������� ��
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� �
228
91

3
20

3
15 ��

�
���  ,

�'!	��	�

228
137

228
911)( �����  .

��
���� 13. C��
�	 
��������� ����, 7� ������� �	'���� (���	����� !	���
'�(� �����	 �'� 3, �'� 5, �'� �'� �����.

?�;�’�;�!!�: &���
 � – ��(��, ��� ������< � ���, 7� �	'���� !	��� ������ 3, �
� – � ���, 7� �	'���� !	��� ������ 5. P��
(�� �(�+�). "������	 �, � – ������
��(��, ��

�(�+�)= �(�)+�(�)–�(��) .

"'!	��	�: �(�)=30/90 (����( !	��� ��( 10 (� 99 ��� 30 ������ 3), �(�)=18/90
(!	��� �����	� 5 ����( (���	����	� 18), �(��)=6/90 (!	��� 15, 30, 45, 60, 90, 75 ������
� 3 � 5), ����

�(�+�) = 15
7

90
6

90
18

90
30

���  .

��
���� 14. 5 �7	�� 12 (�����
, ����( �	� 8 '�������	�. I�'���	� '��� �� �(	�
��� 2 (�����, � ���� �� (���	
 ��� 7� 2 (�����. R�� 
���������, 7� ����� (����� ����-
(�����?

?�;�’�;�!!�: &���
 ��(�� � – ������< � ���, 7� ���9	
 ��� ����� (����� ����-
(�����; ��(�� �– ������< � ���, 7� �� (���	
 ��� ����� (����� ����(�����.

A��, 7� �, �–  ������� ��(��, ��

�(��) =
99
56)()( 2

10

2
6

2
12

2
8 ���

�
�

�
�B��� �  .

��
���� 15. 5 �(��
 ���� 5 '��	� � 3 !���	� ����, � � (����
 – 6 '��	� � 4 !���� ����.
R�� 
���������, 7� � �'�� ��� ������� !���� ���)?

?�;�’�;�!!�: &���
 � – ��(��, ��� ������< � ���, 7� !���� ���) ����	 � ���9��
���	; � – !���� ���) ����	 � (����� ���	; A��, 7� ��(�� �, � – ���������, ��

�(��)= �(�)��(�)= 20
3

10
4

8
3

��  .
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12.4. '��*�� &��!�, <��%�!���%.

E�!	�, 7� 
��������� ��(�� ���� �'!	��	�	 �� ��� �'� (�'���� 
������-
���
 ���������	� ��(�
, ��	!�� ������ ������������ 
��������� ���!�� ����-
7�<����. H�� ��
 ��� ����	�� /��*�� &��!�, <��%�!���%.

&���
 �1, �2...�n – ��(��, ��� �����))�� ����� �����, ��'�� �	!����)�� ���
���	�� �	��(�	  (����� ������	����. /�(�� � ��� ��('��	�� � �������� ������

� ��(�
 �� � (����) 
��������)  )(
1

APH .

A�(� 
��������� ��(�� � �'!	��))�� �� ������)

)()(...)()()()()(
21 21 APHPAPHPAPHPAP

nHnHH ������� ,
(�  �(�1) + �(�2) + ... + �(�n) =1.

/�(�� �1, �2... �n ���	��)�� ��������	.

��
���� 16. &���
 (����� �	�������)�� �� ����� ���������. &� ���9�� �	����-
����� 40% ���� (�����
, �� (����� – 35%, � �� ������� – 25%. &� ���9�� 90%
(�����
 '��	 � �����, �� (����� 80%, � �� ������� – 70%. R�� 
���������, 7� �����
(����� � �����.

?�;�’�;�!!�: H���(�� �������	:
�1 – (����� �	�����	�	 �� � ��������,

 �2 – (����� �	�����	�	 �� �� ��������,
   �3 – (����� �	�����	�	 �� ��� ��������.

/�(�� �– ����	 (����� ���9��� �����, ��� ��('��	�� �(��!���� � �����) �
������� ��.

A�(�

)()(...)()()()()(
321 321 APHPAPHPAPHPAP HHH �������  .

C ���	 ��(�!� �	(��, 7�
�(�1) = 0,4; �(�2) = 0,35; �(�3) = 0,25;

            )(
1

APH  = 0,9;          )(
2

APH  = 0,8;            )(
3

APH = 0,7.

"���, �(�) =  0,4�0,9 + 0,35�0,8 + 0,25�0,7 = 0,815.
R�7� ��(�� � ��� ������	 �	9� �� ���	 ����	 �(��<� � ������� �1, �2...�n, ��


��������� ������� ���� ��������	�	 �� /��*��F ��<H��.

� �
� �

P(A)

(A)PHP
�P iHi

i�

�
�  ,

(� ��(��) – 
��������� ������ � ������� ����� �	���'������, � ���������� �����
������� ��(�� �;
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)(AP
iH  – ����� 
��������� ��(�� � ����� �������� ��(�� ��;

�(�) – 
��������� ��(�� �, ���
(��� �� ������) ������ 
���������.

��
���� 17. 5 ���9�� �7	�� 8 '��	�; 6 !���	� ����, � � (����� – 10 '��	�, 4
!���	�. &������ �	'	��)�� � �7	� � ���). 5�(��, 7� �	
���� ���� !����. C��
�	

��������� ����, 7� '��� �	'���� ���9	
 �7	�.

?�;�’�;�!!�: 5��(�� �����!����: �1 – '��� �	'���� ���9	
 �7	�; �2 – '���
�	'���� (���	
 �7	�; � – ��	 �����(���� (��� �����(���	� �	���'����� �	'���
�7	�� � �	'��� ���� '��� �	
���� !���� ���).

A�(� �(�1)= 1/2; �(�2)= 1/2. J��������� �	
����� !����� ���� ����� ����, ��

�	'���� ���9	
 �7	�, ������	�� )(
1

APH = 6/14=3/7. J��������� �	
���� !��-

��� ���� ����� ����, �� �	'���� (���	
 �7	�, (�����)< )(
2

APH = 4/14=2/7. C�
������) ������ 
��������� �����(	� 
��������� ����, 7� �	
���� ����
'��� !����)

� � � � � � � � � �
14
5

7
2

2
1

7
3

2
1

21 21 ��������� AP�PAP�PAP �� .

J��������� ����, 7� !���� ���) '��� �	
���� � ���9��� �7	��, �'!	��)<�
�� ������) E�
<��

� �
� �

5
3

14
5

7
3

2
1

�
�

�
�

�
P(A)

(A)P�P
�� i�i

i�  .

12.5.  '��*�� ���!*��%.

&���
  ��('���<���� n ��������	� �	���'�����, � ������ � ��	� 
���������
����, 7� ��('�(����� ��(�� � ����� p. A�(� 
��������� ����, 7� ��	 n �	���'�������
��(�� � ��('�(����� ����� k ����� �'!	��)<���� �� /��*��F ���!*��%.

� � � � knkk
nn ppCkP ��� 1 .

��
���, �	��(��, ���	 ��(�� @ ��('�(����� � ������ � ���9	� k �	���'�-
����, � �� ��('�(����� � ��9	� n – k �	���'������� ���� ���(����	�	 �� (�'����

��(�
 � � � :

����������
knk

A...AA�...��
�

�������  .

C��(�� ���	, ��� �	���'�������� ���������, ���
�
��� 12. ������� ��
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��� ���� ��
n

��...���� ������  ;

���� ����� ��
n

��...����� �������  ;

��� 
��������� ���	9	���� �������), '� ��( �����������	 ����	��� (�'���� ��

���)<����. B	��� ���� ���	�	� �����(�������
, � ��	� ��('����	����� ��(�� � � �
����� k

n� . ��(��9	 ��� ���	�� �	��(�	, �� ������ (�(������ 
���������
 ����-
���	� ��(�
 ���	�<� ������ E�������.

��
���� 18. J��������� ���!���� � ���� � �(���� �������� 0,8. R�� 
���������
���!	�	 � ���� 7 ����� � 10 ���������?

?�;�’�;�!!�: C������� !	��� �	���'����� n = 10; !	��� ���!��� k = 7. "���,

��������� ���!	�	 7 ����� � 10 ��������� ���(�� �����	 E������ �����:

� � � � � � � � 2,02,0)8,0(
!3!7
!108,018,07 3771077

1010 ���� �CP  .

��
���� 19. 5 ���� 20 ����: 15 '��	� � 5 !���	�. C ���	 �����(���� '����� 5 ����,
��	!�� ����� ����� ���) �������)�� � ���� ����( ��������) ����'�). C��
�	

��������� ����, 7� � 5 ���� 2 '�(��� '���.

?�;�’�;�!!�. J��������� ����	 '��� ���) � �����
 ����'� ����� 
4
3

20
15

��� , �

!���� – .
4
11 ��� pq  /� ������ E������� ���
(��:

� �
512
45

4
1

4
3

21
452

32
2522

55 ��
-
.

�
/
0

�
-
.

�
/
0

�
�

�� �qp��  .

12.6.  �
�����!� �
&������ ���
�
!�, �� ,, ��!��!% :�������
��
�
.

�
&������F ���
�
!�F ���	��)�� ����� �, ��� � ���������� �	���'������
��� ��	
���	 �(�� � �	9� �(�� ���!����, �� ��(�� ����9� � ����, 7� �����	�� ��(
�����(�� �	���'������. #���� �����	�	, 7� ���	!	�� '�(� �	��(����), ��7� ����
��	
�< � (���� �	���'������ ����� ���!����.

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���

knk

knkknk

�)(�A)�(...A)�(P(A)...P(A)A)...AA�...�(�� �

��

��������������� 1�� ��� ���� ��� ������������ .

/�(�� � ��� ��('��	�� k ��� ��	 n �	���'������� � � ��9�
 �����(�������,
����	���(
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5	��(���� ���	!	�	 ��(���)���� �� �
�����!% �� !�&�����!%. #	 ������(��	�-
� (	������� �	��(���� ���	!	�	.

5��	!	�� � ���	��<� �
�����!�F �
&������F ���
�
!�F, ��7� ���	�� ��
���	�	� ���!��� < ����!���) �'� ������!����) �����(������) !	��� �1, �2,...�n...,
(� ����� ������(��9���� � = �� < ����������) �	��(����) ��(�<) � �< �	���!���

��������� � = �� .

"������	, ����� ���!���� (	�������� �	��(����� ���	!	�	 �< �	���!��� 
�-
��������, �� (��� ������������  ���!�� �����	�	 � ��'�	�): (��'�. 1.)

��'� 1.
C��!���� �	��(����� 

 ���	!	�	 � 
�1 �2 ...... �n 

J��������� �����  
���!���� � 

�1 �2 ...... �n 

 
���� ��'�	�� ���	�� ����� ��#�
+% ;���!* ��;&��%�* �
�����!�, �
&������,

���
�
!
. C���� �����(��� ���� ��(��	 ����� � �	���(� �������� �'� �����!��.
"���, ;���!� ��;&��%�* (	�������� �	��(����� ���	!	�	 � ���	��)�� ������(-

��9���� �� ���	�		 ���!����	 �� �� �� 
��������) ��.
R�7� �	��(���� ���	!	�� � ��� ��'����	 ����!��� !	��� ����	� ���!��� �1, �2, ...�n, ��
���������� ��(�� �= �1, �= �2,.... �= �n �����))�� ����� ����� � ��� ��� ��

���������
 (�����)< �(	�	��, ��'��

�1+�2+�3+...+�n=1 .
5���	��) ��������	��	��) (	�������� �	��(����� ���	!	�	 � < �����	!��

�!��������.
������
�!
 ��%�*��!!� �(�) (	�������� �	��(����� ���	!	�	 � ���	��-

)�� ��� (�'����� ���� �� ���	�	� ���!��� �� �� �� 
��������� ��:

�(�) = �1��1+�2��2+...+�n�xn=H
�

n

i
ii xp

1
.

5����	����� �����	!���� �!��������.
– #�����	!�� �!�������� �����
��� ���	!	�	 (�����)< ���
 �����
��


�(�) = �.
– #�����	!�� �!�������� ��	 �	��(���	� ���	!	� (�����)< ��� ����-

�	!�	� �!������� (�(�����:
�(�+Y) = �(�)+�(Y).

– #�����	!�� �!�������� (�'���� ��������	� �	��(���	� ��(�
 (�����)<
(�'���� �����	!�	� �!������� �	� ���	!	�:

�(��Y)= �(�)��(Y).
– �����
�	
 ����	� ���� �	���	�	 �� ���� �����	!���� �!��������:

�(��)= ��(�).
�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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� -8 - 4 -1 1 3 7 

� 12
1  

6
1  

4
1  

6
1  

12
1  

4
1  

           

Y -2 - 1 0 1 2 3 

� 6
1  

6
1  

12
1  

3
1  0 

4
1  

 
?�;�’�;�!!�: C��
(�� �����	!�� �!��������:

� �
12
7

4
7

12
3

6
1

4
1

6
4

12
8

���������M  ,

� �
12
7

4
30

3
10

6
1

6
2

��������YM .

#	 ���	��	 �����	
 ���������: �����	 �����(��� ���	!	�	 � � Y �����, � ��
�����	!�� �!�������� �(������.

C �	����� 1 �	(��, 7� ���!���� ���	!	�	 Y ������(���� '��� �����	!����
�!�������� �(Y) (�	�.1'), � ���!����

  
 
     -8       -4         -1    0            1          3                       7     � 
          �(�)   

�	�. 1� 

 
 
    -2   -1    0            1     2    3 
          �(Y)   

�	�. 1' 
 

     �	�. 1 

���	!	�	 � ����	(��� (��������) (��� ��( �����	!���� �!�������� �(�) (�	�. 1�).

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���

��
����: C��
�	 �����	!�� �!�������� ���	!	�	 � � Y, ��7� ��(�� �����	 ��
�����(���
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"������) !	�����) ��������	��	��) ��������� ���	�	� ���!��� �	��(��-
��� ���	!	�	 � < (	������� D(X), ��� �	���!�<���� �� ������):

D(X) = M(X – M(X))2.

5��	!	�� )(�D�O  ���	��)�� �����!% �������
�!
 �%�:
��!!� �	-
��(����� ���	!	�	 �.

�����
����% �
�&���%,:

– �	������� �����
��� ���	!	�	, �!��	(��, (�����)< ���): D(C)=0.
– H���	
 ����	� ���� �	���	�	 �� ���� (	�������, ��(���9	 
��� (� ���(-

����:
D(CX)=M(CX – M(CX))2 = M(CX – CM(X))2 = C2M(X – M(X))2 = C2D(X).

– �	������� (�����)< �����	!��� �!�������) ���(���� �	��(����� ���	-
!	�	 ���� ���(��� �� �����	!���� �!��������:
D(X)= M(X–M(X))2=M(X2–2M(X)�X+M2(X))=M(X2)–2M(X)�M(X)+M2(X)= M(X2)–M2(X).

– R�7� (� ���� ���!��� �	��(����� ���	!	�	 (�(��	 (��(���	) �����
�� !	���,
�� (	������� �� �� ���	����:

D(X"A) = D(X) .
��
���� 20. �	������� �	��(���� ���	!	�� �����(����� �� ������:

C��
�	 D(X).
?�;�’�;�!!�: H��!���� ���
(��:

�(� ) = –1�0,2 + 0 + 1�0,3 + 2�0,8 = 0,9,
� (���

�(�2) = (–1)2�0,2 + 0 + (1)2�0,3 + (2)2�0,4 = 2,1.
C��
(�� (	������):

D(X) = M(X 2 ) – M2(X) = 2,1 – 0,81 = 1,29.

12.7. ����! ���
�
: �
���.

/�	����	�, 7� ��('���<���� n ������������ �	��(����� ���	!	�	. /����!	-
� ���	�� ���!���� �	��(����� ���	!	�	, ��� ���� ��	
�< � �������������� (��-
�������� ����������� ������������ ������ �	��(����) �	'����)), !���� �1, �2,...�n,
(� ��(���	 ����!�)�� ����	 ������������.

H���(�� ��	���	!�� ���	�	� ����������� n ������������

n
���� n���

�
...21

���	���	����� �����!>�F �
#%�����F.
�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���

� -1 0 1 2 
� 0,2 0,1 0,3 0,4 
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���	 �	��(���� ���	!	�� ��'���< �����	  ����(’<�� ���!����, �����	!��
�!��������, � �����
 ���, ��������	��< �� ����� �����(���. E���9���� ���	!	� � ��		
(���(	���� ����)���	 � (�
������, < ����(’<�		.

5	�	��< �	�����, !	 ���� ����	�	 
��������� ��(�	����� (�(������ �	��(��-
��� ���	!	�	 ��( �� �����	!���� �!��������.

?�;=��!�� &�
����: H���(�� ��	������� �����	 �� �������� �� �(��
 �� @AH

�� (��		 ��(� ������������ �	������ �����) t =100 ���. B	 ���� ���	��	 '�(�-
��� ��������) ��� ��, 7� ����( ����� �� ��
 @AH '�(��� ��	 ���� �����	 �
��	������) �, ��� �����	7�< ����(�) ��	������� � k = 6 �'� '���9� �����. #���	�-
���� ���	�� !������ �����	 �max � ��	������) � = R =600 ��� � '���9� ��	 ����(��

��	������� � 100 ��� ��� ���� � ��� �	��(��, ��7� ' �(��  �����	 '��	 (���	��)
�����	 600 ���, � ��9� �����	 – 0 ���. A�� � ���� �	��(�� �max ���� �	���!	�	 �
������(��9����:

600��max+ 0(1– �max) = 100 ���,
�'� � ��������� �	��(��

k�max+0(1– �max) =  t .
C����(	� �max:

�max= 6
1

600
100

� ,

�'� � ��������� �	��(��:

 
ktk

tP 1
max �� .

A��	 !	��, ���	����� ���	�� !������ �max ����� � ��	������), ��� � 6
����� �����	7�< ����(�) ��	������� ����� 1/6. +� ����!�<, 7� !����� �max '�(� �����	
����� �'� ��9� 1/6 (��� �� '���9�)

�(� > 6�100) � 1/6 .
5 ��������� �	���(�:

 � �
k

xkxP 1
�4 .

"�����) ���������� ���	��)�� !��%�!%��F D�#
@���.
C������<� ���������� B�'	9��� (� ���(���� ��(�	����� ����(���� �	'�������:

n
xxxx n���

�
...21

��( �� �����	!���� �!�������� �(�).
"��	�<�, 7�

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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� � �
-
.

�
/
0 ����

n
XDk��

n
XDXMxP )()()( 22

2 6
6

6 .

R�� ' �� '��� ��� ����� ���	!	�� 6, 
��������� ����, 7� ����	�� �� �	'����-
��) ����(���) � � �� �����	!�	 �!�������� �(�) �� �'���)���) ���	!	��)
�����	7	�� 6, '�(� �������	 (� 0 ��	 n��. ���� ���������� ���	�� ����� ;���!*
���
�
: �
���.

I�������� ��	���( ������������ ���������� B�'	9���.
&���
 
��������� ����, 7� �� @AH ��('����� ��������� ������ ����� �, �

��7� �� ��������� ������ �� ��('�����, �� 1 – �.
C��	9�� ���!���� �	��(����� ���	!	�	: 1– ������ ��('�����, 0 – ������ ��

��('�����.
H���(�� ����� �����(��� (�� ��9�� �	��(����� ���	!	�	:

�� 1 0 

��������� �	��(-
����� ���	!	�	 p� 

p 1-p 

C��	9�� �����	!�� �!��������:

 H
�

������
n

i
ii pppxpXM

1
)1(01)( .

C��
(�� (	������), �	���	�����)!	 ������ D(�) = M(� – M(�))2. C��	9��
���!���� (X – �(X))2.

�� 1 0 
X – �(X) 1 – p 0 – p 

 
"'!	��	� (	������):

D(X) = (1–p)2�p + p2(1–p) = (1–p)p (1–p) + p = p (1–p) .
R�7� ��������	, 7� 
��������� ����, 7� ������ ��('����� � = 0,5; ��

1–� =0,5, ��(� (	������� D(�) = 0,5(1 – 0,5) = 0,25.
5����<�, 7� ��	 (�������� ���	��
 ��������� ��������	� ����� �� @AH ����-

(�� �	'������ ���	9����� ��

n
m� � ,

(� n – !	��� ���� ������������ �� ������	,
      m – !	��� ������������, (� ������ ��('�����.

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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/�(����	� ���!���� 
n
m� � , �����	!���� �!�������� �(�) = �; (	�������

D(X) = 0,25 � ���������� B�'	9���

� � 2

)()(
6

6
n

XDXMxP ��� ,

���	�<�

22 4
1;25,0
6

6
6

6
n

p
n
mP

n
p

n
mP ���

-

.
��
/

0
�����

-

.
��
/

0
��    .

+�
 �	��� ����!�<, 7� ��� ' �� '��� ��� �����
�� 6, 
��������� � ����, 7�

����	�� �� ����(���) �	'������) n
m

 � 
��������) � �����	7	�� 6, ��'	����

'�	����) (� ���� ��	 (��������� !	��� ������������ n.

12.8. �&���
:

1. R�� ��(�!� ������(�< ��'������	��?
2. R�� ����	�	 � ��'������	�� ���	��)���� ������������	?
3. R�� ����	�	 � ��'������	�� ���	��)���� ����7����?
4. R�� ����	�	 � ��'������	�� ���	��)���� ��'������	 (�������	)?
5. R�� ��(�� ���	��<���� �	��(����), �����	��), ������(��)?
6. R�� ��(�� ���	��)���� �������		, ��������	�		? /�	��(��� ��	���(	.
7. /�	����	 ��	���(	 ������	� �� ��������	� ��(�
.
8. ���	 ����	!�� ����!���� 
��������� ��(��.
9. R�� ��(�� �����))�� ����� �	���� ��(�
?
10. H�����)
�� ������ (�(������ 
���������
 �������	� ��(�
.
11. H�����)
�� ������ (�(������ 
���������
 �����	� ��(�
.
12. W� ���	��)�� �����) 
��������) ��(�
?
13. H�����)���	 �����	 ������� 
���������
 ������	� �� ��������	�

��(�
.
14. R�� ��(�� ���� ������	 ��������	?
15. C��	9��� � �������� ������ E�
<��.
16. C��	9��� ������ �'!	������ 
��������� ���������� �	���'����� (���-

��� E�������).
17. W� ���	��<���� (	�������) �	��(����) ���	!	��)?
18. R� ������	 ����� �����(��� (	�������� �	��(����� ���	!	�	?
19. W� ���	��<���� �����	!�	 �!�������� � �� 
��� �'!	��))��?
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20. /�����!��� �����	����� �����	!���� �!��������.
21. W� ���	��<���� (	������<)?
22. R�� �����	����� (	�������?
23. H�����)
�� ����� ���	�	� !	���.
24. 5 ���� ������ 12 '��	� �� 4 !���	� ����. R�� 
��������� �(��!���� �	�����-

�	 3 '��	� �� 1 !���� ���)?
25. 5 ���� ������ 6 '��	� �� 8 !���	� ����. R��  
��������� �� ���9	 ����

����	 2 '���, � �� (���	 2 !���� ����?
26. 5 ���� ������ 3 '���, 7 !�����	� �� 5 !���	� ����. R�� 
���������, 7� ����(

4-� ����	� ���� ��� !������?
27. C ����(	 ���� ������� '����� 2. R�� 
���������, 7� ����� ����	 ���	?
28. C 30 '������ ���(��� �	�!	� 25. R�� 
��������� ����, 7� �	������	
 �	 '����

��� �� ���<?
29. C �	�� ��( 1 (� 9 �	'	��)�� �(��. R�� 
���������, 7� �	'���� �	���

������ 3?
30. 5 ������� � 15 '������ 5 �	���9��. ������� 2 '����	. R�� 
��������� ����, 7�

�'	(�� '����	 �	���9��?
31. 5 ������� � 30 '������ 10 �	���9�	�. ������� (�� '����	. R�� 
��������� ����,

7� ��(�� '���� ���	���9�	
?
32. 5 ���� �	��(�� 
��������� (��� ��������	� ��(�
 ����� 
��������� �(��-

�� � (�(�����?
33. C ���� ��� ������������ ���� (�����!�		 !	���	 ������� '�����

�(��. R��  
���������, 7� ���� ���� �����!�<���� ����?
34. &� 9���	 ������� ���	���� '���	: “�”, “�”, “�”, “�”, “”, “	”. R�� 
����-

�����, 7� ���	�<� ����� “��	��”?
35. 5 ������ � 20 9���!�� 3 '��������. R�� 
���������, 7� � 5 ������	� ��	

9���!�� 2 '��������?
36. 5 ���� ������ 3 �	���, 5 '��	� � 4 !���	� ����. R�� 
���������, 7� 2 ����� ��	

���� �� '���?
37. ����(� ���� ��(��	�	 ������. R�� 
���������, 7� � �����
 �����	�� < 2

������?
38. C ���	 � ���
 ���	�� 8 �����������	� ���� �	'	��)�� �� �(��
 ��� ����.

R�� 
���������, 7� ����	 ���� '�(��� 
�	 � ����(�� ���������?
39. D��������
�� '����	 ������������ ��( 1 (� 25. R�� 
���������, 7� ����	


'���� �< ���� �����	
 5?
40. "(�� ������	!�� ����!�� �� 1000 '�������	�. R�� 
���������, 7� � �����

������	� ����!�� �(�� '��������?

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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41. C 12 '������ �����������	� !	���	 ��( 1 (� 12 '����� ���!����  �(	�, �
���� (���	
. R�� 
���������, 7� ���9	
 ����	
 '���� �< ����	
 ����, � (��-
�	
 – ������	
?

42. C ����(	 ���� '����� ���!���� �(��, � ���� (���� �����. R�� 
���������,
7� �'	(�� ����	 – (�	?

43. 5 ���� ������ 5 '��	�, 7 !���	�, 8 !�����	� ����. 5	����)�� 3 ����. R��

���������, 7� ��� ���� ������� �������?

44. C 32 '��� �	�����	� � ��'��	 ������� '����� 5. R�� 
���������, 7� ����-
(����� ����� “�����”?

45. >���� ���� ������ A. >��!���� ������	�	 �� ���	�). R�� 
���������, 7�
���	 ����	 � �����(����� ����(��?

46. H���( 30 �!��� 18 ������� �� 12 (��!��. R�� 
���������, 7� �	'���	 2 ������
�� 2 (��!	�	?

47. H���( 30 �!��� �����'�� �����(��	�	 ��	 ������	 � R���, ����� �� H�!�. H����-
�	 < ���	�	� ��������� �����(��� �������?

48. A��'� �����(	�	 6 �����
. H������� �����'�	 ���� �� ���'	�	?
49. 5 �7	�� � (�������� ����(�� �����(��� 12 (�����
, � ��	� 10 ����(����	�.

��������� ���� ������� 3 (�����. "'!	����� 
��������� ����, 7� ��!� ' �(�� �
����	� (�����
 '�(� ����(�����).

50. I�'���	� �'�������< (�� ������	, ��� ����))�� ��������� �(	� ��( �(��-
��. J��������� ����, 7� ������� ��(	�	 ���9	
 ������ �� �����'�< ����	 ��'�-
��	�� 0,8, � (�� (������ ������� �� 
��������� (�����)< 0,7. C��
(��� 
���������
����, 7� ������� ��(	�	 ��(�	
 � �������� �� �����'�< ����	 ��'���	��.

51. 5 �7	�� ����(��� (�����: 16 (�����
 � ���9�� (����	��, 24 � (����� � 20 �
�������. J��������� ����, 7� (����� �	��������� �� (����
 (����	��, ��(����� ������,
(�����)< 0,6, � (�� (�����
, �	��������	� �� ���9�
 � �����
 (����	���, 
���������
(�����)< 0,8. C��
(��� 
��������� ����, 7� ������� �	
���� (����� '�(� ��(�����
������.

52. � ��	 ������ (�����
 �� 30 9��� � �����
. ��������� ����(����	� (�����
 �
���9�
, (����
 �����
 ������� ��(����(�� ������	�� 30, 25, 20. C (������� �	'�����
������ ������� �	
���� (�����, ��� '�(� ����(�����). ������ �������)��, �(����
������� �	
�)�� (�����, ��� ����� < ����(�����). C��
(��� 
��������� ����, 7�
(����� '��	 �	
���� � ������� ������.

53. /�( !�� �'��'�	 (�����
 �� �������� � ����(���� 4% � �	� '���)�� � (���-
���	. R�� 
��������� ����, 7� ����� (�� (����� � 30 ����	� �� ��������� '�(��� �
(������	?

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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54. "'!	��	�	 ���!���� �	�����:

�) 5! + 6!; ') 
!50

!8!10 � ; �) 6!(7!-3!);

�) 
4

65

�
�� �

;             () 3
15� ; �) 3

9
3
6

3
7 ��� �� ;

<) 
3
6

4
6

5
6

�
�� � ; �) 13

15� ; �) 3
5

4
6 �� � .

55. /������	�	 ��������:

�) 
6

6
6

�

�

�
n

n
n

n P
A� ; ') 9

15
6
15 �� � ; �) 6

11
6
10

5
10 ��� �� ;

�) 
8

8
2012

20 �
�� � ; ()

2

4
163

15
4
15

��� �� .

56. I���’����	 ��������:
33

2 14 �� �� � .

57. H������� �����'�	 ���� ������	 ��	��� � 10 !������?
58. H������� �����'�	 ���� �	'���	 3 �!��� � ����	 25 !������?
59. H������� �����'�	 ���� �����	�	 ��	�	����� !	��� � �	�� 2, 3, 7, 1?

�
��� 12. ������� ��
��/ ^�
"���
���
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?C���A 13. �A���"�� A�"�R"CP �A-��?�

13.1. ����
+%. C�!��!% &�!����.

/������ ���	�� ����9� ����	���� � ����(	�� 	������ �������� � ��'����
�����
���	� �����	���  �.%�������� (1805-1865) �� @.���� (1821-1895). 5 ��!����

��	���(��
 �����	�� ���	�� �� ���’����� � �		 �������  �	���	�����)����  (���
9	���� ��	 ����’�������� ��
�����������9	� ��(�!. C�����, ������������ ��-
�	�� ���!�� ����7�< ����’�������� ����(�	� �	��� �������.

����
+�F ���	��)�� ��������� ��'�	�) � m ����!�� �� n ��������, ����(���
� !	��� �'� '�(�-��	� �'’<����.

"'��	��� ������(� �	9� (�
��	� ���	��, ��'�� ���	�� ����(��	� � (�
-
��	� !	���:

�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�

/

0

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

....
........................

....
....

21

22221

11211

  .

B	���   aij   ( i = 1, 2, ... m;  j = 1, 2, ... n )  ���	��)�� ����!��
 ���
+%. /��9	


��(��� i ����!�< ���� ����!�	, (���	
  j – ���� �������. ��������� ����!�� �� ��������
����	�� (�� ���	��, ��� !���� ������, 7� ���	�� �< �	� nm � , �'� 7� ���	-
�� �< ����� nm � . H���!�	 �� ������� ���	��)�� 7� ��(�	 ���	��.

#���	�� �����!�)��:
– �����		 (����	 �'� ��(��
�		 ����	�����		 �	���	:

 
105675

84534
12423

;
1074
543
321

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
;

– ���	�		 '����	 A,B,C:

��
-

.
��
/

0
�

0653
872312

A ;

– !����  �����!��	
 ���	�:

A a i m j n

A a

ij

ij m n

� � �

�

( ) , ,..., ; , ,...

( ) ,

1 2 1 2

�
�
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5 ���������� ��( !	��� m, n , �	(� �� �����9������ �������� �	(���)�� ��������
�
&
 ���
+>:

– ��7� m=n , �� ���	�) ���	��)�� �������!�F;
– ��7�   m n$ , �� ���	�) ���	��)�� &����*�!�F;
– ��7� m=1 (���	�� �	�� 1� n ), �� �� ���	��)�� ���%�����F
    �'�   �������-���%���F;
– ��7� n=1(���	�� �	�� m � 1 ), �� �� ���	��)�� ����&�
����F, �'� �����-

��-����&+�;
– ���	�� �	�� 1 � 1 – ������ (!	���);
     (��7� ���������	 �������� ���	��

� � ,

34
0

7
13

,8512,
912

53
82

,
15834
23112

,
7011
654
321

��
�
�
�

-

.

��
�
�
�

/

0
�

��
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

�
���

-

.
��
/

0
�

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
� MDCBA

K = (3),
��  '�!	�, 7� ���	��  A  – ���(�����, ���	��   B, C – ���������, ���	�� D –
������-����!��, ���	�� M – ������-��������, ���	�� K – ������);

– ��7� ��� ������	  ���(������ ���	��, ��� jiaij ���	  ����� 0, �� ���	-

�) ���	��)�� �%�=�!��>!�F

��
�
�
�

-

.

��
�
�
�

/

0

�

9000
02300
00120
0001

A   ;

– ��7�  ��� ��������� ������	 (����������� ���	�� ����� 1, �� �� ���	��)��
��
!
�!�F ���	��) � �����!�)�� '����) �:

�
�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�
�

/

0

�

10000
01000
00100
00010
00001

E

(��7� �����	 �	��� ���������

�
��� 13.������� ���^�
/ 	_����
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(
)
*

�
$

�
ji
ji

ij ,1
,0

7 ,

�� �(	�	!�� ���	�) ���� ���	���	 � �����!���� �	(� E ij� ( )7 );

– ��7� ��� ������	 ���	�� – ����, �� �� ���	��)�� !*�>���F ���	��)
A = 0     �'�   � = 0mn ;

– ���	�� �	(�:

�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�

/

0

�

�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�

/

0

�

mnmmmn

n

n

bbb

bb
b

B

a

aa
aaa

A

...
.......................

0........
0.....0..0..0

,

.........00
.......................

....0
....

21

2221

11

222

11211

.

���	��)�� ��
�*�!

 (�	��� ��	����� �� ������ ��	�����).

13.2. �%, !�� ���
+�


&�( ���	��	 ���� �	�������	 ����� (��, ��� , �� �������� � !	���	, ���	��-
)��  (�(������, ��(������, �������. ����)�� ����� (��, ��� �	���!��� �	9� (��
���	��. 5��(�� ����	�� �	������� (�
 ��( ���	��	.

1. #���	�� �����)�� �%�!

, ��7� ���	 �(���� 
 ���� � �	��, ��'�� �)��
�(������ ��������� ����!�� �� ��������, � ��(����(�� ������	 �����, ��'�� ���	��
A= (	ij), B= (bij)  ����� (�=�), ��7� aij=bij.

2. �*�F ���: ���
+> � =(aij)  ��  B=(bij)  �(�������� �	�� ���	��)�� ���	�)
� =(�ij) ���� � �	��, ������	 ���� ����� ��� ��(����(	� �������� ���	�� � �� �,
��'�� �ij= aij+bij.

 �����
����% �%, ������!!� ���
+>:

                       �+(�+�)=(�+�)+�;
                       �+�=�+�;
                       �+0=�.

��
���� .
a) C��
�	 ��� ���	�� � �� �.
&���


.
10815
614

,
043
7212

��
-

.
��
/

0�
���

-

.
��
/

0
�

� BA

A�(�

�
��� 13.������� ���^�
/ 	_����
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��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
����
���

��
101212
1338

10084153
6712412

BA .

b) C��	���	   ���	�) � �� ��� ���	��:

��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
�
�

�
135
023

167
122

005
003

297
142

2957
1432

A .

3. @������!�� �	���!�)�� �%;!
+F ���
+>:

�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�

/

0

���

���
���

��

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

BA

...
...................................................

...
....

2211

2222222121

1112121111

.

4. ��#*��� ���
+% +=(�ij)  !� �
��� k ,  ( �'� (�'���� !	��� �� ���	�))
���	��)�� ���	�), ������	 ���� �(������ ������� �������� ���	�� � ��
!	��� k:

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
��

333231

232221

131211

kakaka
kakaka
kakaka

AkkA .

5����	����� (�� ������� ���	�� �� !	���:
                     1�=�;
                      0�=0;
                      �(��)=(��)�;
                     (�+�)�=��+��;
                     � (�+�)=��+��.

4. #���	�� (–1)�= – �  ���	��<���� &���
��$!�F (�� �.
(R�7� ���	�� ��(�����)���� �	9� �����	 ����� ��������, �� �� ���	��)��

����	����		).
��
����.

.
3110
105
432

)1(,
3110

105
432

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

��
�
���

�����
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

�
�� AAA

�
��� 13.������� ���^�
/ 	_����
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5. �!�$�!!� ���	��
R�7� ��������� �������� ���	�� � ( nk � ) ����� !	��� ����!�� ���	�� � ( )pn � ,

�� (�� �	� �	���!��� ���	�� � pk �( ), ��� ���	��)�� �� (�'����.
D�����	 ���	�� � �����(��� �� �������	 ����	��:

����!� *ij  �%�!
< �*% &�&��!
: ��#*��%� ����!�%� i-�, ���%��
 ���
+% + ��
j-�=� ����&+� ���
+% '.

��
����. C��
�	 (�'���� ���	��  � �� � , ��7�

.
2221

1211

2221

1211
��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
�

bb

bb
B

aa

aa
A

?�;�’�;*��!!�.C��(�� � ��	��(��	 ����	��, 7�' ���
�	 c11 ������	 ���-
9��� ��(��  ���	�� � ��!����� ���	� �� ������	 ���9��� �����!	�� ��-
�	�� �; �12 – ������	 ���9��� ��(�� ���	�� � �� ������	 (������ �������
���	�� �; �21 – ������	 (������ ��(�� ���	�� � �� ������	 ���9��� �������
���	�� �; �22 – ������	 (������ ��(�� ���	�� � �� ������	 (������ �������
���	�� �. "(���	�:

��
-

.
��
/

0
�

��
�

-

.

��
�

/

0

��

��
��

2221

1211

2222122121221121

2212121121121111

cc
cc

babababa

babababa
ABC .

�����
����% �%, !�$�!!� ���
+>:

                        �(��)=(��)�;
                        !(��)=(!�)�;
                        (�+�)�=��+��;
                        �(�+�)=��+��.

      ���-�! +' $ '+.
R�7� �� = ��, �� ���	�� ���	��)�� ��*���
�!

. "(	�	!�� ���	�� �

������	��� � '�(�-���) ��9�), ��'��  ��= ��= � � ���< ���� �(	�	�� ��	 �������.
��
����.
a) C��
�	 (�'���� ���	�� �� �� �� ��7�:

.
87
65

,
43
21

��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
� BA

;
5043
2219

84637453
82617251

��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
������
������

�AB
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.
4631
3423

48273817
46253615

��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
������
������

�BA

R� '�!	�, �� $ ���.
b) /������	�	, !	 ����)�� (�'���	 �� �� ��, ��7�

 �= .
034
312
123

,
654
321

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
���

-

.
��
/

0
B

?�;�’�;*��!!�. ��������� �������� ���	�� � ������(�< � ��������) ����!�� ��-
�	�� �, ���� ���� ���
�	 (�'����  ���	�� ��:

.
173267
71319

063415361435462435
033211331221432231

034
312
123

654
321

��
-

.
��
/

0
�

���
-

.
��
/

0
���������������
���������������

�
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
���

-

.
��
/

0
�AB

C��
�	 (�'���� ���	�� ��  �����	��, '� ��������� �������� ���	��  �   ��
������(�< � ��������) ����!�� ���	��  �.

6. ���!�&�!*��!!�  ���
+>.
R�7� � ���	�� �=(	ij)   �	�� nm �  ����	�	 ����!�	 �������	, �� �(���	�

��� ����� ���!�&�!���!* ���	�) �? �	�� nm � .
��
����.

�= � � .
63
52
41

,
654
321

;

5
13
45
2

,513452
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
���

-

.
��
/

0
�

��
�
�
�

-

.

��
�
�
�

/

0

� TT BBA

�����
����% �%, ���!�&�!*��!!� ���
+>:

– (��!� ������������� ���	��  ����� ��!������

�??= (�?)? = �;

– ������������� ���	�� ��	 ����� ��� ������������	� ���	�� (�(�����
(�+�)?= �? + �?;

�
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– ������������� ���	�� (�'���� ����� (�'���� ������������	� ���	��
��������	���, ������ � �'������� ����(��

(��)? = �?�?.
7. #���	�� ���	��<���� �
���
�!�F, ��7� ���� ������(�< �� ���<)

�������������) ���	��), ��'��  ��7� �? = �.
"!��	(��, 7�:
– �	���	!�� ���	�� �'��’������ ���(�����;
– ������	, �	���	!��  ��(����� �������� (��������  �����;
– (�'���� ��? < �	���	!��) ���	��).
��
����.

.
7732
3214

,
63
52
41

,
654
321

��
-

.
��
/

0
�

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
���

-

.
��
/

0
� TT AAAA

8. ��� ���	�� ���	��)�� ���%����!�!

, ��7� �(�� ���	��� � ��9�� � (���-
���) ���������	� �����������.

����!���!

 &��������!!�
 ���	�� ���	��)�� ��������  ��������:
�) ������������ (��� ��(��� �'� �������� ���	��;
b) (�������� ���� �������� '�(�-���� ����!�	 (�������) �� �(�� � �� � !	���,

��(���� ��( ����;
�) (�(������ (� �������� '�(�-���� ����!�	 (�������) ��(����(�	� �������� ��9��

����!�	 (�������), (������	� �� �(�� 
 �� � !	���.
��
����. I�������� ���	��:

.
647
410
132

,
423
2510
132

,
423
132
510

,
423
510
132

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

�
�
�

�
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�
�

�
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�
�

�
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�
�

� DCBA

#���	�� A, B, C, D  ������������, '�: ���	�� � �(������ � ���	�� � ����������-
��) ���9��� �� (������ ��(���; ���	�� � �(����� � ���	�� � (�������� ����
�������� (������ ��(�� �� !	��� 5; ���	�� D �(������ � ���	�� � �����) ��������
��(�� ���) ��(��<�	� �������� ���9��� ��(�� � �������	 ��������.

13.3. �
;!��!
�
, ,: �����
����% �� �&���#
 �#�
���!!�.

��� (��������  ���(������  ���	�� ����(��  n ���� �������	�	 ���������
!	����� ��������	��	��, ��� ���	�� ����� �
;!��!
�� (�����%!�!��) ���
+%.

5	���!�	� ���	�� �����!�)��:
– ����	�����		 �	���;
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– �������) '����) � ;
– �	����  det A.
  ��
����.

.

...
............

...
det

21

22221

1...1211

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A ���

5 ���������� ��( ������ ���	�� ((����	 ������ ����(�� ���	��) �	���!�	�	
���	��)�� �
;!��!
��
  �����=� &�����*.

R�7� ����(�� ���	��  n = 1 , �� �� �	���!�	�� '�(� �� ������ ���	��, ��'��
(�� � = (	 )   �	���!�	�  ��= 	 .

 R�7� ����(�� ���	��  n = 2, ��'�� ���	�� �< �	���(:

��
-

.
��
/

0
�

2221

1211

aa
aa

A ,

�� �	���!�	�� (������ ����(��, ��	
 ��(����(�< ����
 ���	�� ������ !	���,
�����

a11 a22 – a21 a12 .
A�'�� �	���!	�   ���	��  �  ��	� �	���(:

12212211
2221

1211 aaaa
aa
aa

���� .

��� �'!	������ �	���!�	��� ���	�� '���9 �	���	� ����(��� ���'��(��   ����-
�	 ������� �����.

�%!��� �ij  – (��������� ������� aij ���	�� n-�� ����(�� ���	��)�� �	���!-
�	� n-1 ����(��, ��	
 ���	�<� ����� �	��������� i-�� ����!�	 �� j-��� �������.

��
����. #�����	 ���	�� �

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A

'�(��� �������� �	���!�	�	:

(�� ������� a11                    M11=
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

333231

232221

131211

3332

2322 ,
aaa
aaa
aaa

aa
aa

;

�
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(�� ������� a22           M22= �
�
�

-

.

�
�
�

/

0

333231

232221

131211

3331

1311 ,
aaa
aaa
aaa

aa
aa

;

(�� ������� 	12           M12=
.,

333231

232221

131211

3331

2321

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

aaa
aaa
aaa

aa
aa

#����, ����	
  ���� �� ����� ���	�� ����� ��=�#��,�!�=� ��&��!�!!� + 
ij

������� 	ij .
      C���	  ����'���!�	� (�������� !����)���� ���(�� ���	:

� � �
� � �
� � �

...
...
...

... ... ... ...
� ���������� ��( �����7������ ������� 	ij.

�
;!��!
� ���
+% n-�=� &�����* �%�!
< �*%  ��#*��%� ����!�%� ��!%H,
���%��
 �
 ����&+� !� ,: ��=�#��,�!% ��&��!�!!�.

C��	� �	���!�	�� n-��� ����(�� !���� 
��� ����'���!�� (��������� n–1-��
����(�� ���	��)�� #�����/�� �� i-"0 *�#"�	" �  j-�� *����	�.

&���	���(, �	���!�	� n-�� ����(��  ���	���	
 !����   ������( �� ��������
���9�� ����!�	  ��	� �	���(:

       H
�

�
n

j
jj aAA

1
1

1det .

��
����.I�������	 �� ���9�
 ����!�� �	���!�	� 3-�� ����(��:

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

��� .

E�!	�, 7� �	���!�	� 3-�� ����(�� ��������� �� �	���!�	�	 2-�� ����(��, ���
���� �'!	��	�	 �� ���(���� ����9� ����	��.

�
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��� �	���!�	��� 3-�� ����(�� ���� �	���	����	 �����!�� ����	��, ���
���!�� ����7�< ������ �'!	������. ��
���, (��	���9	 (�� ���9	� �����!	�	 ��
�������	�9	 (���������� ������	 ((	�. ��	���() � ��(����(�		 �����	, ���	-
�<� �	���, ��	
 ������(�< � �	���� ���	��	 ��	 ������(� �� ������:

���

��
�������� 32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

a
a
a

a
a
a

aaa
aaa
aaa

=a11	22	33+	12	23	31+	13	21	32 – 	31	22	13 – 	32	23	11 – 	33	21	12
/�	 �'!	������ �	���!�	��� '���9 �	���	� ����(��� ���������  ������(�)��

����	 �� (� �	���!�	��� 2-�� ����(��.
"!��	(��, 7� ��	 �'!	������ �	���!�	��� '���9 �	���	� ����(��� ��
���!��-

9� ������(��	 �� ������ ��<� ����!�	 (�������), � ���
 ��
'���9� ������	� ��������
((�'���� (�����)���	� ���)).

��� (��������� ������ ���������� �	���	�����)�� �����	����� �	���!�	���.

�����
����% �
;!��!
�%�:

1) det A=det �A, ��'�� �	���!�	� �� ���)<���� ��	 �������������� ���	��;
2) ��7� �(�� ����!�� �	���!�	�� ����(�<���� �	9� � �����, �� �	���!�	� ����	


���) (�� � ��� ��(���	���� (� �������);
3) ��	 ������������ (��� ����!�� (��������) ����	 �	���!�	� ���)< ����;
4) �	���!�	�, 7� ���	�� (�� �(������ ����!�	 (�������) ����	
 ���);
5) ��7� ��� ������	 (����� ����!�	 �	���!�	�� �����	�	 �� (������� !	��� k

�� �� �	���!�	� �����	���� �� �� � !	���;
�	���
!: ������	
 ����	�  ���� �������� ����!�	 �'� ������� ���� �	���-

�	  �� ���� �	���!�	��;
6) �	���!�	�, ��	
 ���	�� (�� ��������
�� ����!�	 (�������) ����	
 ���);
7) ��7� (� �������� �(��<� ����!�	 (�������) (�(��	  ������	 ��9�� (���	��

(������� �� (���	
 �������<��), �� �	���!�	� �� ���	����;
8) �	���!�	� ��	������ ���	�� ����	
 (�'���� ��������, ��� ����7��� �� ��-

�����
 (�������� ���	��;
9) �	���!�	� (�'���� ���	�� ����	
 (�'���� �	���!�	��� ���	��

det(AB) = detAdetB.

��
���� 1. "'!	��	�	 �	���!�	�:

�
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5664315
20341760
01680
183994

�� .

?�;�’�;*��!!�.
5�(���)!	 ��( ���9��� �����!	�� �����<�	
 �������
 �������� �(���	�:

5106430
20134170
01680
183991

�� .

���� �	���!�	� ������(�� �� ���9�� �����!	��:

510643
2013417
0168

1��� .

A���� ���� �	���	����	 ��	��(��� �����!�� ����	�� (�� �'!	������ �	-
���!�	�� 3-�� ����(��. #���� ����� ���(���	�	 �	���	��������	 �����	����� �	-
���!�	��� (�� ��(���9��� ����7���� �	����. A��, ��(���� ��( 2-�� �����!	�� ��-
(��<�	
 1-	
 ��������, �(���	�:

52043
2010017
008

�� .

I������9	 �	���!�	� �� ���9�
 ����!�� ��	��:

800)400500(8
520
20100

8 ������� .

��
���� 2. "'!	��	�	 �	���!�	�:

1230
0112

013
1201

�
�

�

�� .
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?�;�’�;*��!!�.
C��(�� �����	 3-�� ����!�	 (� �����, ���	9	�9	 �	7� �(	� ��������	
 ���-

��� � (����� �������. ��� �����:
– (���	
 �������� �����	� �� 2 � ��(���� ��( ���9���

1236
0110
1011
1201

�
�

�
�

�� ;

– (���	
 �������� (�(�� (� ��������

1536
0010
1111
1201

�

�
�

�� .

A���� ����� ��������	 �� 3-�
 ����!��:

156
111
121

1
�

�
�

���� .

#���� ���(���	�	 �	���	��������	 �����	����� �	���!�	��� (�� ����7����
�	����:

,5116
611
11

11
6511
010
121

1 ����������

�'� �	���	����	 �����!�� ����	��.
#���	�� 
 ��9� �������	 ��	��(���� �	���!�	�� (� ���!���� (�� �'!	������

�	���(�.

��
���� 3. "'!	��	�	 �	���!�	� ���	�� ��, ��7�

.
83
41

,
15

12
��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
�

� BA

?�;�’�;*��!!�.
"'!	��	� �	���!�	�	 ���	�� � �� �:

�
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det A = –2 – 5 = –7,      detB = 8 –12 = –4,
����, ���(�� � �����	�����	 �	���!�	���

det(AB) = –7 (–4) = 28.

13.4. C#��!�!� ���
+�. ?�!= ���
+%.

#����	 ������� ����(�� ���� �	���!	�	 (�� '�(�-���� (�� �	9� ���(������)
���	��. #���	�� ��� ��	 '����� ������, ��	!�� (���� � �	� ����� (�����)-
���	 ���), � ��9�  –  ��.

&�
�	7	
 ����(�� ����� ���	��, ��	
 �� (�����)< ���), ���	��)�� ��!=�
���
+%.

��
����.
a) I�������� ���	�):

��
-

.
��
/

0
�
�

�
603
402

A .

#���	��  �� �< ������ �������� ����(��, ��� �< ��	 ����	 (������ ����(-
��, ��� ����� ���)

.0
63
42

;0
60
40

;0
03
02

�
�
�

�
�
�

�

"���, ���� ���	�� �   rang A= 1.
b) I�������� ���	�):

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

�
��

514
311
203

A  .

#���� 3-�� ����(�� ��<� ���	��, ��'�� �� �	���!�	�, ����	
 ���):

001
23
23

1
203
311
203

514
311
203

det ���������
�
��A .

I�������� ����	 2-�� ����(��:

301)1(3
11

03
33 �������

�
�M .

E�!	�, 7� ����< ���� 2-�� ����(��, ��(���	
 ��( ����. "���, rang A=2.
"!��	(��, 7� ���� ���	�� �� ��� �����	7����	 �� ����(��.
I���	 ������������	� ���	�� ������(�)��.

�
��� 12.������� ���^�
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#���� (�����	, 7� ���� ���	�� ����	
 ���	����� ���	��� !	��� �� ����
-
�� ��������	� ����!�� (��������). A��, � ��	��(���� ��	 ��	���(�  ����!�	   1   –1   3
��  4   –1   5  (�)�� � ��� ����!��  3   0   2 , ��'�� ����!�	 ���	�� ����
�� �������.

#���	��, ���� ���� ��9	
 �� �� ����(��, ���	��<���� �
���$�!�F ���	��)
(�� ���	��, �	���!�	� ���� ����	
 ���)).

��� ���	��(���	� ���	�� (� ���		 ����� '��	 �	9� ���(�����) ���(���
������� �#��!�!�,  ���	�� .

/� �������� � ������� !	���, �#��!�!�F  (�� ���	�� � ���	��)�� ���	�)
�-1 , ��7�

� �-1=�-1 �=� .
��� ���	�� � �'������) '�(� ���	��:

��
�
�
�

-

.

��
�
�
�

/

0

��

�
�
�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�
�
�

/

0

��

nnnn

n

nnnn

n

n

AAA

AAA
AnAA

A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A

A

...
....................

...
1...

det
1

det
...

detdet

............

...
detdet

det
...

detdet

21

22212

2111

21

22212

12111

1 ,

 (� �ij  – ����'���!�� (��������� �������� aij ���	�� �.
��*��$�!!�.
1. @���'���!�� (��������� ��������  ��(��� ���	�� ������ � ��(����(�	� �����-

���, ��'�� �����(��� �������� ��������������.
2. R�7� � �������� ��-1=� �	�������	 �(������ ���������� ������������ ����-

!�� ���	�� � �� � (� ���� !���, ���	 ���	�� � �� ��������	���� � �(	�	!��, ��

�������� ��	
� �	( ��-1= E~ , (� E~ – ����������� �(	�	!�� ���	��.A��, 7�

��-1=�-1, ���	�<�  �-1= E~ , ��'�� �'������ ���	�� – �� ����������� �(	�	!��.

�����
����% �#��!�!
: ���
+>.

(�-1)-1=�;
(��)-1=�-1�-1 ;
(�-1)A �A=(��-1)A=�A=�;
(�-1)A=(�A)-1;

detA-1= Adet
1

.

"������ �����	����� ����� (���(	����. ��
���,  ���(�� � �����	�����	 �	���!-
�	��� ��(��, 7�

�
��� 12.������� ���^�
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detA det(A-1) = det E = 1,
���(�	

A
A

det
1)det( 1 �� .

��
���� 1. C��
�	 ���	�), �'������ (� ���	�� �:

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�

312
071
432

A .

?�;�’�;*��!!�.
a) 5������	�, !	 ���	�� � �� '�(� �	��(����); (�� ����� �'!	��	�
   det A:

19
312
071
432

���� .

5	���!�	� ��(���	
 ��( ����, ��� (�� ���	�� � ����< �-1.
b) "'!	��	� ����'���!�� (��������� �ij ��(����(�	� �������� ���	�� A:

.11
71
32

,4
01
42

,28
07
43

,4
12
32

,2
32
42

,5
31
43

,13
12
71

,3
32
01

,21
31
07

333231

232221

131211

��������

����������

���������

AAA

AAA

AAA

c) C��	9�� ���	�) �, ����(��� � ����'���!�	� (�������� �������� ��-
�	�� �:

�
�
�

-

.

�
�
�

/

0

�
��

��
�

11428
425
13321

M .

d) C��	9�� �'������ ���	�) �-1, ������������9	 ���	�) �:

�
��� 13. ������� ���^�
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.

11413

423

28521

19
1

19
11

��
�
�

-

.

��
�
�

/

0

�

��

��

������ TMA

�) &��'��(�� �������	�	 ����	������� �	������� �������
, ��'�� �������	�	,
7�

��-1 = �,
�'� 7�

detA detA-1 = 1.
��
���,

.1)
19
1(19detdet

,
19
1361

)19(
1

11413
423
28521

)19(
1

19
11

19
4

19
13

19
4

19
2

19
3

19
28

19
5

19
21

det

1

33
1

�����

���
�

�
�

��
��

�
�

��

�

�

�

�

�

AA

A

"���, �'������ ���	�� ���
(��� ����	����.
��
���� 2. C��
�	 �'������ ���	�) (�� ���	�� �:

.
43
21

��
-

.
��
/

0
�A

?�;�’�;*��!!�. C��	9�� ���������� ���	�� � �� � �� �	�������	�� ��(
�		 �(������ ���������� ������������, ��������� �� ������������ ���	�� � �
�(	�	!��:

�                                    E

��
-

.
��
/

0
��
-

.
��
/

0
10
01

43
21

;

– (����	� ���9	
 ��(�� ���	�� � �� � �� ��	 �� ��(���� ��( (������
��(�� ��(����(��� ���	��:

��
-

.
��
/

0
���

-

.
��
/

0
� 13

01
20

21
;

�
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– (�(�� (���� ��(�	 ���	�� � �� � � ���9		:

��
-

.
��
/

0
�
�

��
-

.
��
/

0
� 13

12
20

01
;

 – (����	� (���� ��(�	 ��  2
1

� :

�
�

-

.

�
�

/

0
�

�
��
-

.
��
/

0

2
1

2
3

12

10
01

.

5 ���������� ����(��	� �	7� ����������� � �(	�	!��� ���	�� � 	 ���	��	
���	�), �'������ (� ���	�� �:

�
�

-

.

�
�

/

0
�

�
��

2
1

2
3

12
1A .

/������	� ����	������� �����(����� �'������� ���	��, �'!	��	�9	 �� ���(-
�� ���	, ��	��(���� � ��	���(� 1:

– �'!	��	� �	���!�	� ���	�� �,  detA = 4 – 6 = – 2;
– �'!	��	� ����'���!�� (��������� �������� ���	�� �:

�11= 4 ,   �12 = – 3,     �21 = – 2,        �22 = 1;
– ����(�� ���	�) �, ����(��� � ����'���!�	� (�������� �� ���������<� ��:

��
-

.
��
/

0
�

�
���

-

.
��
/

0
�

�
�

13
24

,
12
34 TMM ;

– ���	9�� �'������ ���	�) (�� ���	�� �:

�
�

-

.

�
�

/

0

�

�
��

�
-

.
�
�
/

0

�

�
������

2
1

2
3

12

13

24
2
1

det
11 tM

A
A .

R� '�!	�, ���	�� ������(�)��.

�
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13.5. �
���
 n �%!%<!
: �%�!�!> ; n !��%��

.

C;!���!!�. ����
�	 �������� � n ����(�		 ���	��)�� �������� �	(�:
bxaxaxa nn ���� ...2211 ,

(� 	1,	2,..	n – �������<��	 ��������; �1,�2,...xn – ����(��, b – �����	
 !���.
5 ����� ����(���� 9���	 ������(��	 ����
�� �������� � �(�	, (��� ��  �����

����(�		. +� ��������:
	� = b;   	� + b& = �;   	� + b& + �z =d.

%�����	!�� �� �������� ��'����)�� ��!�� �� !	�����
 ����
, ���� �� ���-
7	��, ���7	�� � ��������.

?�;�’�;�� ����
���� �������� �����)�� ����������  ���!��� ����(�	� �����
��������, ��� ��������))�� 
��� � ���	�� ����������.

�
����F ����
�	� ������� ���	��)�� (�� �'� '���9� �������, ��� ����’���)��-
�� �������. +� ����!�<, 7� ��;�’�;�� �
���
 '�(��� �� ����’���	 �� �������, ���
��(�������)�� ��% �������� �	���	.( �����	� ����’����� ������� �	���	).

5 ��������� �	���(� �	���� m ����
�	� ������� �< �	���(:

'
'
(

''
)

*

����

����
����

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
..............................................

...
...

2211

22222221

11212111

.

(�  �1, �2, ...., �n   –  ����(��; 	11, 	12, ...., 	nm –  �������<��	 �	���	;  b1, b2, ...., bm –  ������
!���	.

H	���� ���� ���(�������	 �� (�'���� ���	��:

��
�
�
�
�

-

.

��
�
�
�
�

/

0

�

��
�
�
�
�

-

.

��
�
�
�
�

/

0

�

��
�
�
�
�

-

.

��
�
�
�
�

/

0

mnmnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa

....

..

........

..

..

2

1

2

1

21

22221

11211

.

A��	
 ���	� �	���	 ���	��)�� ���
�!�F /���F ���	�� .

R�7� �����	 �����!����

,

.

.

.
,

.

.

.
,

...
......................

... 2

1

2

1

21

11211

�
�
�
�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�
�
�
�

/

0

�

�
�
�
�
�
�
�
�

-

.

�
�
�
�
�
�
�
�

/

0

�
�
�
�

-

.

�
�
�

/

0
�

mn

mnmm

n

b

b
b

B

x

x
x

X
aaa

aaa
A
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�� �	���� ���� ���	���	 � �	���(� ���
�!�=� �%�!�!!�:
��=�.

H	���� ���	��<���� ��!��%�!�F, ��7� ��� ������ !���	 ����� ���) ( AX=0).
H	���� ���	��<���� �������!�F, ��7� n=m (��������� ������� �� ��������� ����-

(�	� �����).
      &� ����� �	���� �< ����’���	, ����	���( �	���� ����(��� � �������	� ���-
����:

�1+�2=1

�1+�2=2
����’����� �� ��	�.

H	���� ���	��<���� �*%�!�F, ��7� ���� �< ��!� ' �(	� ����’���� � !��*-
%�!�F, ��7� ���� �� �< ��(���� ����’���.

R�7� ������ �	���� �< �	9� �(	� ����’����, �� ���� ���	��<���� �
;!���-
!�F.

"(����(�� �	���� ����(	 ������ , ���� �< ��� ����	
 ��
�%��>!
< ����’�-
���  �1=�2=...=�n=0.

"(����(�� �	���� �< ����	������	
 ����’���� ��(� � �	9� ��(�, ���	 ���� �-
��	��, ����(���� � �� �������<���� ��9	
 �� !	��� n  �� ��������.

���(�����  �(����(�� �	���� �< ����	������	
 ����’����,  �	9� ��(� ���	
�	���!�	� ���	��, ����(���� � �� �������<���� ����	
 ���).

/	����� ��������� �	���	 ����
�	� ������� �������)  �	��9�<���� ������-
��) ������).

������ 	��!�����-	�&���%. ��� ����, 7�' �	���� '��� ������), ���'��(��
� (�������� 7�' ���� �������� ���	�� � ������(�� � ����� ��;@
��!�, ���	�� ~A
(���	�� �, (� ���� ��	<(���� �������� �����	� !�����).

������!!�. I�������� ���	��  �  �� A
~

:

.

...

...............

...

...

~
,

...

............

...

...

21

222221

111211

21

22221

11211

��
�
�
�
�

-

.

��
�
�
�
�

/

0

�

��
�
�
�
�

-

.

��
�
�
�
�

/

0

�

mmnmm

n

n

mnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A

aaa

aaa

aaa

A

#����, ��	
 �	���!�< ���� ���	�� � ���(	�� � ���	�) A
~ , ���� ���� ���	��

A
~  �'� ����	
 ����� ���	�� �, �'� �� �(	�	�) '���9	
 �� �����.

��
��������$. R�7� �	����   � ������, ��   ����)��       ���!����     ����(�	�
k1, k2,..., kn,  ���  < �� ����’����	. /�(����	�9	  �� ���!���� � �	����, �(���	� m
����������
, � ��	� �	(��, 7� �������
 �������� ���	�� A

~  < ���) ���� ��������
�
��� 13. ������� ���^�
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��������, ����	� ���� � �������<���	   k1,  k2,..., kn  (����
��) ��'�����<) ��������
���	�� �). 5	���!�	�, � ����� ������� ����
�� ������� ����	
 ���). "���, ����	
���	�� ������(�)��.

[
��	�����$. &���
 ����	 ���	�� �  �� A~  ������(�)��. +� ����!�<, 7� ����-
�����  ����
�� ��������	� �������� � �	� ���	��� �(������. A��, 7� ���	�� ��(��-

���)���� �	9� ������� �������  ���	�� A
~ , ����)�� !	��� k1,  k2,..., kn, ����, 7�

��� �������� ���	�� � ����	� ���� � �		 !	���	, ����� ������) �����	� !�����
� �	���	 A

~ . "��� !	��� k1,  k2,..., kn < ����’����	 �	���	.
A����� (���(���.
5�(��	�, 9� ������ �	���� �< <(	�	
 ����’���� ��(� � �����	 ��(�, ���	

���� ���	�� � ����	
 !	��� ����(�	�.
��
���� 1. 5������	�	 ��������� �	���	:

'(

'
)
*

����
����

����

0563
1242

725

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

 .

?�;�’�;�!!�. I��� ���	��,����(���� � �������<���� �	���	 ����	
 2. I��� ���-
9	����� ���	�� ����	
 3, '�

35

031

112

715

��

�

�

.

�%�&��%�>: �	���� ��������.
��
���� 2. 5������	�	 ��������� �	���	:

'(

'
)
*

��
���

��

1194
32
237

21

21

21

xx
xx
xx

.

?�;�’�;�!!�. I��� ���	��, ����(���� � �������<���� �	���	 ����	
 2, ��'��
����	
 !	��� �������<����. I��� ���9	����� ���	�� 2. "���, �	���� ������ � �<
<(	�	
 ����’����.

�%�&��%�>: �	���� ������.
��
���� 3. 5������	�	 ��������� �	���	:

'(

'
)
*

�����
�����

�����

0895
4343

12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

.
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?�;�’�;�!!�. I��� ���	��, ����(���� � �������<���� �	���	 2. I��� ���9	�����
���	�� 2.

�%�&��%�>: �	���� ������.

13.6. ?�;�’�;*��!!� �
���  n �%!%<!
: �%�!�!>; n !��%��

.
1. ����
�!
< ����. "(�	 � �����'�� ����’����  �	���	 ����
�	� ������� <  ��

(�������� �� �'������ ���	�).
&���
 (��� �	����:

�� =�.
�����	� ����� � ���� !���	�	 �� �-1:

�-1(��)=�-1�  �'�   ( �-1�)�= �-1�.
A��, 7� �-1�=�, �(���	�:

�=�-1� .
C����(����� �'������� (�� ���	�� �	���	� ���(��� (��	�� ����(��, ��� �-

��	!�	
 ���( �	���	�����)�� ��(����� ��(��.
��
���� 1. I���’����	 �	����:

'(

'
)
*

���
����

��

1542
02

53

zyx
zyx

yx
.

?�;�’�;�!!�.
a) C��	9�� �	���� � ���	!��
 ����:

��
�
�
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R� '�!	�, ���	��� �	���	 (�� �������� ���	�� � – �� ������(	 �� �����-
��� i -�� ����!�	 (������ �	���!�	��, � ���:
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(� �  –   �	���!�	� ���	�� �, � nx� – �	���!�	� ���	�� , � ���
 �������� �������<�-
���, 7� ������ ��	 �n  �������  �� �������� �����	� !����� ( ���	�� �).

R�7� 0$�  , �� �	���� ��	� <(	�	
 ����’����.
R�7� � =0, �� �	���� �'� ���	���!���, �'� ��������. H	���� '�(� ������-

��)(�� ��	� ��(���� ����’����), ��7� ��!� ' �(	� � 0$�
nx .

R�7� �, 0��   �  0��
nx , �� �	���� ��	� '����! ����’�����(���	���!���).
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����. C��
�	 ����’���	 �	���	:
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 �������� ���	�� � ����	-
� �� �������� �����	� !����� (���	�) �) � (�� ���	���� ���	�� �'!	��	�
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�) "'!	��	� �	���!�	�	 zy �� , . ��� ����� ����	� ��(����(�� ������� �-
��	�� � �� �������� ��(��	� !����� � �'!	��	� �	���!�	�	 ���	��	� ���	��:
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(�� ���!���� ����(�	� x, y, z:
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�%�&��%�>. x = 1 ,  y = –1,  z = 2.

3. ����� -�*���. H��� ���(� %����� ������< � �����(����� �	��)!���� ����-
(�	� � ������� �	���	. /����	� �� ��	���(� �	���	 ����� �������:
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/�(��	� �������<��	 ���9��� �������� ��  	11. "(���	� �	����:
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~~~
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dzayaxa

dzayax

.

R�7� ����� �����(���� (����	�	 ���9� �������� �� �������<��	 	21 �� 	31 �
��(���	 ��(����(�� ��( (������ �� �������� ������� �	���	, �� �(���	�:
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&���(�� � 	 �	��)!	�	 � (������ �� �������� ������� �	���	.
5	��)!	� ���	 �� �����'� y: ��(��	� (���� �������� �� 22

~a , � ����,

(����	�9	 �� 32
~a  ��(���� ��( ��������. "(���	�:
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C ������� �������� �����(	� z, � (������ – y , � ���9��� – x.
@����	� ���� ������������	 (� �	��� '���9 �	���	� ����(���.
&� �����	��, ��	 '��������(���� �'!	������ ���!�� �	���	��������	 ���-
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?�;�’�;�!!�. �������<�� 	11 �	���	 ����	
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/��(���	� �	��!��	 ����� � (������ �� �������� ������� �	���	 (� (����� ��
������� ����!�	 ���9	����� ���	��). �������<�� 	22 ����	
 1, ��� ������ (����	-
� (���� ����!�� �� 5 �� ��(���� ��( �������:
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H	����  ������� (� �	(�:

'(

'
)
*

���
���

���

22
3
1032

z
zy
zyx

.

C �������� �������� �	���	 �����(	� z=1, ��(����	�9	  ���
(��� ���!���� �
(���� �������� �	���	 ���
(�� & = –2, � � ���9��� �������� – � = 3.

�%�&��%�>. x = 3,   y = –2,  z = 1.
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���� 2. I���’����	 �	���� �������:
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C �������� �������� �(���	�  z =1,  � (������ –  y =1,  � ���9���   x =1.
�%�&��%�>:  x =1,   y =1,   z =1.

13.7. �&���
.
1. ���	 ����!���� ���	��.
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3. ��� ���	�� � �����	 2 �	���!	�	 ������	 	22, a11,  b32, b23, c21, k21, k15,  m31, k23,
d12.
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5������	�	, !	 '�(��� ���	�� �, � ������	���.
5. ��� ���	�� � �����	 2 ���
�	 (�'���	 ��, �D, DB, ��7� ���� (�� ���	��. B	

'�(��� (��� ���	�� ������	���?
6. ���	 ����!���� �	���!�	�� ���	��.H�����)���	 ����	�� �'!	������

�	���!�	��.
7.  ���	 ����!���� �����.
8.  ���	 ����!���� ����'���!���� (��������� ������� ���	��. C��	���	 ���-

� ������������ ������ ����'���!�	� (��������.
9.  ��� ���	�� �, � � �����	 2 �'!	��	�	 ����	 �21, �22.
10.  ��� ���	�� � � �����	 2 �'!	��	�	 ����'���!�� (��������� �31, �22, �12.
11.  ���	 ����!���� ����� ���	��.W� ����!�<, 7� ���� ���	�� ����	
 k?
12.  5������	�	 ���� ���	�� � �����	 2.
13.  "'!	��	�	 �	���!�	�	:
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13. ������	, 7� �	���!�	� (����������� ���	�� ����	
 (�'���� �� (���������	�
�������� 	11 	22...	nn.

14. ������	, 7� �	���!�	� ��	������ ���	�� ����	
 (�'���� �� (���������	�
�������� 	11 	22...	nn.
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14. ��	�C?�

14.1 . ������. �
�
 ������%�.

5 �����	�� ������� ���	��)�� ���	!	��, ��� ��������	��<���� �	9� !	�-
�� � ������. A�� �	���!��� ������	 7� ���	��)�� �����		 �������	. /�	���-
(� ���	!�	� ���	!	�, ��� �)�� �������	
 �������� < 9�	(�����, �	��, ��	������-
��. %�����	!�� ������ – �� ��������	
 ��(�����, ��!� ����	����9� �����	�	 ���
���	
 ���� ��������	� ��(������, ��� ��� ���������� �� ��'�), �)�� �(������
(���	�� �� �����.

 

a�
b
�

I	�.1

 5�����	 �����!�)�� ��		 ���	����		 '����	 � �	���) ������ , ,a b x
�� �

,
�'� (��� ���	�		 ���	����		 '����	, 7� �	���!�)�� 
��� ��!���� �� ������,
����	���( , ,AB NM KL

� � �
. ����	�� (�(���) ������� – �� (���	�� ��(�����, ��	


��(����(�< (���� ������� � �����!�<����  ,a b
��

, �'�  ,AB KL
� �

. 5 ���������� ��(
������(��9���� (���	� �� ������� ��������)�� �������� �	(	 ��������:

Y "�;�� C;!���!!� ��F����+%� 

1 ���������� 
���������		 ���	��)�� 
������	, ��� ������ � �(��
 

���7	�� 

 
 
 
 

2 ���������� 

���������		 ���	��)�� 
������	, ��� ������ �� 
���������	� ���	�  

ba
��  

 
 
 
 

3 H������������ 

H�����������		 
���	��)�� ���������� 

������	, �����	 ��	� 
������(�)��  

a bAA
��  
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14.2.  �%, !�� �������
.

I�������� ������� (��, �	���!��� ��( �������	.

1. ������!!� ������%�. H��) �������� a�  � b
�

 ���	��)�� ������ c� , ��	
 �’<(-

��< ��!���� ������� a�  � ����� ������� b
�

 , �� ���	, 7� ������ b
�

��(���(��� ��(

����� ������� a� . A��	
 �����' (�(������ �������� ���	��)�� &���
�� ��
�*�!
��.
 

a�

b
�

a b�
��

I	�. 2.

4 /���	�����-
��������� 

/���	�������������		  
���	��)�� ���������� 

������	, �����	 ��	� < 
����	����		  

a bAB
��  

 

5 I���� 

I���		 ���	��)��  
���������� ������	, 

(���	�	 � �����	 ��	� 
������(�)�� a b�

��  

 

6 /���	����� 

/���	����		 ���	��)�� 
���������� ������	, (���	�	 

��	� �����, � �����	 
����	����� 

 a b� �
��  

 

7 &���-������ 

&���-������� ���	��)�� 
������, (���	�	 ����� 

����� ���)  
0
�

 

 

8 "(	�	!�	
 

"(	�	!�	 ���	��)�� 
������, (���	�	 ����� ����� 

�(	�	�� �	��)�����  
ae
a

�
��
�  

 



287�
��� 14. ��!�
��

5������)!	, 7� 1b b�
� �

, 1a a�
� �

, �� ���
�	 ��� �������� a b�
��  ���� �������

�� ��� ����	 “����	�� ������������” (�	�. 3).

a�

b
�

         1b�
1b
�

1a�a b�
��

I	�. 3.
5�(������ �������� ���(	���� (� (�(������ ����	������� �������

( )a b a b� � � �
� �� � .

C��	9�� ������� �����	����� (�� (�(������ ��������:

1. a b b a� � �
� �� �

.

2. ( ) ( )a b c a b c� � � � �
� �� � � � .

3. 0a a� �
�� �

.

4. ( ) 0a a� � �
�� � .

C�����	�, 7� ��� (�������� �������� �����(	���� �����(���	 (�(������
(��� �� �	�, ����	���(:

(( ) )a b c d a b c d� � � � � � �
� � � �� � � � .

%�����	!�� ��� (�������� �������� �����(	���� �� �����(���	 ��(���(��-
�� �(	� �� �(�	 ���, 7�' ��!���� ���������� ������(�� � ����� ������(�����.
H��) < ������, 7� �’<(�����	� ��!���� ���9��� ������� � ����� ����������
(�	�. 4). R�7� ���� �����(������� �������� (�< ������� ����� �� ���) ��������

< 0
�

 (�	�. 5).

                        I	�. 4.                                                                   I	�. 5.
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2. �!�$�!!� ������� !� �
���. ��'���� ������� a�  ( 0a $
�� ) �� !	���

( 0, )k k k R$ 2 ���	��)�� ������ b
�

, (�� ����� �	����)���� ���	:

�) b k a�
� �

;

')  b
�

a� , ��	 !�� b aAA
� �  – ������������� ��7� 0k 4 ; b aAB

� �  – ����	��-
��� ��������	
, ��7� 0k 5 . C��(�	, �!��	(��, 7� ���'��(��) � (��������) ��-

��) ������������� �������� < ������(��9���� a kb�
�� .

C��	9�� ������� �����	����� (�� ������� ������� �� !	���:
1. ( ) ( )k la kl a�

� �
.

2. ( )k l a ka la� � �
� � �

.

3. ( )k a b ka kb� � �
� �� � .

4. 1 a a� �
� � .

3. ������!
< ��#*��� ������%�. H������	 (�'���� ( , )a b
��  �'� ba

��
�  �����-�-

��� a�  � b
�

 ���	��)�� �	���  %cos���� baba
���� , (� 0, 0a b$ $

�� �� , %  – ���, 7�, 7�

�����))�� ������	. 5�(��	�, 7� ���� �� �������	 �����)�� ��� �� �� �����-

�	. R�7� ��!� ' �(	� �� �������� ����	
 0
�

, �� �� �������	
 (�'���� �����)��
����	 ���).

"!��	(��, 7� �������	
 (�'���� (��� ��������	� �������� '�(� ����	
 ���)
��(� � �����	 ��(� ���	 �� ������	 ������(	�������(������������). ��
���, ��7�

0a b� �
��

 �� cos 0a b % �
��

. @�� 0, 0a b$ $
��

 ����

cos 0, 90 , a b% %� � Q�
�� .

&�����	, ��7� a bQ
��

, �� 90% � �  � ���(�� � ����!����

 cos 90 0a b a b� � ��
� �� �

.

&���	���(, �������	
 (�'���� a a�
� �  '�(� ����	

2cos 0a a a a a� � ��� � � � �
.

C��	9�� ������� �����	����� (�� ���������� ������� ��������:
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1. a b b a� � �
� �� � .

2. ( )ka b k a b� � �
� �� � .

3. cabacba �������
������ )( .

4. ������!
< ��#*���. 5������	 (�'���� a b�
�� �'� ],[ ba

��
 (��� �������� a�

� b
�

���	��<���� ������ c� , ��	
 ��(�������< ���	:

1) �(��� ������� c�  (�����)< (�'���� �(���� �������� a�  � b
�

�� �	��� �������
�� �		

sin( , )c a b a bP� �
� �� � �

;

2) ������ c�  ������(	������	
 (� ���7	�	, ��� �	���!�<���� �������	 a�  �

b
�

(�	�. 5);
3) ������ c�  ��������	
 ���, 7� ��
�����9	
 ������� ������� a�  (� �������

b
�

 �	(�� � ����� ������� c�  ���	, 7� ��('���<���� ����	 ���� ������	 (��'�� �����-

�	 a� , b
�

 �  �����))�� ����� �����(������ ���
��, �'� ����	
 �����).

a�
b
�

c�

                             

a�

b
�

c�

     I	�. 5. /���� ���
�� ��������.                       I	�. 6. ���� ���
�� ��������.

#�(��� ���������� (�'���� (�����)< ���7� ������������, ��'�(������� ��
�������� a�  � b

�
. 5������	
 (�'���� �	����<���� ������) ,a b S e� �

�� �  (� S  –

���7� ������������ ��'�(������� �� �������� a�  � b
�

, e�  – �(	�	!�	
 ���������

������� a b�
�� .

&���(�� ������� �����	����� ���������� (�'����:
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1) �������	
 (�'���� a b�
��

 (�����)< ���), ��7� ������	 a�  � b
�

����������,
�'� �(	� �� �	� ������	
;

2) ��( �����������	 ����	 ��������-��������	��� �������	
 (�'���� ��-
�)< ���� �� ����	����	
: a b b a� � � �

� �� �  (�������	
 (�'���� �� �< �����	�����
�������������);

3) ( )a b c a c b c� � � � � �
� �� � � � �  (�����(����	
 �����);

4) ( ) ( )ma b m a b� � �
� �� � (�����!�	
 �����).

*��	!�	
 ���� ���������� (�'���� ���	
. R�7� F
�

 – �	��, � r�  – ��(���-������

��!�	 �� ��	���(���� , 7� �< ��!���� � ��!�� �, �� ���� �	�	 F
�

 ��(����� ��!�	

� < ������, ��	
 (�����)< ��������� (�'���� r�  �� F
�

, ��'��  ( )Om F r F� �
� ��

.

5. �%@�!
< ��#*��� ������%�. C�9��	 (�'���� �������� , ,a b c
�� �

 ���	��-

)�� �������	
 (�'���� ������� d a b� �
� ��  �� ������ c� . C�9��	
 (�'���� �����-

!�)�� ( , , )a b c
�� �

, ��� �� ����!���� ��	��

( , , ) ( )a b c a b c� � �
� �� � � �

.

R� ��������� ���������� (�'���� �������� d a b� �
� ��

 ��� c�  ��9��	
 (�'����
< ��������) ���	!	��) (!	���). %�����	!�� ��9��	
 (�'���� – �� �'’< ����-
��������(�, ��'�(������� �� �	� ��������, ����	
 �� ����� ��)�, ��7� ������	

, ,a b c
�� �

 �����))�� ����� ���
��, � �� ����� ����, ���	 �� ���
�� ���� (�	�. 7).

 

a b�
��

a�

c�

% b
�

I	�. 7. C�9��	
 (�'���� ��������.

��
���,  ( , , ) ( ) sin cosa b c a b c a b c% R� � � � � � � �
� � �� � � � � � , (� %  – ��� �� �������	

,a b
�� ;  R –  ��� �� �������	 d a b� �

� ��
�� c� .
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"'’< V ������������(�, ��'�(������� �� �������� , ,a b c
�� �

 ����	
 (�'�����
���7� �����	  S �� �	����  h.

 @��
sin , cosS a b h c% R� � � � �

�� �
,

��'��
sin cos ( , , )V a b c a b c% R� � � � � �

� �� � � �
.

/���� ���� ��9����� (�'����  �'���<���� �� ����� cosR , ��'�� ��� (�(����
,

���	 ��� R  �����	
 ( , ,a b c
�� �  �����))�� ����� ���
�� ��������) � ��(’<�	
, ���	 �����

R  ���	
 ( , ,a b c
�� �  �����))��  ���� ���
�� ��������). A���

( , )V a bc�
�� � .

C ������	!���� ����� ��9����� (�'���� �	��	��<, 7�
1) ��9��	
 (�'���� ����	
 ���) ��(� � �����	 ��(�, ���	 ����������� ������	

���������� (���� ������������� ��������);
2) ( , , ) ( ) ( )a b c a b c a b c� � � � � �

� � �� � � � � �
.

C ����(� �� ������	������ ���������� (�'���� �� ���	������	������ ������-

����, (�� (������	� �������� , ,a b c
�� �

 ��	��

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c b a c c a b b a c a c b c b a� � � � � � � �
� � � � � �� � � � � � � � � � � � .

��
���� 1.
������	, 7� ���	 � – ��!�� �����	�� �(��� ��	����	�� ��� � � – (�������

��!�� ��������, �� �	����<���� ��������: � �1
3

OM OA OB OC� � �
� �� �

.
?�;�’�;*��!!�.
&���
 ��1 �(���� ��	����	�� ���. C� �����	����) �(��� ��	����	��

1 1
1
3

MC CC�
� �

. C���������9	 (� �������� 1MC
�

 � 1CC
�

 ������ ��(������ ��������

(�������:

       � �1 1
1
3

OC OM OC OC� � �
� � ��

,
���(�	

1
1 2
3 3

OM OC OC� �
� ��

.

 @��
� �1OC OA OB� �

� � �
,

B

M

O

A C

I	�. 8.
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 ��(�                         )(
3
1)(

2
1

3
2

3
1 COBOAOAOBOCOMO

�������
������� .

��
���� 2.
� ���������� ������������(� ��'��  AB, AD, AA1, �)�� (���	�	 2, 3, 5.

5	���!	�	 (���	�	 ��(������ AC �� DC1  �� ��� �� ���		 AC � AC1.

?�;�’�;*��!!�. &���
 , ,a b c
�� �  –  �(	�	!�� �����-

�	 ��������� ��(��� ��'��, 7� ������(�)����. A�(�
2 2 2 1a b c� � �

�� � , 0ab ac bc� � �
� �� �� �  (�������	 ������-

������( ��������	
). ����,

12 , 3 , 5AB a AD b AA c� � �
� �� �� � ,

� ��� ������(�	��

 2 3 ;AC AB BC AB AD a b� � � � � �
�� �� � � �

 1 1 1 2 5DC DC CC AB AA a c� � � � � �
� � � �� � � .

+	 �����9��� “�������(” ���	 ��(�!� �� “���” ��������.
A���� �����(�� �'!	������ � �������	:

� �22 2 22 3 4 12 9 4 9 13AC a b a ab b� � � � � � � �
� � �� � � � ,

� �22 2 2
1 2 5 4 20 25 4 25 29DC a c a ab c� � � � � � � �

�� � � � � � ,

4156104)52)(32( 2
1 ��������� cbbacaacabaCDCA �������������

.
&������� “�������(�<�” ���	��� �������� �������� ����� �� “������	!-

�� ���”. "������	 
22AC AC�

� �
 �� 2 13AC AC� �

� �
 �������!�� 1 29DC � .

���� �������	 %cos11 CDCACDCA
����

��  (� %  – ��� �� (��		 �������	 ��

%cos29134 ��� , ���(�	 ���	�<� 2913
4cos
�

�% . A���� �� (������) ��	-

�������	!�	� ��'�	�� �����(	� ���!���� ���� 18 7%  � � .

14.3. ?�;���� ������� &� #�;
�*.
E��	�� �� ���7	�� ���	��)�� �����(������ ���� �����������	� �������� �

��!�� ��(����.
������. E�(�-��	
 ������ c�  �� ���7	�� ���� ��������	 �� (��� ���������-

��		 �������	 a�  � b
�

, ��'�� ���(����	�	 � �	���(�: c xa yb� �
�� � .

I	�. 9.
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������!!�. &���
 ������	 a� , b
�

, c�   �����-

����� � ������	 a�  �� b
�

 ������������. 5�( ��!�	 "
��(���(�� ��� ��	 ������	 � �� ���(������� ���-

����� a�  �� b
�

 ��'�(�<� ����������� ONCM
���, 7�' ������ c�  '�� 
��� (��������).

A�(� �� ����	�� ������������  c OM ON� �
� �� .

@�� byONaxMO
���

���� , , �� ���������� ������	. "���, ������ c xa yb� �
�� �

.

B	���, ��� ������ ��	 '��	��	� �������� � ������(� ������� �� (��� ���������-
��		 �������	 ���	��)�� ����(	����	 ������� � (���� '��	�� � �����!�)��

� �;c x y�
�

.
5�(����(�� � �������� '��	�� ���	���	����� �����(������ ���
�� �������-

����	� �������� � ��!�� ��(����. ��� !��	���� �����������	� �������� ������(�	��
�������� ������.

������. E�(�-��	
 ������ d
�

 � �������� ���� ��������	 �� ����� �������-

����		 �������	 a� , b
�

 � c� , ��'�� ���(����	�	 � �	���(�: d xa yb zc� � �
� �� �

.

������!!�. 5�( ��!�	 " ��(���(�� ������	 a� , b
�

, c� , d
�

 � �� ���(�������

�������� a� , b
�

, c�  ��'�(�<� ������������( ( 1 1 1 1OBDAO B D A  � ���� ������ 1OD d�
�

< (��������). R� '�!	�

,OD OB OA xa yb� � � �
��� � �  1 1OD OD DD xa yb zc� � � � �

�� � � � .
B	��� , ,x y z  ��� ������ ��	 '��	��	� �������� � ������(� ������� �� ����� ��-

���������		 �������	 ���	��)�� ����(	����	 ������� � �������� � �����!�)��
� �; ;d x y z�

�
. R�7� '��	��� ������	 ���<�-

������(	������� (�� �����!�)�� , ,i j k
�� �

), ���
���� � ��!��) ��(���� ���	 �����))�� (�-
������� �	���� ����(	���, � ����(	���	
������� � ����� '��	�� ���	��)�� (������-
�		 ����(	����	. 5 (��������
 �	����
����(	��� ������( ������� ��	� �	(
a xi yj zk� � �

�� �� . R�7� ��!���� ������� a�

< ��!�� ( ; ; )A A AA x y z , � ����� – ��!��

� �; ;B B BB x y z ,  �� ����(	���	 �������
a� A

O1 A1

B

B1

D

D1

d
�

b
�

N

c�

C

I	�. 11.

I	�. 10.
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a AB�
��  �	���!�)�� �� ����	�) ��(����(�	� ����(	��� ��!�� A  � B ,

                     � �; ;B A B A B Aa AB x x y y z z� � � � �
��

, ��'��

                   � � � � � �B A B A B Aa AB x x i y y j z z k� � � � � � �
�� � �� .

C��(�	 ����� �������	�	 (���	�� ������� �� ��(����� �� (��� ��!��	:

� � � � � �2 2 2
B A B A B Aa AB x x y y z z� � � � � � �

��
.

14.4. �%, !�� �������
, ;���!

 ���,
 �����
!���
.

1. /�	 (�(������ (���, �'� '���9� �������� �� ��(����(�� ����(	���	 (�(�)����:

� � � � � �1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2; ; ; ; ; ;x y z x y z x x y y z z� � � � � .
��
���:

 � � � � � � � � � �1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2x i y j z k x i y j z k x x i y y j z z k� � � � � � � � � � �
� � �� � � � � �

.
2. /�	 ��(������ �������� ��(����(�� ����(	���	 ��(���)����:

� � � � � �1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2; ; ; ; ; ;x y z x y z x x y y z z� � � � � .
 ����(���� �������!�� ������(����.
3. /�	 ������� ������� �� !	��� ��� ����(	���	 �������� �� �� !	���.

H����(�, (�� ������� � �1 1 1; ;x y z  �� !	��� �  �<�:

 � � � � � � � �1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1; ; ; ;x y z x i y j z k x i y j z k x y z� � � � � � � �� � � � � � �
� �� � � �

.

4. H������	
 (�'���� (��� �������� � � � �1 1 1 2 2 2; ; , ; ;x y z x y z (�����)< ���

(�'����� ��(����(�	� ����(	���: � � � �1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2; ; ; ;x y z x y z x x y y z z� � � � .
H����(�:
� � � � � � � �1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

; ; ; ;x y z x y z x i y j z k x i y j z k

x x ii x y ij x z ik y x ji y y jj y z jk z x ki

z y kj z z kk

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� �

� �� � � �

� � ��� �� � �� �� � �
� ���

"������	 cos90 0, cos0 1� �� �  �	����<���� 1ii jj kk� � �
���� ��

, � 0ij ik jk� � �
� ��� � �

.
"���, 	 ���� ���	���	

� � � �1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2; ; ; ;x y z x y z x x y y z z� � � � .

5. 5������	
 (�'���� �������� � �1 1 1; ;a x y z�
 � � �2 2 2; ;b x y z

�
��(��	� ����	

����(	����	 �'!	��)<���� ���:
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� � � � � �

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

i j k
y z x z x y

a b x y z i j k
y z x z x y

x y z

y z z z i z x x z j x y y x k

� � � � � �

� � � � � �

�� �
� �� ��

�� �

6. C�9��	
 (�'���� ����� �������� � �1 1 1; ;a x y z�
, � �2 2 2; ;b x y z
�

 � � �3 3 3; ;c x y z�

(�����)<:

� �
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,
x y z

a b c x y z
x y z

�
�� �

.

��
���,

,

( , , ) (( ) )

a a a a a a
a a a

b b b b b b
b b b

a a a
a a a a a a

c c c b b b
b b b b b b

c c c

i j k
y z x z x y

a b x y z i j k
y z x z x y

x y z

x y z
y z x z x y

a b c a b c x y z x y z
y z x z x y

x y z

� � � � � � � �

� � � � � � � � � �

�� �
� �� ��

� �� � � �

��
���� 1.

C��)!	 ����(	���	 �������� � �2,3, 4a � �
� ; � �1;2;1b � �

�
; � �3;0;2c �
� , ���
�	

����(	���	 �������� a b�
��  �� a c�

� � .
?�;�’�;�!!�:

� � � �2 ( 1);3 2; 4 1 1;5; 3a b� � � � � � � � �
�� ,

� � � �2 3;3 0; 4 2 1;3; 6a c� � � � � � � � �
� � ,

�%�&��%�>: � � � �1;5; 3 ; 1;3; 6a b a c� � � � � � �
�� � � .

��
���� 2.

C��)!	 ����(	���	 �������� � �2;1;3p � �
�  �� � �3; 2; 4q � � �

�  �'!	��	�	 ����(	-

���	 ������� 3 4p q�
� � .

?�;�’�;�!!�.
 )25;11;18()16;8;12()9;3;6()4;2;3(4)3;1;2(343 ��������������� qp ��

�%�&��%�>: � �3 4 18;11;25p q� � �
� � .
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��
���� 3.

C��)!	 ����(	���	 �������� � �4; 1;1a � �
� , � �8;3;3b �

�
, � �5;1;1c �
�  �'!	��	�	:

�) �������	
 (�'���� �������� ba
��

� ;

') �������	
 (�'���� �������� a b�
�� ;

�) ��9��	
 (�'���� �������� � �, ,a b c
�� � .

?�;�’�;�!!�.

�) 323332313)1(84 ������������ba
�� ;

') 
1 1 4 1 4 1

4 1 1
3 3 8 3 8 3

8 3 3

i j k
a b i j k

� �
� � � � � � �

�� �
� �� ��

)20;4;6(2046)1834()1834()1331( �������������������� kjikji ;

�) .14)3518(2
15
38

2
015
038
214

115
338
114

),,( �������
�

�
�

�cba ���

�%�&��%�>: 14),,();20;4;6(;32 �������� cbababa ������� .
&� ������ ����(��	� �	7� ����� (�
 ��( �������	 ���� �������	�	 ��-

������ ���	 �� ������(��9���� (�� ��������	� ��������

� � � �1 1 1 2 2 2; ; , ; ;a x y z b x y z
��

, 3 3 3( ; ; )c x y z�
� .

1. ��� �� �������	.

%cos���� baba
���� .

���(�	

   
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx
ba
ba

�����

��
�

�

�
� ��

��
% .

2. ���� ������(	���������� (��� ��������:

0212121 ����� zzyyxxba
��

(������	 ������(	������� ��(� � �����	 ��(�, ���	 �� �������	
 (�'���� ����	
 ���)).
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3.���� ������������� (��� ��������: 
1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

� �  (������	 ���������� ��(� �

�	9� ��(�, ���	 ��(����(�� �� ����(	���	 ��������
��).
4.���� ������������� ����� ��������.

� �
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, , 0
x y z

a b c x y z
x y z

� �
�� �

(��	 ������	 ���������� ��(� � �	9� ��(�, ���	 �� ��9��	
 (�'���� ����	
 ���)).
5. /�(�� ��(����� @5 � ��(���� ��(��9����.

 R�7� ��!�� � �; ;M x y z�  (��	��  ��(����� �� � ��(��9���� AM
MB

�� , �� ����(	-
���	 ��!�	 � �����(����� �� ������:

1 2 1 2 1 2; ;
1 1 1

x x y y z zx y z� � �
� � �

� � �
� � �

� � �
.

R�7� ��!��  � (��	�� ��(����� �� ������ �� 1�� , � ����(	���	 ��!�	  �����(���-
�� ���(�� �����:

 1 2 1 2 1 2; ;
2 2 2

x x y y z zx y z� � �� � �
� � � .

14.5. �&���
:

1. ��
�� ����!���� �������, �'���)���� ���	!	�	 �������, ��������� �������.
2. ��
�� ����!���� ���������	� ��������.
3. ��
�� ����!���� ����	� ��������.
4. R� ���
�	 ����(	���	 ������� ��(����� ����) ��!��?
5. R� ���
�	 �'���)��� ���	!	�� �������?
6. ��
�� �	���!���� ���������� (�'���� ��������.
7. C��	9��� ������ (�� �'!	������ ���������� (�'���� (��� �������� �� ��

����(	����	.
8. H�����)
�� ���� ������������� (��� ��������.
9. H�����)
�� ���� ������(	���������� (��� ��������.
10. C��	9��� ������ �'!	������ ���� �� (��� �������	.
11. R� ���
�	 ��((��� �� (��� ��!��	?
12. R� ���
�	 ����(	���	 ����(	�	 ��(�����?
13. C��	9��� ������ (�� �'!	������ ���� �� (��� �������	.

14. "'!	����� �������	
 (�'���� �������� ��

CKAB, , ��7� A(-5,2), B(1, -3), C(2,-1)

K (-3, 5) .
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15. "'!	��	�	 ��� �� �������	 ).6,2(,)2,1(
��

� ba

16. 5����� )0(, $��
��

abka . /�	 ��	� ���!�����  k:

a) ba
��

� ; b) ba
��

4 ; c) .ba
��

5

17. 5����� �

AB  ���������	
 ������� )4;3( ��a� . 5	���!	�	 ����(	���	 ��!�	

B, ��7� A(8;5).

18. 5����� a� ���������	
 ������� )5,2(��b
�

. C��
�	 �'��	�� ������� a� , ��7�

��� ��(	���� (�����)< 15.

19. ���� ������ )5;4(�a� . C��
�	 ����(	���	 '�(� ����� ������� b
�

, ��������-
���� ������� a� . H�����	 ����’����� �< ��(�!�.

20. C��
�	 ���, ��	
 �����)< ������ )4;3(�a� � ����) �'��	�.

21. C��
�	 ���	!	�� ����, ��	
 �����)< ������ )6;8(��b
�

 � ����) ��(	���..

22. ���� ������	 )0;1;2(),2;1;0(),1;2;2(),3;2;1( ������� dcba ��� . "'!	��	�	:

a) �������	
 (�'���� �������� ba
��, ;

b) �������	
 (�'���� �������� bac
���

�, ;

c) �������	
 (�'���� dc
��, ;

d) �������	
 (�'���� dca
��� ,� ;

e) ��9��	
 (�'���� �������� bac
��� ,, ;

f) ��9��	
 (�'���� �������� .23;3;2 dbdcda
������

���
23. � �����'�(����� ��	����	�� �(���	, �����(��� (� '�!�	� ������, ���<��

������(	�������. C��
�	 ���	!	�� ���� �� '�!�		 �������	 ����� ��	����	��.

24. C� (��		 �������	 a�  � b
�

��'�(����	 ���� ������	

a) ab ��
� ; b) ab ��

�� ; c) ba
��

�2 ; d) ba
�� 2

2
1

�� .

25. &� ���������� ��!�� (�)�� �	�	 F1 � F2. C��
�	 ���	!	�� �� �����(�)!��,

��7� � � .90;,6,8 2121 S���
P

FFHFHF
26. �� ������ ����	������ 9���	����	�� ��	���(��� ��	 �	�	, ��� ���������

� ��	 �����(���� ���9	�	. C��
(��� ���	!	�� �����(�)!��, R�7� ���	!	�� ������ �
(��	� �	� (�����)< 1&.
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27. C��
�	 �������	
 (�'���� �������� a�  � b
�

, ��7�

0135);(,1,2 ���
P

baba
����

.
28. ���� ������ a� =(4;-7). C��
�	 ����(	���	 �(	�	!�	� ��������, ������(	��-

����	� (� ������� .
29. ���� ������ a� =(5;3). 5�(��, 7� ��(	���� ������(	��������� (� ������

������� (�����)< 10. 5	���!	�	 �'��	�� ������� .
30. C��
�	 ���!���� & � �, ��	 ��	� ������	 a� =(3;-1;&) � b

�
=(2;�;1) ���<��

������(	�������, ��7� .3�b
�

31. C��
�	 ��� �� ������� ��

�� CDABa�  � ����) �'��	�, ��7� A(-2;3), B(0;8),
C(5;3) � D(10;5).

32. "'!	��	�	 ���7� ��	����	��, ���9	�	 ����� ��(��� ����(	����	 � ���-
������
 �	���� ����(	���: �(1;2), �(4;-5), �(5;3).

33. � ������������(� 1111 DCBABCDA ����� ABCD  - ���(��� �� �������) 	; ��'-
�� ��1 ����� (�����)< 	 � �����)< � ��'��	 �� � �D ���	, ��� (�����))�� a. C��
�	
(���	�� (�������� BD1 � ��� �� ���		 BD1 � ��.

34. ����(��� ,7� .bababa
������

�����

35. ����(���, 7� ���	 DOBOCOAO
����

��� , �� ��(����	 �� � �D �	���	!�� ��(��-
��� (����� ��!�	.

36. &����������� ������	 a�  � b
�
 �)�� �(������ (���	�	. ����(���, 7� 5�����	

ba
��

�  � ba
��

�  ���<�� ������(	�������.
37. H�����	 ����	������ �’��	����	�� �1�2�3�4�5 (�����))�� 	. /����!	�9	

'����) � ����� ����� �’��	����	��, ���
(��� (���	�	 ��������:

a) ;21

��

� OAOA

b) .31

��

� OAOA
38. ����(���, 7� ��	 '�(�-���� �	'��� ��!�	 �, ��������

���

����� OBkOAkOC )1(
< ���'��(��) � (��������) ����) ���������� ��!�� �, �, � ( BA $ ) �(��
 ����
.

39. ������	, 7� ��	����	� � ���9	��	 �(1;1), �(2;3) � �(5;-1) – ��������	
.
40. ���� ���9	�	 ��	����	�� �(1;4), �(3;-9) � �(-5;2). "'!	��	�	 (���	�� 
���

�(���	 �����(���� � ���9	�	 �.
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15.  �?E�� "� �AC��"�

15.1. ?%�!�!!� &��
:.

5�(��, 7� ���� ����) �� ���7	�� ���� �������	, ��7�:
1) ��(��� (�� ��!�	;
2) ��(��� ��!�� � ���������	
 �
 ������ (���	
 ������ ���	��<� ������	

(�� (���� �����);
3) ��(��� ��!�� � ������(	������	
 �
 ������ (���	
 ������ ���	��<� !��-

��>!
  (�� (���� �����);
4) ��(��� ��!�� �� ���, ��	
 (��� ���� �����)< � (�(���� ������ ��� �x.
H���(�� �������� ���	� ���	�.

1. ?%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ��% ����
. 
 &���
 �� ����
 l ��(��� ��!�	 A(x1, y1),

B(x2, y2) (�	�. 1).
R�7� ��!�� M(x, y) �����	�� ����
 l, �� ���-

��� );( 11 yyxxAM ���
�

���������	
 ��������

);( 1212 yyxxAB ���
�

.
 C��	9�� ���� ������������� ��������

��

AM�AM :                 .
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

�
�

�
�
�

���� �������� �	���!�< �%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ��% ����
. "���,
�������� ����(���.

R�7� ��(��� ��!�	 ������ �� ���� ����(	���, ��'��
A(a, 0), B(0, b) ( �	�. 2), �� �������� �����, 7� �����(	��
!���� (�� ��!�	 '�(� ���	���� ���:

;1

;
0
0

0

b
y

a
x

b
y

a
ax

��
�

�
�

�
�
�

 �'�

                     1��
b
y

a
x

 "�����< �������� 7� ���	��)�� �%�!�!!� &��
: * �%��%;��:.

A

B

x

y 

I	�. 2.  

�
�

� 

y

�

I	�. 1.
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2. ?%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ;���!* ����* ; �%��
 !�&��!

�������.

&���
 ��!�� A(x1, y1) �����	�� ����
 l, ��� ����-

������ ������� ),( nmp �
�

 (�	�. 3). R�7� ��!�� M(x, y)

�����	�� ����
 l, �� ������ );( 11 yyxxAM ���
�

���������	
 ������� 
�

p . C��(�� ���	 �������������
��������  ���	�<�:

                                                                     
n

yy
m

xx 11 �
�

�
.

���� �������� �	���!�< �%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ;���!* ����* ;
;���!
 !�&��!
 �������.

3. ?%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ��!* ����* &��&�!�
�*���!� �� ��!�-
=� ������� (!����>!� �%�!�!!� &���,).

&���
 ��!�� A(x1, y1) �����	�� ����
 l, � ������

),( ban �
�

������(	������	
 ��
 ����
 (�	�. 4). R�7�

��!�� M(x, y) �����	�� ����
 l, �� ������

);( 11 yyxxAM ���
�

 ������(	������	
 ������� 
�

n .

C��(�� ���	 ������(	���������� ��������

 0��
��

nAM , ����

���� �������� � < �%�!�!!� &���,, �� &��:��
�> ����; ;���!* ����* &��&�!-
�
�*���!� ;���!�* ������* (!����>!� �%�!�!!� &���,).

4. ?%�!�!!� &���, ; �*���
 ���/%+%H!��.
&���
 ���� l ���	���� (� (�(������  ������� ��� �x ��( ���� & � �����(	��

!���� ��(��� ��!�� A(x1, y1) (�	�. 5). /�'�(�<� ��	����	� AMK, � ����  AB= x – x1,
BM=y – y1  

090�NMBA  .

R�7� ��!�� M(x, y) �����	�� ����
 l, �� &�NMAB  �   .&tg
AB
MB

�

I	�. 3.

I	�. 4.

 

� 

� �

p  

 
�

n  

�
� 

0)()( 11 ���� yybxxa
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"���, .
1

1 &tg
xx
yy

�
�
�

R�7� �����!	�	 k�&tg , �� ���	�<� �%�!�!-
!� &���, ; �*���
 ���/%+%H!�� k

)( 11 xxkyy ��� .

R�7� 00�& , �� � k=0, � �� ����!�<, 7� ���� l
���������� ��� �x.

R�7� 090�& , �� &tg�k   ���< �����, � �� ����!�< , 7� ���� � l ����������
��� �y (������(	������� ��� �x ).

R�7� ���� �����	��< ���� �y � ��(���
 ��!�� A(0, b), �� �������� ����� ��'�-
��< �	���(�

.
),0(

bkxy
xkby

��
���

I�������� ��( ��	���(��.

��
���� 1. ���� ��	����	� ABC , � ��(��		 ����(	����	 ���9	� A(-3;2),
B(1;5) �   C(5;-7). C��	���	 �������� �(���	, 7� �	��(	�� � ���9	�	 A.

?�;�’�;�!!�:
R�7� ��!��  M – ����(	�� ������	 BC , �� ����� �	���!	�	 ����(	���	 ��!�	:

.1
2

)7(5;3
2

51
��

��
��

�
� MM yx

/�(����	�9	 ����(	���	 ��!�� A � M  � �������� �����, 7� �����(	�� !���� (��
��!�	, ���	�<�:

  ,
21

2
33
3

��
�

�
�
� yx

�'� x + 2y –1=0.
�%�&��%�>:  x + 2y – 1=0 – �������� �(���	 ABC�   �����(���� � ���9	�	 A.

��
���� 2. C��	���	 �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�� A(4;-3) � ��(����<
�� ���� ��	����	� ���7�) ��	 ���(����� �(	�	�� (�	�. 6).

?�;�’�;�!!�:

��� ����’���� ��(�!� �������<� �������� ����� � ��(������ 1��
b
y

a
x

.

@

#

5

x1       x 
���.5 

y   

1y
&

#
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C� ����) ��(�!� 3��S ��.�(. /��7�
��������	� ��	����	��� ���� ���(����	�	
!���� (���	�	 ��(������, ��� ��(����< ���� ��

���� ����(	���,
2

abS �� . A��,, 6"�ab ((���
����	, �������	 a � b ��� ��	 � ����� ����	).

>����� ���� �����(	�� !���� (��� ��!-
�� A(4; –3), ��� �� ����(	���	 ��(�������)��
�������� ����� � ��(������ � 	 ���� ���	-

���	 134
�

�
�

ba
, ��'�� ���	��	 7� �(��

���������� �� a  � b.
��� �	���!���� a  � b �<� (�� �	���	:

'(

'
)
*

��

��

'(

'
)
*

��

�

.134
;6

;134
;6

ba

ab

ba

ab

C ���9�� �	���	 �����(	� 3;2 11 �� ba , � ����’����9	 (���� �	����

���	�<� 2
3;4 22 ���� ba .

C��	9�� �������� 9����	� ���	�: 1
32

��
yx

   � 
  

1

2
34

�
�

�
�

yx
.

�%�&��%�>: 1
32

��
yx

;  1
3

2
4

���
yx

.

��
���� 3: C��	���	 �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�� Q(-3;4) � ����-
�)< � (�(���	 ������� ��� Ox ��� 300.

?�;�’�;�!!�: "������	 
3
3 ��,300 ��� && tgk . /�(����	�9	 ���!����

3
3

�k , 4,3 11 ��� yx � �������� ����� � �����	 �������<���, ���	�<�

� �3
3
34 ��� xy ,  �'�  0331233 ���� yx .

�%�&��%�>: 0331233 ���� yx .

I	�. 6.

 

A(4;-3) 

y 

x 
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15.2. ��=��>!� �%�!�!!� &���,.

R�7� � �(�����	� �	7� ��������� ����� �	�����	 ����� ����'���!�� �������-
�����, �� ��� ���	 '�(��� ���(��� (� ��������:

0��� cbyax ,
��� ���	��)�� ;�=��>!
 �%�!�!!� &���,.

&���	���(, ��������� �������� �����, ��� �����(	�� !����  (��� (�� ��!�	:

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

�
�

�
�
�

.

/����!	� dyygxx ���� 1212 , � ���(�� (� ��������� ������	���

11

11 ),()(
gydxgydx

yygxxd
���

���

�'�
.0��� cbyax

@������!��, ��������� �������� �������� �����

,0)(
,0)()(

11

11

����
����

byaxbyax
yybxxa

��'��
 .0��� cbyax

R� '�!	�, �������<��	 a, b � ��������� �������� ����� �� ����(	���	 !��-
��>!�=� ������� ��<� �����.

5�(��	�, 7� ���)!	 �������� �������� �����, ���� ����(	 ���	��	 ��!�
' �(�� � �	7� ������	� ������� �����.

I�������� ����7���� ����� ��(����� �	���	 ����(	��� � ���������� ��(
���!��� �������<���� a, b, c ���������� �������� �����.

1. R�7� a = 0, �� �������� ��	� �	���( 0�� cby , �'� 
b
cy �� , ��'�� �����

��!�	 ����� ��	��� �� ��� ��(	���� 
b
c

� ; �� ����!�<, 7� ���� ����������
��� Ox.

2. R�7� a = 0,  � = 0, �� �������� ��	� �	���( 0�y , ��'�� �(���	� ������-
�� ��� Ox.

3. R�7� b = 0, �� �������� ��	� �	���( 0�� cax , �'� a
cx �� , ��'�� ��� ��!�	

����� ��	��� �� ��� �'��	�� a
c

� ; �� ����!�<, 7� ���� ���������� ��� Oy..
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4. R�7� b = 0,  � = 0, �� �������� ��'���< �	���( 0�x , ��'�� �(���	� ������-
�� ��� Oy.

5. R�7� � = 0, �� �������� ��	� �	���( .0�� byax +� �������� ��(�������-
)�� ����(	���	 ��!�	 O(0,0) �, ����, ���� �����(	�	� !���� ��!���� ����(	���.

C��)!	 �������� �������� ����� ���� �	���!	�	 �*� %$ &��

, �� ���
�� �� �������		 �������	.

15.3. 	*� %$ &��



&���
 ���� l1  � l2  ��(��� ��������	

 0 ��0 222111 ������ cybxacybxa ,

��(� ),(),,( 222111 banban ��
��

. /����!	� !���� % ��� �� ���		 l1  � l2  , �

!���� T – ��� �� �� �������		 �������	 
��

21 ,nn .

R�7� 090�T , �� % = T � T% coscos �  (�	�. 7); ��7� 0904T , �� % = 1800 – T

� T% coscos ��  (�	�.8).  "��� T% coscos � .

 

%
%

T

y 

x 

T  

l1 

l2 

�

1n

�

2n

y 

            I	�. 7.                                                                    I	�. 8.

C��	9�� �������	
 (�'���� ��������
��

� 21 nn

Tcos2121

����

��� nnnn .

C��(�	

21

21cos
nn
nn
��
��

�

�
�T ,
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2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21cos
baba

bbaa
nn
nn

���

���
�

�

�
� ��

��
%  .

��
���� 4. "'!	��	�	 ��� �� ���		

.02534,02543 ������� yxyx
?�;�’�;�!!�: C��	9�� �������� ������	 ��(��	� ���	�

).3;4(),4;3( 21 ���� nn ��

C��(�� �	7� ����(���� �����	 ���	�<�

,
25
24

3443

3443
cos

2222
�

���

����
�%

�	���	�����)!	 ����������� ���	�<� .160�%
�%�&��%�>:  .160�%
R�7� �������� ���	� l1  �� l2  ���	����, �� �������� ���	� � �����		 �����-

��<���	 2211 , bxkybxky ���� ,�� ���	���9	 �� � �	���(�

0,0 1111 ������ byxkbyxk .

 �(���	� ����(	���	 �������	� �������� )1;(),1;( 2211 ����
��

knkn � ���-
��� (�� �'!	������ ���	���� ���� �� ���		 ��'�(� �	���(�

11

1
cos

2
2

2
1

21

���

��
�

kk

kk
% .

"������	 00 900 �� % , �� 0sin �%  � %% 2cos1sin �� .

 C��(�	

 

� �

1cos
sin

,
1111

11sin

21

21

2
2

2
1

21

2

2
2

2
1

21

��
�

��

���

�
�

�
�

-

.

�
�

/

0

���

�
��

kk
kktg

kk

kk

kk
kk

%
%%

%
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121

21

��
�

�
kk

kk
tg% .

R�7� ������	� � �������
 ������ ��������)<���� � ����, ��'��

0121 ��� kk , �� ���� l1  �� l2  &��&�!�
�*���!%, � ��� % = 900.

��
���� 5. C��
�	 ��� �� ���		 5
4
3 �  2

7
����� xyxy .

?�;�’�;�!!�:
I������� ���	� ���	����, �� �������� ���	� � �����		 �������<���	

 4
3,

7
1

21 ��� kk , ����
 

1
1

4
3

7
1

4
3

7
1

�
���

��
�%tg

��� �� ���		 (�����)< 450.
�%�&��%�>:  % = 450.

��
���� 6. ������	, 7� ���� 13 �  3
3

����� xyxy  ������(	�������.

?�;�’�;�!!�:
/������	�, !	 �	����<���� ���� ������(	���������� ���	� � �����		

�������<���	  3
3
1

21 ���
-
.

�
/
0�� kk :  01113

3
1

�������
-
.

�
/
0� .

"���, ���� ������(	�������.

15. 4.  �����
! &��
:.

R�7� ���� l1  � l2  �� ����������, �� �����(����� ����
 �� &����
!* ���(	���� (�
����’���� �	���	 (��� ������� � (��� ����(�		:

(
)
*

���
���

0
0

222

211

cybxa
cybxa

.

��
���� 7. C��
�	 ����(	���	 ��!�	 �����	�� ���	�
 .0123 �  02 ����� yxyx
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?�;�’�;�!!�:

� � (
)
*

��
�

#
(
)
*

���
��

#
(
)
*

�����
��

#
(
)
*

���
��

1
2

0143
2

01223
2

0123
02

x
y

xx
xy

xx
xy

yx
yx

�%�&��%�>: (–1; 2).

H��������� ���	� , 7� �����(��� !���� (��� ��!�� ���	��)�� &*���  &��
:
�� ���7	�� � ������ � ��
 ��!��.

R�7� ��(��� ��!�� ),( 000 yxM , �� �(�� �
������� �'�

 
)(

�'�
0)()(

00

00

xxkyy

yybxxa

���

����

< �%�!�!!� &*��� &��
: � ������ � ��(���
 ��!�� M0 (�	�. 9).

��
���� 8. C��	���	 �������� ��!�� ���	� � ������ � ��!�� M(2;-3)
?�;�’�;�!!�: C��	9�� �������� ��!�� ���	� � ��������� �	���(�:

0)()( 00 ���� yybxxa .

/�(����	� ����(	���	 ��!�	 M, ���	�<�: 0)3()2( ���� ybxa  – ���-
����� ��!�� ���	� � ������ � ��!�� M.

�%�&��%�>: .0)3()2( ���� ybxa

15.5. �%����!> �%� ����
 �� &���,.

/�( ��(�����) ��( ��!�	 );( 111 yxM (� ���-
�� l, 7� ��(��� ��������

ax + by + c=0,
�����)�� (���	�� ������(	������ ,10MM (�

.);( 000 lyxM 2  ( �	�.10).

5�(��, 7� ),( ban �
�

 – �� �������	
 ������ (���� �����, � ������

�
�
-

.
�
�
/

0

��
�

�

22220 ;
ba

b

ba

an – �������	
 �(	�	!�	
 ������ ��<�  � �����.

l

M0 

M1 

���.10 

M0 

x 

y 

I	�. 6.
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5�����	 
��

100   �� MMn ������(	������� (� ����� l , ��� ���	 ����������.

"���,              
����

����� 10
0

100100 0cos MMMMnMMn .

C��	9�� ������) �������� � ����(	�����:

 
22

0011
0122012210

)(
)()(

ba

byaxbyax
yy

ba

bxx
ba

aMM
�

���
��

�
��

�
�

�
.

"������	 ��!�� lyxM 2);( 000 , �� ax0 + by0 + c=0  �  ax0 + by0 = – c. /�(����	-
�, �(���	� �%�!�!!� �%����!% �%� ����
 �� &���, :

22

11
10

ba

cbyax
MM

�

��
�

�

.

��
���� 8. 5	���!	�	 ��(����� ��( ��!�	 �(3;2 ) (� ����� 4x – 3y + 14= 0 .
?�;�’�;�!!�: /�(����	� (��� ���	 � �������� ��(����� ��( ��!�	 (� �����:

.4
5
20

)3(4

142)3(34
2222

11 ��
��

�����
�

�

��
�

ba

cbyax
d

�%�&��%�>: d = 4.

��
���� 9. ���� ���9	�	 ��	����	�� �(–2;7), �(2;–1), �(8;3). C��	���	 ��������:
1) �	���	 ���7���� � ���9	�	 � �� ������� ��;
2) �(���	 �����(���� � ���9	�	 �.
?�;�’�;�!!�:
1) C��	9�� �������� �	���	 ��, �	�����9	 ������(��� �������� (��:
a) 5	'���� (������� ��!�� �(x, y), ��� �����	�� ����
 ��.

b) C��
(�� ����(	���	 ������� �

AM :

                                                                                                    .

c) C��
(�� ����(	���	 ������� �

BC :

                                                                             .

d) 5	���	�����)!	 ���� ������(	���������� �������� �  ���	9�� ��������
�	���	 ��:

)7;2(),7);2(( �������
��

yxAMyxAM

)4;10()),1(3;28( �������
��

BCBC
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 0��#Q
����

AMBCAMBC ,
�'�

–10(x + 2) + 4(y – 7)=0.
"���, 5� – 2y + 24 = 0 – �������� �	���	 ��.
2) ��� ����, 7�' ���	���	 �������� �(���	 BD, ���'��(�� ���
�	 ����(	���	

��!�	 D, ��� (��	�� ��(����� �� ������. A��:

  5;5  ��'��,
2

;
2

���
�

�
�

� DD
CA

D
CA

D yx
yy

y
xx

x .

C��	9�� �������� �(���	 BD �(���	, �� �������� �����, 7� �����(	��
!���� (�� ��!�	 B � D:

 6
1

7
2;

15
1

25
2 �

�
�
�

�
�

�
��

� yxyx , �'� 6x–12=7y–7.

"���, 6� + 7y – 5 = 0 – �������� �(���	 �D.
�%�&��%�>: 5� – 2y + 24 = 0 – �������� �	���	 ��; 6� + 7y – 5 = 0 – ��������

�(���	 �D.

15.6. �&���


1. R�� �������� ����� �� ���7	�� �� ��(��?
2. C��	9��� �������� ���
 ����(	��� � ���	� ���������	� �.
3. ��
�� ����!���� ���������� �������, ��������� ������� � ��������

�������<��� �����.
4. H�����)
�� ���	 ������(	���������� � ������������� (��� ���	�.
5. C��	9��� �����	 (�� �'!	������ ���� �� (��� ���		.
6. R� ���
�	 ��!�� �����	��  (��� ���	�?
7. C��	9��� �������� �����, 7� �����(	�� !���� (�� ��!�	.
8. C��	9��� �������� �����, 7� �����(	�� !���� (��� ��!�� � ��(�	 �����-

�	 �������.
9. C��	9��� �������� �����, 7� �����(	�� !���� (��� ��!�� ������(	�������

(� (����� ������� (�������� �������� �����).
10. C��	9��� �������� ����� � ��(������.
11. C��	9��� �������� ����� � �����	 �������<���.
12. C��	���	 �������� ���	�, 7� �����(��� !���� ��!�� K(-3;4) ����������

��� ����(	���.
13. ���� ���9	�	 ��	����	�� A(1,-3),  B(5, -1), C (-3, 5). H�����	 ��������:
a) ������	 AB;
b) �(���	 �����(���� � ���9	�	 B;
c) �	���	 ���7���� � ���9	�	 C �� ������� AB.
14. ���� ���9	�	 ��	����	�� A(-1, 8 ),  B(7, -2), C (-5, 4). H�����	 ��������

������	 AC � �(���	 BD ����� ��	����	��, ���'	�	 �	�����.
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15. ���� ��	����	� � ���9	��	 M(0;-2), N(6;2 ), P(2;4). C��	���	 �������� ���-
���	 MP, �(���	 N� � �	���	 ND.

16. R�� ��(	���� �< ��!�� C (-1, y), 7� �����	�� ��
 ���
 ����
, 7� � ��!�	
A(-5, 2) �  B(-3, -1).

17. ���� ����(	���	 ����� ���9	� ������������ ABCK: A(-1, 2), B(-2, -2),
C (5, -2). C��	���	 �������� 
��� (��������
 AC �  BK.

18. H�����	 �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�	 C (-5, 3) � D(1, -2). C�'��-
�	�	 �� ����(	�����
 ���7	��.

19. C��
�	 ��� �� ���		 2x – 3y – 1=0 , 3x + y – 11=0.C��'	�	 �	�����.
20. ���� �������� ������ ��	����	�� ABC: 5x + 3y + 1=0 (AB); x + y + 1=0 (BC);

7x + 5y – 1= 0 (AC). 5	���!	�	 ����(	���	 ���9	� A � B ����� ��	����	��, ���'	�	
�	�����.

21. H�����	 �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�� � (2;-7) ������(	�����-
�� ����
 3x + y – 2= 0. C��'	�	 �	�����.

22. ���� ���9	�	 ��	����	�� A(-1, 3 ),  B(-2 -1), C (5, -3). C��	���	 ��������
�����, 7� �����(	�� !���� ����(	�� ������	 AC ������(	������� ������� AB.
C��'	�	 �	�����.

23. H�����	 �������� , 7� �����(	�� !���� ��!�� � (-3; 4) � ��(����< �� ��� �'��	�
��(����� , ��	
 ����	
 5. C��'	�	 �	�����.

24. ��� ���� �����	��)���� � ��!�� C (-2, -4). C��
�	 ��� �� �		, ��7� �(�� �
�	� �����(	�� !���� ��!�� A(1, 2 ), � ��9� – !���� ��!�� B(1, -3). C��'	�	 �	�����.

25. 5 ��	����	�� (��� ����(	���	 ����(	� 
��� ������ (-2, -1), (-1, -1) � (-4, 2).
C��	���	 �������� ������ ��	����	��. C��'	�	 �	�����.

26. ���� (�� ���� x + y + 3= 0  � 2x + 3y – 1= 0. C��
�	 ��((��� �� ��!��	, � ��	�
�� �����	��< ����  4x + 3y +7= 0. C��'	�	 �	�����.

27. ������	, 7� ����  2x – y +7= 0, x + y –1=0,  x + 2y – 4=0 �����(��� !���� �(��
��!��. C��'	�	 �	�����.

28. /���	����� ���9	�	 ���(���� ������ � ��!��� A(-2, 5), C (2, 8). C��
�	 (��-
�	�� � ���	���	 �������� 
��� (��������
. C��'	�	 �	�����.

29. H���(��� �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�� �(0; 8), ��7� ���7�
��	����	�� ���������� ����) � ���	 ����(	��� (�����)< 16.

30. 5	���!	�	 ���7� ��	����	�� ���������� ����) 5x + 8y – 40 = 0 � ���	
����(	���.

31. ���� ���� 2x – 3y + 5 = 0. H�����	 �������� �����, 7� �����(	�� !����
��!�� �(4;-5):

a) ���������� (���
 ����
;
b) ������(	������� (���
 ����
.
32. H�����	 �������� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�� �(-3;4) � �����)< �

(�(���	 ������� ��� �& ��� 600.
33. C��
�	 �����	
 �������<�� ����� 3x – 7y + 2 = 0 � ��'�(����	 ��.
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34. 5	���!	�	 ��� �� ���		:
a)  x + 5y + 9 = 0;  2x – 3y + 1=0;
b)  2x + y – 5 = 0;  3x – y + 4 = 0;
c)  y = 1,5x + 6; 2y + 3x – 7 = 0;

d) ;1
22

;7
3
2

����
yxxy

e) .1;1 ����
a
y

b
x

b
y

a
x

35. "'!	��	�	 ��((��� d �� ���������		 ���		:
a)  4x – 3y + 25 = 0;  8x – 6y + 25 = 0;
b)  5x – 12y – 20 = 0;  5x – 12y  – 13 = 0;
c)  3x – 4y – 20 = 0;  6x – 8y + 25 = 0.
36. �����(	�	 ���<�� �����9������ �	�!� ������	�  ��� ���	�. � �	��(�� ��

�����	�� �	���!	�	 ����(	���	 ��!�	 �����	��:
a)  x + y – 3 = 0;   3x – 3y – 9 = 0;
b)  x = 4;           x + y = 0;
c)  y = 0;           y – 7 = 0;
d)  2x + y + 1= 0;  2x + y + 5 = 0.
37.  C��
�	 ��!�	 �����	�� �	�!� ������	�  ��� ���	�:
a)  3x – 2y – 5 = 0;  5x + y – 17 = 0;
b)  4x – 3y – 7 = 0;  2x + 3y – 17 = 0;
c)  2x + 5y – 29 = 0;  5x + 2y – 20 = 0.
38. B���� ��!�� �����	�� ���	� 4x + 2y –19 = 0 � 5x + 6y + 6 = 0 �������	 ����

������(	������� ����
 x + y + 1= 0.
39. ���� �������� ������ ��	����	��

.0965;01924;04 ��������� yxyxyx
5	���!	�	 ����(	���	 
��� ���9	� �� ���!���� �����.
40. B���� ��!�� �����	�� ���	� 01924,04 ������ yxyx  �������	

���� ���������� ����
 .0632 ��� yx

41. ���� ���� 1
23

�
�

�
yx . 5	���!	�	 ��(����� ��( ����� (� ��!���� ����-

(	���.

42. ���� �������� ����� .1
34

��
yx &��'��(�� ������	 �������� �����, 7�

�����(	�� !���� ��!�� �����	�� ��<� ����� � ����) �'��	� ������(	������� '����-
��	�� ����(	������� ���� ���9�� !�����.

43. H�����	 �������� ����� , ��� ���������� ����
 01534 ��� yx � �����-
(	���� ��( ��� �� ��(����� d = 3.
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16. 	?��� �?�-C-C �C?E�	�
��	��, ��� �(����)���� ��	 �����	�� �������� ����!��� �������� ���7	��)

���	��)���� ����!�		 ��������	 �'� ������	. �� �	� ��(�������� ���� ��	�� ��
����, �����, �����'���, ����'���.

��
���:
��R�7� ���7	�� �����	��< ����!�� �������) ������(	������� ��� �'�������, ��
� �����	�� �����)<���� ����, ��7� ���7	�� �����(	�� !���� ���9	�� ������, �� �
�����	�� �����)<���� ��!��, ��'�� �	��(���� ���� (�	�. 1).

                                           I	�. 1.                     I	�. 2.
��R�7� ���7	�� �����	��< �����	 �(�� !���	�� ����!��� �������� � �� ����������
��(��
 ������
, ��  � �����	�� '�(� ����� (�	�. 2).
��R�7� ���7	�� �����	��< �(�� !���	�� ����!��� �������� � ���������� �(��

������
, �� � �����	�� '�(� ����'��� (�	�. 3�), ��7� ���7	�� �����(	�� !���� ���9	-
�� � �(�� � �����	�, �� � �����	�� '�(� ����, ��'�� �	��(���� ����'��� (�	�. 3').

                                     I	�. 3.                                 I	�. 4.
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��R�7� ���7	�� �����	��< (�� !���	�	 ����!��� �������� � ���������� ��� ����!���
��������, �� � �����	�� '�(� �����'���(�	�. 4�), ��7� ��!�� ���7	�� �����(	�� !����
���9	�� ������ � �����	��< (�� 
��� !���	�	, �� � �����	�� '�(� ���� ���	�, 7�
�����	��)����, ��'�� �	��(���� �����'��� (�	�. 4').

I������� ����� � �	� ��	�	�.

16.1. 	���.

	��� ���	��<���� ���	�� ��!�� ���7	�	, �������((����	� ��( (���� ��!�	,
��� ���	��<���� ������. R�7� ��!�� � – ����� ����, R – �� ��(���, � – (������� ��!��
����, �� � ����!���� ����

RCM �

I	�. 5.

���� �������� < �������� ���� ��(���� R � ������ � ��!�� �.
&���
 �� ���7	�� ��(��� ��������� (�������� �	���� ����(	��� (�	�. 5) �

��!�� � (a;b) – ����� ���� ��(���� R. &���
 � (x;y) – (������� ��!�� ����� ����.

"������	 22 )()( byaxCM ���� , �� �������� ���� ���� ���	���	

22 )()( byax ��� =R,

22 )()( byax ��� =R2.
���� �������� ���	��)�� ;�=��>!
 �%�!�!!� ���� �'� �������� ���� ��(�-

��� R � ������ � ��!�� (a;b).
&���	���(, ��������

( x – 1 )2 + ( y + 3)2 = 25,
< �������� ���� ��(���� R = 5 , � ������ � ��!�� (1; -3).
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R�7� ����� ���� �'���<���� � ��!���� ����(	���, �� �������� ���� ��'	��<
�	���(�

x2 + y2= R2.
���� �������� ���	��)�� ������!�	 �������� ����.

��
���� 1. H�����	 ������� ���� ��(���� R = 9 � ������ � ��!�� � (3; -6).
?�;�’�;�!!� :
/�(����	�9	 ���!���� ����(	��� ��!�	 �  � ���!���� ��(���� � �������� ����,

��	�� (x – 3)2 + (y – (-6))2 = 81, �'�
( x – 3 )2 + ( y + 6)2 = 81.

��
���� 2. ������	, 7� �������� x2  + y2 + 4x – 2y – 4 = 0  < �������� ����.
C��
�	 
��� ����� � ��(���.

?�;�’�;�!!� :
/�������	� ���� !���	�� ��(����� ��������:

x2 + 4x + 4 – 4 + y2 – 2y + 1 – 1 – 4 = 0.
C��(�	

(x + 2)2 + (y – 1)2 = 9.
+� �������� < �������� ���� � ������ � ��!�� (-2; 1), ��(��� ���� (�����)< 3.

16.2. ��%&�.

��%&��  ���	��<���� ���	�� ��!�� ���7	�	, (�� ������ � ��	� ��� ��(���-
��
 (� (��� (��	� ��!�� ��<� ���� ���7	�	 ����� � '���9� �� ��(����� �� �		
��!��	.

A��� ��!�	 ���	��)���� /��*��
 ������, � ��(����� �� �		 /����>!�F
�%����!!F. /������, ��, �	��(�!	 � ����!���� ������, ���� ���'	�	 �����	!��
���'�. C�'’<� � ���) (�� ����!�	 (�	� .6) ���� �	��� ��’���� � ������ � �����-
��� �� ������ �� �'	(�� ����!�	. &�������9	 �	��� ����� ����!��, �����	�
�����. C��	�9	 ��(����� �� ����!��	 � (���	�� �	��	, (����<� �����	 ����	�
������� � ���.

I	�. 6.
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/����!	� �����	 ������ '����	 F1 i F2. &���
 �������� ��(�����

cFF 221 � . R�7� � – (������� ��!�� ������ (�	�. 7), �� �� ����!���� ������ ����

MFMF 21 �  < ���	!	�� �����. /����!	�9	 �� !���� 2	, (����<�

MFMF 21 � = 2	.
C����!	�, 7� �� ����!���� ������ 2	 > 2�, ��'�� 	 > c. /�����(�� �������� <

�������� ������. R�7� ��!�� F1 �'���<���� � ��!��) F2 �� �������� ������ ��'	��<
�	���(�

aMF�
��
aMF �� 11 ,22 .

+� �������� < �������� ���� ��(���� 	 � ������ � ��!�� F1. A��	 !	��, ���� <
����	 �	��(�� ������.

 

                            I	�.7.                                                          I	�. 8.

5	'	�	� �	���� ����(	��� ���, 7�' ���� �'��	� �����(	�� !���� �����	
������, ���� ��(	��� !���� ����(	�� ��(����� F1 F2 � ������(	������� (� �����.

A�(� ������	 '�(��� ��!�	 F1(-�;0) � F2(�;0) (�	�. 8). &���
 �(x;y) – '�(�-���
��!�� ������, ��(�

22
2

22
1 )()( ycxMFiycxMF ������ ,

��(������)!	 ���
(��� ���!���� MF1  � MF2  � �������� ������, (����<�

aycxycx 2)()( 2222 ������ .

C��(�� (��� �������� (� ������9��� �	���(�. ��� ����� ��������� (���	

(�(���� � ����� !���	�� � ��(����� �'	(�� !���	�	 �������� (� ���(����

2222222 )()(44)( ycxycxaaycx ��������� ,

����� ����7��� (����<�

x
a
caycx ���� 22)( .
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/�(���9	 �'	(�� !���	�	 (� ���(���� ��	��

222 )()( x
a
caycx ���� .

C��(�	

2222
2

22

cayx
a

ca
���

�
,

�� ����!���� ������ 	 > c, ��� 22 ca �  – (�(���< !	���. /����!	� 
��� !���� b2,

��'�� 222 cab �� . A�(� �������� ��'��� �	���(�

222
2

2

byx
a
b

�� .

I��(��	�9	 �'	(�� !���	�	 �������� �� b2 ���	�<�

12

2

2

2

��
b
y

a
x

 .

+� �������� ���	��<���� ������!�	 �������� ������.
R�7� 	=b, ��'�� �=0, �� �������� ������ ��'���< �	���(�

222 ayx �� ,
7� �	���!�< �������� ����.

��
���� 1. H�����	 ������!�� �������� ������, ��	
 �����(	�� !���� ��!�� �
(5;0), ��7� �������� ��(����� (�����)< 6.

?�;�’�;�!!�:
"������	 �������� ��(����� (�����)< 6, �� � = 3. C��	9�� �������� ������

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

C� ����) ��(�!� ��!�� � (5;0) �����	�� ������, ����

125
2 �

a
,

���(�	 	2 = 25. C��
(�� b2, b2 = 	2 – c2 = 25 – 9 = 16.
"���, 9����	 �������� ������ < ��������

1
1625

22

��
yx

.



320 �
��� 16. ���"� ��&_
_
 �
���!&

��
���� 2. ������	, 7� �������� 0360010036 22 ��� yx  < ��������
������, ���
�	 ����(	���	 ������� � �������� ��(�����.

?�;�’�;�!!�:
I��(��	�9	 �'	(�� !���	�	 ������� �� 3600, (����<�

1
36100

22

��
yx

,

�� < �������� ������.
C �������� b2 = 	2 – c2 �	��	��<, 7�  	2 – b2 =c2. "������	 	2 = 100, b2 = 36, �� c2 = 64,
���(�	 � = 8. *����	 ������ �����(����� � ��!��� F1(-8; 0) i F2(8; 0). *������� ��(�����

1621 �FF .
�����(	� ����� �� 
��� ��������.
1. D���� �� �����(	�� !���� ��!���� �	���	 ����(	���, ��� �� ����(	���	 ��!-

�	 �(0;0) �� ��(�������)�� ��������.
2. D���� �����	��< ����� � ���
 ����(	��� � (��� ��!���.
W�' �	���!	�	 ����(	���	 ��!�� �����	�� ������ � ����) ��, ���'� ����’����	

�������� 12

2

2

2

��
b
y

a
x

, �� &=0, �(���	� ax "� .

"���, ��!��	 �����	�� ������ � ����) �� '�(��� �(	;0) � �(-	;0).
@������!�� �����(	� ��!�	 �����	�� � ����) �&: �(0;b)  i D(0;-b).
A�!�	 �, �, �, D ���	��)�� ���@
!�
 ��%&��.
5�(����� �� ���	��<���� ���
��F �%��F ������, ��(����� BD – ���F �%��F.

*����	 ������ F1 i F2 ������ �� ���	��
 ���. ����	�� ���	��� ��� (�����)< 2	, ����
��� 2b. B	��� 	 i b ���	��)���� &%����
 ��%&��.

3. D���� �< (�� ���<�� ������(	������� ��� �	�����, � ����� ����� �	�����.
+� ����� �������	, ��� �� ����(�� � �������� ���(��� �����	 � (����
 �������.

+���� �	����� ������ ���	��<���� +�!��� ��%&��.
4. D���� ���� (�����	 ��������	 ��	��� ����.
I������� ���� ��(���� R=a � ������ � ��!���� ����(	���. &���
 P(X; Y)

(������� ��!�� ���� (�	�. 9).

I	�. 9.
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A�(� 12

2

2

2

��
a
Y

a
X

. A�!�� P(X;Y) �� ���� ������	� � ��(����(����� ��!�� �1(�; &)

����, 7�' �=� � Y
a
by � . A�!�� �1 (������� ���(��	 ����� ��!�	 �, ��	 ����

�'��	�� �� ���)<����, � ��(	���� ���9�<���� � ��(��9��� 
a
b . ����(	���	 ��!�	

�1 ��(�������)�� �������� ������

12

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

���
�
-
.

�
/
0

���
a
Y

a
X

b

Y
a
b

a
X

b
y

a
x

.

"���, �1 �����(	���� �� ������.
A��	 !	��, ����� ���� (�����	 � ���� ��������	 ��	������ (� ��� ��,

��	 ����, ��(	���	 ��!�� ���9�)���� � ��� ���� ��(��9���� a
b

. C��(�	 �	�-

�	��<, 7� ���� ������ �����	�� ��( ���!���� a
b

. B	 ��9� �� ��(��9����, �	

'���9 ��	����	 '�(� �����, �, ������	, !	 '���9� ��(��9���� a
b

, �	 ����� '�(�

'���9 ������	. R�7� ���!���� a
b

 ��
'���9�, ��'�� a
b

=1, �� ����� ��������<)����

� ����. ��� ��������	��	�	 ���	 ������ (������� ���	������	�� �� ��(��9����

a
b

, � ��(��9���� a
c

. 5�(��9���� ����������� ��(����� � (� ���	��� ������ 	 ���	-

��<����  ���+�!��
�
���� ��%&��. J��� �����!�)�� '����) �.

a
ce � .

"������	 ac 5�0 , �� ��������	�	��� ������ ��(�������< ���������� 10 5� e .

C��(�	 
a

ba
a
ce

22 �
��  �'� 

2

1 �
-
.

�
/
0��

a
be .

��
����. ���� (�� ������ 04002516 22 ��� yx  �� 0225259 22 ��� yx .
/�������	 �� ����.

?�;�’�;�!!�:
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/����	9�� �������� ������� � �	���(� 1
1625

22

��
yx  �  1

925

22

��
yx . ��� ���-

9��� ������ 4,5 11 �� ba , ��(����(�� .
5
3,31625 11 ���� ec  (�� (������ ����-

�� 3,5 22 �� ba , ��(����(�� 
5
4,4925 22 ���� ec . 5 (���� �	��(�� 12 ee 4 ,

��(����(�� (���	
 ����� ��	����	
 (� ���	��� ��� '���9� ��� ���9	
.

16.3. -%&��#���.

-%&��#���F ���	��<���� ���	�� ��!�� ���7	�	, (�� ������ � ��	� �(���
����	�� ��(�����
 (� (��� (��	� ��!�� ���7	�	 ����	
 � ��9	
 �� ��(����� �� �		
��!��	.

A��� ��!�	 ���	��)���� ������	 �����'��	, � ��( ����� �� �		 – ������-
��) ��(�����).

/����!	� �����	 �����'��	 '����	 F1, F2. &���
 �������� ��(�����
|F1 F2 | = 2�.

             ||F1 M| – |F2 M||=2a
                        I	�. 10.                                                I	�. 11.

R�7� � – (������� ��!�� �����'��	 (�	�. 10) , �� �� ����!���� �����'��	 �-
(��� ����	�� |F1 M| – |F2 M|  ����	
. /����!	�9	 
��� !���� 2�, (�������

||F1M| – |F2M||= 2a.
C����!	�, 7� �� ����!���� �����'��	 2	 < 2�, ��'�� 	 < �.
���� �������� < �������� �����'��	. 5	'���� �	���� ����(	��� ���, 7�'

���� �'��	� �����(	�� !���� �����	 �����'��	; ���� ��(	��� �����(�� !���� ����-
(	�� ��(����� F1 F2  ������(	������� (� ����� A�(� ������	 �����'��	 '�(��� ��!-
�	 F1(-c;0) � F2(c;0) (�	�.11).

&���
 � (x; &) – '�(�-��� ��!�� �����'��	, ��(�
22

1 )( ycxMF ���  � 22
2 )( ycxMF ��� .

/�(������)!	 ���!���� |F1 M| � |F2 M|   � �������� (�������

aycxycx 2)()( 2222 ������ .
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+� �������� < �������� �����'��	 � �	'����
 �	���� ����(	���. J��� ����
�����	 (� '���9 �������� �	���(�.

&���
 0�x , ��(� �������� ���� ���	���	 '�� ����� �(���:

aycxycx 2)()( 2222 ������ ,

�'�
2222 )(2)( ycxaycx ������ .

/�(����� �'	(�� !���	�	 �������� (� ���(����
2222222 )()(44)( ycxycxaaycx ��������� .

C��(�	

22
2

2
222

2
22

22

)(

acxx
a
cycxcx

ax
a
cycx

������

�
-
.

�
/
0 ����

C� ����!���� �����'��	 	<�, ��� �2 – 	2 – (�(���< !	���. /����!	� 
���
!���� b2, ��'�� �����(�� b2= �2 – 	2, ��(� �������� ��'	��< �	���(�

222
2

2

byx
a
b

�� .

I��(��	�9	 ��!����� �� b2, (������� ��������

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

R�7� � < 0, �� �������� ���	��)�� '�� ����� �(���

aycxycx 2)()( 2222 ������� ,

� ��� ���, �� ��	 � �  0, ���(	���� (� ������!���� �	(�..

I������� 12

2

2

2

��
b
y

a
x

 ���	��<���� ������!�	 �������� �����'��	.

��
���� 1. C��	���	 ������!�� �������� �����'��	, ��� �����(	�� !���� ��!��

�
-
.

�
/
0�

4
9;5M , ��7� �������� ��(����� �����'��	 (�����)< 10.
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?�;�’�;�!!�. "������	 |F1 F2 |=10, �� � = 5. C��	9�� ������!�� ��������
�����'��	

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

C� ����) ��!��  �����	�� �����'��	, ����:

1
16

8125
22 ��

ba
.

C (������ �������� (������� ������(��9���� (�� �	���!����  	2 � b2:
2222 25 aacb ���� .

I���’����9	 �	����:

'(

'
)
*

��

��

22

22

25

1
16

8125

ab
ba ;

���
(�� 	2 = 16, b2 = 9. >����	 �������� < �������� 1
916

22

��
yx .

��
���� 2 ������	, 7� ��������

5802920 22 �� yx .
< �������� �����'��	. C��
�	 ����(	���	 �������.

?�;�’�;�!!�. I��(��	�9	 �'	(�� !���	�	 �������� �� 580, (�������

1
2029

22

��
yx

.

+� < �������� �����'��	, (�� ���� 	2=29, b2=20. �� ������(��9���� b2+	2= �2

�����(	� �2 =29 + 20 = 7, � = 7. "���, �����	 �����'��	 �����(����� � ��!���
F1(-7;0), F2 (7;0).

�����(	� �����'��� �� 
��� ��������.
I�������� �����'���, ��(��� � (����
 ���������
 (��������
 �	����  ����(	-

��� ����   ������!�	 ��������

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

&���(�� ���� �����	����� �����'��	:
 1. 5�����
	  �� �	W ���$��� �
�
! � "���~ �&, 	 "��$ �� �������	W " �"
�

�
�!	�.
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W�' �	���!	�	 ����(	���	 ��!�� �����	�� �����'��	  � ����) �y, ���'�
����’����	 ������ �� ��������

12

2

2

2

��
b
y

a
x

, x = 0.

/�(������)!	 � = 0 � �������� �����'��	, (������� &2 = -b2, � �� ����!�<, 7�
�	���� �� �< ����’�����. "���, �����'��� �� �����	��< ���� ��(	���.

W�' �	���!	�	 ����(	���	 ��!�� �����	�� �����'��	 � ����) ��, ���'� ����’�-
���	 ������ �� ��������

12

2

2

2

��
b
y

a
x ,  y=0.

A�!�� �����	�� �����'��	 � ����) �� ���	��� ��	 ��(	���� & = 0 �, ��� ����,
���	��� �������	 �����'���. /�(����	�9	 & =0  � �������� �����'��	, (�������

� = ± 	.
"���, ��!��	 �����	�� �����'��	 � ����) �� '�(��� ��!�	 �(	; 0) � �(-	; 0);

���	 ���	��)���� ���9	��	 �����'��	.
5�(����� �� ���	��<���� (�
���) ����) �����'��	. ����	�� ��(����� ��, �!�-

�	(��, (�����)< 2	. B	��� 	 ���	��)�� �%<�!�F &%��%��F =%&��#��
, !	��� b – *��-
!�F &%��%��F.

2. 5�����
	 �	W �"� "�	W��
 ��������!&���� 
�� �������/.
5 �������� ����� � � & ���(��� �����	 � (����� �������. A��	 !	��, ��7�

����(	���	 ��!�	 N(�; &) ��(�������)�� ��������, �� �� � �������� ��(��������	-
��� � ����(	���	 ��!�� N1(-�; &) � N2(�;- &).

����� '�!	�	, 7� ��!�� N1 �	���	!�� ��!�� N ��(����� ��� ��(	���, ��!�� N2
�	���	!�� ��!�� N ��(����� ��� �'��	�. A��	 !	��, �����'��� �< (�� ��� �	-
�����, ���	 ���<�� ������(	�������.

3. 5�����
	 �	W *���� �������/.
R�7� ����(	���	 ��!�	 N(�; &) ��(�������)�� �������� �����'��	, �� �� ���

�������� ��(�������)�� � ����(	���	 ��!�	 K(-x;-y). A�!�� K, �!��	(��, �	���	!��
��!�� N ��(����� ��!���� ����(	���. A��	 !	��, �����'��� �< ����� �	�����.
+���� �	����� �����'��	 ���	��<���� +�!��� =%&��#��
.

4. 5�����
	  �������	W�$�� � ����
~ & = kx ��	 |k| < 
a
b

  & �"
� �
�!	�. R�7�

| k|
a
b

� , �� ������	� ��!�� � �����'��	 � ����� ���<.

W�' �	���!	�	 ����(	���	 ��!�� �����	�� �����'��	 � ����� & = kx, ���'�
����’����	 �	���� �������
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'
(

'
)

*

�

��

kxy
b

y

a

x
1

2

2

2

2

5	��)!�)!	 & (�������

12

22

2

2

��
b

xk
a
x

���(�	

� � 222222 baxakb �� .

/�	 b2 – k2	2 �  0, ��'�� ��	 |k|
a
b

� , �(�'��� ��������, � ��� 
 �	����

����’����� �� �)��. "���, ����, 7� �����(��� !���� ��!���� ����(	��� � ����-

�	 �������<���, �(��� ����� '���9� �'� (�����)< 
a
b

, �� �����	��)�� �����'�-

��. /���, �������� ��	� �)�� �	���( x
a
byx

a
by ��� , , ���	��)���� ��
&��-

��
 =%&��#��
.

/�	 b2 – k2	2 > 0, ��'�� ��	 | k| <
a
b

, �	����  �< (�� ����’���	:

222222
,

akb
kaby

akb
abx

�
"�

�
"� .

A��	 !	��, ����� ����, 7� �����(	�� !���� ��!���� ����(	��� � �����	

�������<���, �(��� ����� ��9	
 ��� 
a
b

,  �����	��< �����'���  � (��� ��!���.

/�	 k = 0 � �����  (����<� � = ± 	, & = 0, ��'�� ���� & = 0 �����	��< �����'��� �
�� ���9	���.

"������	 �����'��� �	���	!�� ��(����� ���
 ����(	���, �� (��	�� �	�!	�	 ��
���� � ���9�� ���(����� ����(	������ ���7	�	. C �����

0,,
222222

4
�

"�
�

"� k
akb

kaby
akb

abx .
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�<�, 7� �� ��������� k ��( 0 (� 
a
b

 (��	 ���� ���� & = kx �������<���� ����	

���� ������	 ��(	��	��) � �'��	�	, � ��(	���	 ��!�� �����	�� ����� � �����'���)
������)��. /��� & = kx �����	��< �����'��� � '���9 ��((����	� ��( ��!���� ����(	-
��� ��!���. "���, �����'��� �< �	���(, ��'�����	
 �� �	�. 11. 5��� ����(�<���� �
(��� �� ��’����	� �� ��'�) !���	�, ��� ���	��)���� �� �%���
.

I	�. 11.
R� ��� '�!	�	 (�	�. 11), ����� ����� �����'��	 ����7��� �	7� ��( ��	����	

& = – 
a
b

 � �	�!� ��( ��	����	 & = 
a
b

. A�� ��(��9���� 
a
b

 ������
 �����'��	�	

�	���!�)�� �� ����. B	 ��9� �� ��(��9����, �	 �	����9� �����'��� ��	�����
(� ��� ��.

R� � � �	��(�� ������, (�� ��������	��	�	 ���	 �����'��	 (������� ���	�����-

�	�� �� ��(��9���� 
a
b , � ��(��9���� 

a
c .

5�(��9���� ����������� ��(����� � (� (�
���� ������ 	 ���	��<���� ���+�!��
�
-
���� =%&��#��
. D�������	�	��� �����!�<���� '����) e. "���,

a
ce � .

"������	 (�� �����'��	 � > 	, �� ��������	�	��� �����'��	 ��(�������< ����������
� > 1.

5	���	� ��������	�	��� �����'��	 !���� ��(��9���� a
b

 �� ������
:

� = a
c

=
a

ba 22 �
,
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��'��:
2

1 �
-
.

�
/
0��

a
be .

C��(�� � ������), ��9	 ���!���� ��(��9���� a
b

 ��(����(�)�� ��9�

���!���� ��������	�	����. A��	 !	��, !	 ��9	
 ��������	�	��� �����'��	,
�	 �	����9� ��	����� ���� (� ��� �'��	�.

%����'��� ���	��<���� �%�!������!!>�F (�'� �����'�!��)), ��7� (���	�	 ��
������
 ����� �� ��'�). "������	 (�� ��������������� �����'��	 	= b, �� �� ��������
�< �	���(:

222 ayx �� .
@�	�����	 ��������������� �����'��	 < ���� &= � � & = -�. "���, ��	����	

��������������� �����'��	 ���<�� ������(	�������.
D�������	�	��� ��������������� �����'��	:

2�e .

��
���� 3. ���� �����	 �����'��	 F1(-10; 0) �  F2(10; 0) �� �� ��	����� 4x + 3y = 0.
C��
�	 �������� �����'��	.

?�;�’�;�!!�

C��	���9	 �������� ��	����	 � �	���(� xy
3
4

�� , ���
(�� ��(��9���� ����-

��
 �����'��	 3
4

�
a
b

.
C ���	 ��(�!� �	��	��<, 7� � = 10. A�� 	2 + b2 = 100. C�(�!� ���(	���� (�

����’������ �������

'(

'
)
*

��

�

100
3
4

22 ba
a
b

.

/�(����	�9	 ab
3
4

�  � (���� �������� �	���	, (�������

100
9

16 2
2 ��

aa .

���(�	 	2 = 36.  A���� �����(	� b2 = 64.  "���, �����'��� �< �������� 1
6436

22

��
yx

.
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16.4. ����#���.

����#���F ���	��<���� ���	�� ��!�� ���7	�	, (�� ������ � ��	� ��(����� (�
(���� ��!�	 (�����)< ��(����� (� (���� �����, ��� �� �����(	�� !���� (��� ��!��.

A��� ��!�� ���	��<���� /��*�� ����'��	, � ���� – �
�����
��F (�����-
��)). 5�(����� ��( ������ (� (	�����	�	 ���	��<���� /����>!
 &������� ����-
'��	 � �����!�<���� !���� �.

5	'���� �	���� ����(	��� ���	 !	��, 7� ���� �� �����(��� !���� �����
F ������(	������� (� (	�����	�	. A�!�� �����	�� ��� �'��	� � (	�����	��) ��-
���!	� !���� D (�	�. 12), �� ��!���� ����(	��� � ������ ����(	�� ��(����� DF, ��
(�(���	
 ����� ��� �� – ����� ������ OF.

� ��
 �	���� ����(	��� ����� F �< ����(	���	 �
-
.

�
/
0 0;

2
p

, � �������� (	���-

��	�	 < ��������

0
2

��
px .

&���
 �(�; &) – '�(�-��� ��!�� 9������ ���	�	. "����	� � ��!�	 � ���-
���(	����� �� (	�����	��, � ����
 N – ������ ����� ������(	������. A�(�  |MN| <
��(����� ��( ��!�	 � (� (	�����	�	 �, ����,

|MF| =|MN|.

I	�. 12.
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"������	 ,
2

,
2

2
2 pxMNypxMF ����

-
.

�
/
0 ��   ��

22
2

2 pxypx ����
-
.

�
/
0 � .

+� �������� < �������� ����'��	 � �	'����
 �	���� ����(	���. J��� ����
������	�	. 5�����(�� ���� 7� �'	(�� !���	�	 ��������  ����(’<��, �� ��������

   

2
2

2

22
�
-
.

�
/
0 ����

-
.

�
/
0 �

pxypx   .

������	���� ������(���� �������) . 5 ���������� ����������� (������� ��������

&2 = 2��.
5��� ���	��<���� ��!�!%�!
 �%�!�!!� &���#��
.

&���(�� ���� �����	����� ����'��	:
1. G	�	�
	 �	W "��$ �������/.
C���� & ���(	�� � ��������  �����	 � (����� �������. A��, ��7� ����(	���	

��!�	 �1(�; &) ��(�������)�� �������� ����'��	, �� 
 ����(	���	 ��!�	 N2(�; -&)
��(��������	��� 
���. A�!�� N1  �	���	!�� ��!�� N2 ��(����� ��� ��. "���, ����
�� < �	����<) ����'��	. 5��� �	����� ����'��	 ���	��<���� �%��F &���#��
. A�!-
�� �����	�� ����'��	 � ����) ���	��<���� ���@
!�F &���#��
. 5��9	�� ����'��	
�����(	���� � ��!���� ����(	���.

I	�. 13.
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2. G	�	�
	 �
���%��	 & ��"�
%��� � � 0.
 H����(�, �������	 ������� � (�(���	
, �� �������� ����� ��(��������	 �����	

��!�	 � ����(’<�		 �'��	��	, ��'�� ��!�	 ������7	�	 � � 0.
3. G	�	�
	 W 
�’W��	���� _�	6�!�" 6&�!*�^

            pxypxy 2,2 ����  (�	�. 13).

W�' �����	�	�� � ����, (��	�� ����’����	 ��������  ��(����� ������ &.

��
���� 1.   H������	
 ������ &= -2 ��(�< �� (�������, �����	 ��������
����� < ����'��� &2 = 24x (�	�. 14). C��
�	 �������� �����, ���
 �����	�� ��('	�	

������.

I	�. 14.
?�;�’�;�!!�.
R�7� ��(�)!	
 ������ ���������	
 �������
 ���	!��
 ��� ����'���!����

(�������, �� ��('	�	
 ������ �����(	�� !���� 
��� �����. � ���� ���� ���� ����-
'���!���� (������� �'���<���� � ����) ��. /��� & = -2 ���������� ��� �'��	�, � ���
��('	�	
 ������ ���
(� !���� ����� ����'��	 &2 = 24�. "������	 2� = 24, ��'��

6
2

�
p , �� ������ ����'��	 < ��!�� F(6; 0).

W�' ���
�	 ��!�	 ��(���� ���������� ������, ���'� ����’����	 �	���� �������

(
)
*

��
�

2
242

y
xy

.
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I���’����9	   �)   �	����,   ���
(��   ��!��   ��(����   ������ �
-
.

�
/
0 �2;

6
1A .

5�('	�	
 ������ �����	�� ����
, ��� �����(	�� !���� ��!�	 �
-
.

�
/
0 �2;

6
1

 � (6; 0).

C��	9�� �������� ��<� �����

6
6
1

6
02

0

�

�
�

��
� xy

.

C��(c	 ���	�<� 12� – 35y – 72= 0.

R�7� ����� ����'��	 ����7��	
 ����9� ��� �& (�	�.15), ��'�� �< ����(	��-

�	 �
-
.

�
/
0� 0;

2
pF , �� �������� ����'��	 '�(�:

pxy 22 �� .
R�7� ����� ����'��	 ���	�� �� ��� �& (�	�.16), ��'�� �< ����(	���	

�
-
.

�
/
0

2
;0 pF , �� �������� ����'��	 '�(�:

pyx 22 � .
R�7� ����� ����'��	 ���	�� �� ��� �& (�	�.17), ��'�� �< ����(	���	

�
-
.

�
/
0 �

2
;0 pF , �� �������� ����'��	 '�(�:

pyx 22 �� .

               

        I	�. 15.                                 I	�. 16.                                        I	�. 17.
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16.5. ��=��>!� �%�!�!!� ��*=�=� &�����* ; ���� ;%!!

.

C������� �������� (������ ����(�� � (��� ����		 �< �	���(

022 ������ FEyDxCyBxyAx ,

0222 $�� CBA .
I������� �� ����9� ������!�� �������� ���	� ����)���� !������		 �	��(��-

	 (����� ��������.
1. /�	 �=1, B=0, C=1, D=0, E=0, F= –R2, �� �������� '�(� ��	 �	���(

x2+y2=R2.
�, ��(����(��, '�(� �������� ����.

2. /�	 �= 2

1
a

, B=0, C=
2

1
b

, D=0, E=0, F= - 1, �� �������� '�(� ��	 �	���(

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

�, ��(����(��, '�(� �������� ������.

3. /�	 �= 2

1
a

, B=0, C= - 2

1
b

, D=0, E=0, F= - 1, �� �������� '�(� ��	 �	���(

12

2

2

2

��
b
y

a
x

.

�, ��(����(��, '�(� �������� �����'��	.

4. /�	 �=0, B=0, C= 1, D= -p, E=0, F= 0, �� �������� '�(� ��	 �	���(

pxy 22 � ,
�, ��(����(��, '�(� �������� ����'��	.
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16.6. �&���
.

1. H�����	 �������� ����: �) ��(���� R = 4 � ������ � ��!���� ����(	���;

') ��(���� R = 
3
4

�  � ������ � ��!���� ����(	���; �) ��(���� R = 5 �  ������ � ��!��

H( - 4; 2);  �) ��(���� R = 
5
7

 � ������ D �
-
.

�
/
0 ��

5
3;1 .

2. H�����	 �������� ����, ����� ����� �'���<���� � ��!���� ����(	���, ��7�
���� (��	��<���� (� ����� � = 3.

3. C��	���	 �������� ����, ����� ����� �����(	���� � ��!�� �(3; 7), ��7� ��(��,
7� ���� (��	��<���� (� ��� ��.

4. C��	���	 ��������  ����,  ����� ����� �����(	���� � ��!�� �����	�� ���	� 2
� + 3 � – 13 = 0, � + & – 5 = 0, ��7� ���� (��	��<���� (� ��� ��(	���.

5. C��	���	 �������� ����, ��� �����(	�� !���� ��!�� A(6; 2) � ������ � ��!��
�(2; - 1).

6. C��	���	 �������� ����, ����� ����� ���	�� �� ��� �'��	�, ��7� ���� (��	-
��<���� (� ���	� � = 8 � & = 3.

7. ���� ��!�	 �1(2; 3) � �2(10; 9). C��	���	 �������� ����, (������ ����� <
��(����� M1�2.

8. ���� (��	��<���� (� ��� ��(	��� � ��!���� ����(	��� � �����(	�� !���� ��!��
�1(- 4; 0). C��	���	 �������� ���� � ���
�	 ��!�	 �����	�� �� � '������	��	 ����(	-
����	� �����.

9. ������	, 7� �������� 7�2 + 16 & 2 – 112 = 0 < �������� ������. C��
�	 ����(	-
���	 ������� � �������� ��(�����.

10. C��	���	 ������!�� �������� ������,  ��7�: �) 
��� ������ (�����))�� 7 � 3; ')

��� ������ (�����))�� 3 � 4; �) 
��� ���	�� ������� (�����)< 5, � �������� ��(�����
(�����)< 6; �) 
��� ��� ������� (�����)< 4, � �������� ��(����� (�����)< 6.

11. ���� ����� 4 �2 + 25 & 2 – 100 = 0.  C��
�	  ��(	����  ��!�� ������, �'��	�� ��	�
(�����)< – 3.

12. "�(	���	 ��!�� ���� �2 + &2 = 36 ���9��� � ��	 ���	 �� �'���)���) ���	!	-
��). H�����	 �������� ����� ��	���.

13. ���� ����� 25 �2 + 49 & 2 = 1225. C��
�	 (���	�	 ���
, ����(	���	 ������� �
��������	�	���.

14. C��	���	 ������!�� �������� ������, ��7� 
��� ���	�� ������� 	 = 5, � ������-

��	�	��� � = 5
3

.

15. C��	���	 ������!�� �������� ������, � ����� ��(����� ��( ������ (� ������
���	��� ��� (�����))�� 1 � 9.
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16. C��� ����<���� �� �����	!��
 ��'���, � �(��� � ������� ���� �����(	����
H����. "'!	��	�	 ��������	�	��� ����� ��'��	, ��7� ��
'�	�!� (� H���� ��!��
����� ��'��	 (���	����
) �����(	���� �� ��(�����  147 ��. � ��( H����, � ��
'���9
��((����� ��( H���� ��!�� ��'��	 (�����
) �����(	���� �� ��(����� 152 ��. � ��(
�����.

17. C��	���	 �������� (��	!��� (� ������ � ��!�� (3; - 3), ��7� 
��� ��������
36�2+ 12 & 2 – 432 = 0.

18. C��	���	 ������!�� �������� �����'��	, ��7� �������� ��(-����� (�����)<
30 � �����'��� �����(	�� !���� ��!�� (- 9; 0).

19. ������	, 7� �������� �2 – 25 & 2 – 275 = 0 <  �������� �����'��	. C��
�	
����(	���	 �������.

20. ���   �����'��	  9 �2 – 16 & 2 – 144 = 0 ���
�	: �) ������; ') ����(	���	 �������;
�) ����(	���	 ���9	�; �) �������� ��	����.

21. C��	���	 ������!�� �������� �����'��	, ��7� ��(����� ��( �(��<� � �� ���9	�
(� ������� (�����)< 9 � 1.

22. ���� �����'��� 1
3625

22

��
yx

. C��	���	 �������� ���������	� ���	�, 7�

�'���)�� !���	�� ���7	�	, ��� �� ���	�� ��(��� �����'��	.
23. C��
�	 ��	����	 �����'��	 �2 –  &2 = 9. /�'�(����	 �����'��� � �'!	��	�	 ��

��������	�	���.
24. ���� �������� �����'��	 9 �2 – 16&2 = 144. C��
�	 ����(	���	 �� ������� �

���9	�, ��������	�	��� � �������� ��	����. C��'	�	 �	�����.
25. H�����	 ������!�� �������� �����'��	, (�
��� ������� ���� (�����)< 5, � ���-

�����	�	��� 1,4.
26. C��	���	 ������!�� �������� �����'��	, ��7� �� ��	����	 �)�� ��������

& = ± 2�, 	 ������� ��(����� (�����)< 10.
27. C��
�	 �������� (��	!�	� (� �����'��	 �2 –  &2=1, �����	
 �������<�� ��	�

(�����)< 2.
28. D�������	�	��� ���<������ ���� ���9�� ��(������� ����!��� �����	, ����-

7���� � '�� #����� 2 ��!�� 1959 p., (�����)< 1,05. 5	���!	�	 �	( ���<������ �����	.
29. C��	���	 �������� ����'��	, ��7� ����(	���	 ������ (4; 0), � ��������

(	�����	�	 � + 4 = 0.
30. H�����	 ������!�� ��������  ����'��	, ��� �����(	�� !���� ��!�� (5; 3).
31. ���� ����'��� &2 = 5 �. C��
�	   ��!�	  ����'��	,   ��(����� ��( ��	� (� ������

(�����)< 4.
32. H�����	 ������!�� �������� ����'��	, � ���� ����� �����(	���� � ��!�� ��-

���	�� ����� 2� – 5& – 8 = 0 � ����) �'��	�. /�'�(����	 �) ����'���.
33. C����	 �������� ����'��	 3& = �2 + 4� – 11 (� ������!���� �	(�.



336 �
��� 16. ���"� ��&_
_
 �
���!&

34. C��	���	 �������� ����'��	 � ���9	��) � ��!���� ����(	���, ��7�: �) ����-
'��� ����7��� � ������
 ������7	�� �	���	!�� ��(����� ��� ��(	��� � �������	

������� (�����)< 4; ') ����'��� ����7��� � �	���
 ������7	�� �	���	!�� ���
��(	��� � �������	
 ������� (�����)< 6; �) ����'��� ����7��� � �����
 ������-
7	�� �	���	!�� ��(����� ��� �'��	�, � �� �������	
 ������� (�����)< 3; �) ����-
'��� ����7��� � ����
 ������7	�� �	���	!�� ��(����� ��� �'��	�, � �� �������	

������� (�����)< 5.

35. C��	���	 �������� ����'��	, ��� �����(	�� !���� ��!���� ����(	��� � �	-
���	!�� ��(����� ��� ��(	���, ��7� ����(	���	 ������, F(0;  –3).

36. *����  ����'��	  �< ����(	���	  F(–6; 0), � ��������  (	�����	�	
� – 6 = 0. H�����	 �������� ����'��	

37. C��
�	 �������� ����'��	, ��7� �� ���9	�� �����(	���� � ��!�� �(– 4; 5),  �
����� – � ��!�� � (– 2; 5). C��	���	 �������� �� ���
 � (	�����	�	.

38. ���� ����� ����'��	 (– 3; – 4) �  �������� �� (	�����	�	 � + 1 = 0. C��	���	
�������� ����'��	 � ���
�	  ��!�	 �����	�� ����'��	 � ���	 ����(	���.

39. /���'��� �����(	�� !���� ��!�	 �(0; 6) � �(4; 0) �	���	!�� ��(����� ���
�'��	�. C��	���	 �������� ����'��	 � ��'�(����	 ��.

40. H�����	 �������� ����'��	 � ���	���	 �������� �� (	�����	�	, ��7� ����'�-
�� �����(	�� !���� ��!�	 �����	�� ����� & = � �� ���� �2 + &2 – 10& = 0 � �	���	!��
��(����� ��� ��(	���. /�'�(����	 ����, ���� � ����'���.
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1. /�������	 ��(��� !	��� � (��
����� �	���	 !	������ �
�) ��������; ') 9����(�������; �) (�������� �	���	 !	������

1. 10011101110,0110001 4. 110010111010,11011011
2. 11011100100,1011101 5. 111000100111,00100101
3. 10110011101,1110111 6. 100011110011,10001001

2. /�������	 ��(��� !	��� � ��������� �	���	 !	������ �
�) (��
����; ') (�������� �	���	 !	������

1. 236,71 4. 671,23
2. 463,45 5. 746,03
3. 520,14 6. 354,12

3.  /�������	 ��(��� !	��� � 9����(�������� 	���	 !	������ �
�) (��
����; ') (�������� �	���	 !	������

1. 2@,3D 4. H5,45
2. 54,17 5. 24,6
3. 79,@2 6. 61,@H

4. /�������	 ��(��� !	��� � (��������� �	���	 !	������ � (��
����

1. 347,421 4. 297,453
2. 259,371 5.703,261
3. 456,334 6. 523,671

5. /�������	 !	��� � ���(���� 4 � (��������� � �������� �'� 9����(�������
�	���	 !	������.

�C���C	

���: �
���
 �
���!!�
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1. C��	���	 ����!���� �'���)���� ���	'�	 ��'�	������ !	���. R�� !	���
���� ����	 �� ����	�) �'���)���� ���	'�	?

2. C��
�	 �'���)��� �� ��(����� ���	'�	 !	���, ��7� ��� 
��� �	��	 �����, �

� =  0,28.

3. 5	���!	�	 ����� � ������� �	��	:

3,47 ± 0,01 3,471 ± 0,005 15,64 ± 0,2.

4. 5	�����	 (��, ���	���)!	�� ����	��	 (�
 ��( ��'�	���		 !	���	:
0,347 : 2,4.

���: "�#�
$�!% �#�
���!!�

1. &������ (������ ���	���� ��'�	���	� !	���. C��	9��� ����!����
�'���)���� �� ��(������ ���	'�� ��'�	������ !	���.

2. 5������, ������	 ����	� �	�� �)�� !	���.

�) 5,74 ± 0,01 ') 3,483 ± 0,003 �) 0,843 ± 0,025.

3. "�������� !	��� (� (����	� �� ���
(��� �'���)��� �� ��(����� ���	'�	
������������ � = 3,4857.

4. 5	�����	 (��, ���	���)!	�� ����	��	 (�
 ��( ��'�	���		 !	���	:
3,48+0,3451+25,6.

���: "�#�
$�!% �#�
���!!�

1. C��	���	 ��'�	���� !	��� !���� ����� �	��	:

�) 15,831 ± 0,1 ') 5,637 ± 0,003 �) 0,546 ± 0,07.

2. D������	!�� ���� ����(�<���� � ����� �����(���� �’<(���	� �����(�	���
� �����	

R1 = 5,74±0,01 R2 = 3,483±0,003 R3 = 6,843±0,025.

"'!	����� �������	
 ���� ���� �� ������) R = R1 + R2 + R3. C��
�	
����	�) �'���)���� �� ��(������ ���	'�� ����������.

3. C��
�	 �'���)��� ���	'�� ��'�	����� �������� 11/40 ��0,27.

4. R�� �	��)����� �����(��� '���9 ��!��: 0,3281 !	 184,4?
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1. ���	 ����!���� �'���)���� �� ��(������ ���	'�	 !	���.

2. R� �	���!	�	 ����� �	��	 ��'�	������ !	���?

3. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ����������, ���	���)!	��:

�) ����	��	 (�
 ��( ��'�	���		 !	���	;

') ������	 (�� �����	 ����	�� ���	'��.

����: 	 = 4,53; b = 0,391     
aa

ana

b		b

bab	

n

hhh

n

n

66

66

666

�

�

��

���

1

C��
�	:  	–b;  	:b; 3 a ;  b5.

���:  "�#�
$�!% �#�
���!!�

1. H�����)
�� ����	�� ���������� !	���.

2. R�� � �	��)���� '���9 ��!��

5,641±0,001  !	  2�103±1?

3. "'!	��	�	 ��'�	���� ���!���� ����������, ���	���)!	�� ������	
(�� �����	 ����	�� ���	'�� ����������� (�
. I�������� ���	���	 !���� �����
�	��	.

����: 	 = 3,01; b = 2,6   
aa

aa

b		b

bab	 hhh

66

66

666

33

2
1

�

�

��

���

C��
�	: 	+b;  	�b; b ;   	3.
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��!�:      z1 =  – 2 – 3j; z2 = 2+3j; z3 = 4 +2j

�!�<�
      �%�&��%�%

  1. z2 – z1 – z3

  2. z2 � z1

  3.   
3

2
z
z

4.  2
3z

5. 2j63 – 4j36 + 3j22 – j13

1. – 4 + 2j
2. 8j

3. ��9� ��(����(�
4. 4 + 2j

5. 8 + 8j

1. – 13 – 12j
2. ��9� ��(����(�

3. – 13
4.  5 – 12 j

5. – 4 – 9 j

1. 0,1 + 0,8j
2. 0,5 – 1,5j

3. 0,7 + 0,8j
4. ��9� ��(����(� 5. j

3
11

6
1

�

1. ��9� ��(����(�
2. 12 – 8j

3. 20 – 16j
4. 20

5. 12 – 16j

1. 4 + 2j
2. 1 – j

3. – 1 + j
4. 9 – 5j

5. ��9� ��(����(�

���:  	�&����!% �
���

��!�:    z1 = 7 – 3j;  z2 = 1+3j;  z3 = – 2 – 4j.

�!�<�
      �%�&��%�%

  1. z2 – z1 – z3
1. 6 – 4j
2. ��9� ��(����(�

3. – 4 + 10j
4. –8 + 2j

  2. z2 � z3
1. – 14 – 10j
2. – 2 – 4j

1. – 0,2 – 2,4j
2. 7–j

3. j
5
22

5
1

�

4. j
3
22

9
2

�

5. ��9� ��(����(�

4.  2
2z 1. ��9� ��(����(�

2. – 8 + 6j
3. 10 + 6j
4. –8

5. 2j63 – 4j36 + 3j22 – j13

5. 10 + 4j

3. 10
4. ��9� ��(����(�

5. 10 – 10j

  3.   
2

1
z
z

5. –8 – 6j

1. – 7 – 3j
2. – 2j

3. – 5 – j
4. ��9� ��(����(�

5. 4–2j
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���:  	�&����!% �
���

  2. 5	�����	 (��:

�
-
.

�
/
0 ��

-
.

�
/
0 �

2
sin

2
cos

2
1:

4
3sin

4
3cos

4
1 ++++ ii

1. 42/1
+i

�

2. 62/1
+i

�

1. 3
2

34
+i

�           2. 332
+i

�           3. 233
+i

�
4. ��9� ��(����(�

1. ��9� ��(����(�

2. �224113 �

  3. 5	�����	 (��: 62 32)1(
+i

ei
�

�� .

  1. H�����	�	
   �100 + �98 + �63

 4. 5	�����	 (��:

)243)(4sin4(cos11 ii �� ++

5. C��	���	 � ����'���!��


����: 33
+i

�
�

6. C��	���	 � ����'���!��


����: 3
5

2
+i

e
�

�

1. – �
2. ��9� ��(����(�

3. 2� + 3
4. 2�

3. ��9� ��(����(�

4. 68/1
+i

�

3. – �224113 �

4. – �222113 �

1. 3�� ��
2. ��9� ��(����(�

3. ��3

4. 33 ���

1. 2232 ��

2. �22 ��

3. ��9� ��(����(�
4. �222 ��

�!�<�
      �%�&��%�%

���:  	�&����!% �
���

1. /��(����	�	 � ������	����
 ���� iziz ���� 3;22
2. 5	�����	 (�� � ���	���	 ��������� � ������	����
 ����:

a) ;)
6

sin
6

(cos7 3++ i�

b) ;
)30sin30(cos3
)75sin75(cos24

S�S
S�S

i
i

c) .

2 3

56

+i
e

ii �
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���

1. 0453/2 i�

2. 0606,0 i�

1. 48
+i

�           2. 338
+i

�           3. 423
+i

�
�

4. ��9� ��(����(�
1. ��9� ��(����(�

2. 
0135125 i�     3. 033532 i�      4.

015035 i�

  3. 5	�����	 (��: 624:)31(
+i

ei�

  1. H�����	�	
   �37 + �123 – �85 + �202.

 4. 5	�����	 (��:

)23(:)sin(cos25 4
7

4
7 ii �� ++

5. C��	���	 � ����'���!��


����: 3
5

3
+i

�
�

6. C��	���	 � ����'���!��


����: 32
+i

e
�

�

3. ��9� ��(����(�

4. 0906,0 i�

1. ��3
2. ��9� ��(����(�

3. 13
25

13
5 ��

4. 33 ���

1.   31 ��

2. �22 ��

3. ��9� ��(����(�
4. �22 �

�!�<�
      �%�&��%�%

1. – 2 – �2
2. ��9� ��(����(�

3. 2 + i2
4. 2 – �

2. 5	�����	 (��:
2(cos1500+isin1500) :
3(cos1050+isin1050)

���:  	�&����!% �
���

1. /��(����	�	 � ������	����
 ���� iziz ����� 1,33
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1. I���’����� ��������: 
5
15� =3�. 

2. 5 �7	�� 6 ����, ����( ��	� 3 '���. 5	'���	 2 ����. R�� 


���������, 7� �'� ���� '���? 

3. C 12 '������ '����� ���!���� �(	�, � ���� (���	
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���������, 7� ���� ���9��� ������� '����� ����	
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1. I���’����� ��������: 
3
7� =42�. 

2. C��
�	 
��������� ����, 7� ������� ����� (���	����� !	��� 

'�(� �����	 �) �'� 3, �'� 5; ') �  3,  �  5 �(��!����. 

3. 5 �7	�� 10 (�����
, � ��	� 3 '��������. R�� 
���������, 7� 

����( 4 ����	� (�����
 2 '��������. 
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2
8

5
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2. R�� 
��������� ���(��	 9���	���!�	
 ��������	
 ����, 
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1. 5 ����� 25 ���(�����, ����( ��	� 5 - ��(���	�	, 12 - �!����� 
�	9� �� 5 �� 4, 6 - �!����� ��(�������, � 2 �!�� - �� ���	��)��. 
R�� 
���������, 7� �	��	���	
 �� ��	��� �!��� �'� ��(���	�, 
�'� �� ���	��)!	
. 

2. %������ ������ �	(�)�� (��!�. C��
�	 �(���), ��7� ��(�� � 
������< � ���, 7� �	���� 1 �!��, � ��(�� � - � ���, 7� �	���� 
����� ��������� �!��. 

3. C��
�	 �(�) � D(�), ��7� ����� �����(��� (	�������� 
�	��(����� ���	!	�	 � �< �	���(. 
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1. 5 ����� 15 ������� � 10 (��!��. A��'� �	'���	 5 !�����	�.  R�� 

���������, 7� '�(��� �	'���� �) �	9� ������; ') �	9� (��!���; 
�) 3 (��!�� � 2 ������; �) �� '���9� �(���� (��!	�	? 

2. 5 �(��
 ���� 4 '��	� �� 8 !���	� ����, � � (����
 - 3 '��	� �� 9 
!���	� ����. C ������ ���	 �	
���	 �� �(��
 ����. R�� 

���������, 7� �'� ���� '���? 

3. C��
�	 �(�) � D(�), ��7� ����� �����(��� (	�������� 
�	��(����� ���	!	�	 � �< �	���(. 
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1. "'!	��	�	 �	���!�	�	  (��	� ���	�� ����		 �����'�	: 
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1./���	����		 ���9	��	 ������������ < �(-4;2) � �(2;-3), �(0;1) � D. C��
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   ����(	���	 ��!�	 D. 
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0OA OB OC� � �
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1.5	���	�����)!	 ������� ���������� (�'���� ��������, �'!	����� ���7� ��	����	�� � 
���9	��	 ( 2; 4;0), ( 2; 1;4), ( 2;3;1)A B C� � � � � . 
2. ������	, 7� !��	�	����	� � ���9	��	 (1;4;3), (2;3;5), (2;5;1), (3;43)A B C D -  
    �����������. 
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1.5	���	�����)!	 ������� ��9����� (�'���� ��������, �'!	����� �'’< 
   ������������(� � �������	 ��, ��, ��,  ��7�  

(0;0;0; ), (3; 1;2), ( 1;1; 3), (2; 1;1)O A C D� � � �  
2.���� ������	 3 2 5 , 2 3 4a i j k b i j k� � � � � � �

� � �� � � ��
. "'!	��	�	 ����(	���	 �������� 
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 4 
1.���� (2; 3;4), (1;2; 1), (3; 2;1), ( 1;2;0).A B C D� � � �  C��
�	 

) 2 ; ) ;

) ; )[ , ]

a AB DC b AC BC

c AB BD d AD CD

� �

�

� � ��
� � � �  

2.5�(����� ��, �����	 ����� < ��!�	 ( 6;1;12), (9;4; 9)A B� �  ��(����� �� ��	 ����� 
!���	�	. C��
�	 ����(	���	 ��!�� ��(���. 
 
���: ���� �%!%� !� &��@
!% 1 
1.H�����	 �������� �����, ��� 
   �) �����(	�� !���� ��!�� (4; 3)M �  ������(	������� (� ����� 5 2 10 0;x y� � �  
   ') �����(	�� !���� ��!�� (4; 3)M �  ������������ (� ����� 5 2 10 0;x y� � �  
   �) �����(	�� !���� ��!�� (4; 3)M �  � �����)< � ����) "O ��� 300. 
2.C��
�	 ��(����� ��( ��!�	 ( 2;4)V �  (�  �����  4 3 5 0.x y� � �  
 
���: ���� �%!%� !� &��@
!% 2 
1.A�	����	� ��(��� ���9	��	 ( 7;3), (2; 1), ( 1; 5).A B C� � � � C��
�	 
   �) �������� ����� ��, ��� ���������� ������� ��; 
   ') �������� �(���	 AD; 
   �) �������� �	���	 ��; 
   �) ��� 5; 
   () �������� '������	�	 CN. 
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���: ���� �%!%� !� &��@
!% 3
1. H�����	 ��	����	�� ��(��� ��������	 

11 2 21 0, 8 3 7 0, 3 5 21 0x y x y x y� � � � � � � � � . 
   C��
�	 ����(	���	  ���9	� ��   �������� ����(���� ����� ��	����	��. 
2. /������	�	, !	 ���� 3 4 12 0, 4 3 6 0x y x y� � � � � �  ������(	������� 
    
 
 
���: ���� �%!%� !� &��@
!% 4
1./�	 ���� ���!���� ��������  k ���� 5 4, 2y x y kx� � � �  '�(��� 
   �) ������(	�������; 
   ') ����������; 
   �) �����)���	 �� ��'�) ��� 300. 
2. �� �����, 7� �����(	�� !���� ��!�	 ( 4;2), (8; 4)A B�  �����(��� 
������(	����� 
    !���� ��!��, ��� (��	�� ��(�����  (��( � (� �) � ��(��9���� 3:4. H�����	 
�������� 
    ������(	������. 
 
���: 	�
�% ��*=�=� &�����* 1
1. H�����	 �������� ����, ��� �����(	�� !���� ��!�� (8;5) � �< ����� 
      �) � ��!���� ����(	���; 
      ') � ��!�� (-3;2). 
2.H�����	 �������� �����'��	 � ������	 �� ��� "O, ��7� �� (�
��� ���� 
����� 20,  
    � ����� – 8. R�	 '�(� ��������	�	��� �����'��	 ? 
3. ���� �������� ����'��	 2 8 4 28 0x x y� � � � . C��
�	 ����(	���	 �� 
���9	�	. 
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