








Розділ 1. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

1.1. Рівняння першого^орядку, розв'язані стосовно похідної 

1.1.1. Основні поняття 
Диференціальне рівняння першого порядку має вигляд 

F(t,x,x') = 0, 

де F - задана неперервно диференційовна функція. Окремим його ви-
падком є рівняння вигляду 

5 = (1-1) 

яке називається диференціальним рівнянням першого порядку, розв'я-
заним стосовно похідної. 

Надалі переважно вважатимемо функцію f(t,x) визначеною і непе-
рервною в деякій області Й С І 2 . Уточнимо поняття розв'язку. 

Розв'язком диференціального рівняння (1.1) на інтервалі (а,Ь) нази-
вається функція х — ip(t), визначена та неперервно диференційовна на 
(а, Ь), підставляючи яку у рівняння, одержуємо тотожність на інтервалі 
(а,Ь), тобто ^ = f(t,<p(t)),t Є (а,6). Очевидно, точка {t,ip(t)) повинна 
належати області визначення функції / для усіх t Є (а,Ь). 

Не завжди вдається записати розв'язок диференціального рівняння у 
явному вигляді. Ми використовуватимемо також розв'язки у неявному 
та параметричному вигляді. 

Розв'язком у неявному вигляді диференціального рівняння (1.1) на-
зивається співвідношення Ф(t, х) = 0, яке визначає х = <p(t) як неявну 
функцію t і ця функція (х = <p(t)) є розв'язком рівняння у зазначеному 
вище розумінні^ 

Наприклад, рівняння ^ = -д+^аї+^-і) м а є т а к и й розв'язок у не-
явному вигляді: Xі + t2 — 1 = 0 . Справді, нехай х — x(t) - неявно 
задана цим співвідношенням функція (х — (t2 — 1)з або х = — (і2 — І)5) , 
тоді x2(t) + t2 — 1 = 0. Диференціюючи цю тотожність, одержуємо 
2x(t)x'(t)+2t — 0, звідки х' — Підставляємо знайдений вираз похід-
ної у задане рівняння - ± = І + Д ^ Г , 1 ^ тобто t + х ^ ^ ф ^ = 0. 
Враховуючи, що х2 +t2 — 1 = 0, матимемо очевидну тотожність 













































































































3.3.2. Структура загального розв'язку лінійного рівняння 

Теорема 5. Загальний розв'язок JIOP з неперервними коефіцієнтами п 
має вигляд x(t) = CkXk(t), 

де Xi(t),..., xn(t) - її фундаментальна система розв'язків, с ь . . . , с„ -
довільні сталі. 

Теорема 6. Загальний розв'язок ЛНР з неперервними коефіцієнтами 
дорівнює сумі її частинного розв'язку x(t) і загального розв'язку відпо-

п 
відного JIOP, тобто має вигляд x(t) = x(t) + ^ CkXk{t), 

fc=1 
де x i ( t ) , . . . , xn(t) - фундаментальна система розв'язків JIOP, сь ..., с,, 
- довільні сталі. 

3.3.3. Метод варіації сталих 

Нехай Жі(і),... ,xn(t) - фундаментальна система розв'язків JIOP. За 
методом варіації сталих розв'язок JIHP шукатимемо у вигляді 

п 
x(t) = (3.25) 

fc=i 

де Сі (t),..., cn (t) - невідомі функції. 
Враховуючи лему та результати підрозділу 3.2.5, матимемо лінійну 

алгебричну систему рівнянь 

п 
]T4( t )x f c ( t ) = o 
fc=i 

fc=l 
n 

k=i 

для визначення с[ ( t ) , . . . , c'n(t) при кожному значенні t Є (а, Ь). Визнач-
ником системи (3.26) є визначник Вронського для лінійно незалежних 
розв'язків ЛОР з неперервними коефіцієнтами, який відмінний від нуля 

(3.26) 

59 



на інтервалі (а,Ь). Отже, система (3.26) однозначно визначає c.[{t) — 
и>і(ї), а тому й c.i(t), і — Т~п. 

Зауважимо, що систему (3.26) можемо також одразу одержати з 
системи (3.19) для випадку лінійних систем диференціальних рівнянь, 
я к г Д О зводити JIHP до відповідної ЛНС і шукати її розв'язок за допо-
могою методу варіації сталих. 

3.4. Лінійні системи та рівняння зі сталими коефіцієнтами 

3.4.1. Побудова фундаментальної системи розв'язків JIOP 
методом Бйлера 

рівняння х' = ах, де а - деяке число, має загальний розв'язок 
x(t) — Ceat. Тому природно шукати розв'язки ЛОР 

ж(п) + ахх^ - 1 ' + • • • + ап^іх' + апх = 0 (3.27)' 

зі сталими коефіцієнтами аг у вигляді 

X = eAt, (3.28) 

де А - невідоме число. Підставляючи функцію (3.28) у рівняння, після 
ділення на відмінний від нуля множник eXt матимемо 

А™ + а іА" - 1 + • • • + ап_іЛ + а„ = 0. (3.29) 

Одержане лінійне алгебричне рівняння степеня п має коренями ті чис-
ла Aj, j = 1,п, при яких функції Xj(t) = ех>* є розв'язками рівняння 
(3.27). Тому рівняння (3.29) називається характеристичним рівнлннлм 
для рівняння (3.27). 

Якщо всі корені характеристичного рівняння різні, то маємо п ліній-
но незалежних розв'язків рівняння х = е А і і , . . . ,ж = eA,,t - фундамен-
тальну систему розв'язків рівняння (3.27). 

Зокрема, якщо Xj — а + (Зі - комплексне число, то при дійсних кое-
фіцієнтах рівняння є коренем число Aj+i = а — /Зі. Оскільки = 
ео,tePti = e««(COs (Зі + ism fit), = eate~Pu = eat(cos (3t -
г sin (Зі), функції eat cos (3t та eatsin (3t лінійно незалежні, то замі-
нимо дві комплекснозначні функції у фундаментальній 
системі розв'язків рівняння на функції eat cos (3t, eat sin (Зі. 
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