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ǲȵȶȷȳ
ʙ˅˃ː˕ˑ˅ˑˏˈ˘˃ːі˚ːі я˅ˋ˜˃

ǺȦȤȱȶȲȦȤ ȰȩȹȤȱіȮȤ є ȫȤȧȤȯьȱȲю ȶȩȲȴією. ЯȮ ȷяȦȯяєȶьȵя, її ȰȲȪȱȤ ȫȤȵȶȲȵȷ-ȦȤȶȬ ȨȲ ȦȵьȲȧȲ ȱȤ ȵȦіȶі — ȦіȨ ȤȶȲȰіȦ ȶȤ ȰȲȯȩȮȷȯ ȨȲ ȫіȴȲȮ і ґȤȯȤȮȶȬȮ. ǿȴȲ-ȶȩ ȫ ȳȴȬȴȲȨȱȬȹ ȳȴȬȻȬȱ ȱȤȭȥіȯьȼȬȭ іȱȶȩȴȩȵ ȦȬȮȯȬȮȤюȶь ȶі яȦȬȽȤ, ȽȲ єȱȤȭȦȬȫȱȤȻȱіȼȬȰȬ Ȩȯя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ і ȵȦȲȧȲ ȻȤȵȷ ȳȴȬȫȦȩȯȬ ȨȲ її ȦіȨ-ȮȴȬȶȶя. ǷȤȰіȵȶь ȳȩȴȩȳȲȦіȨȤȶȬ іȵȶȲȴȬȻȱȬȭ ȴȲȫȦȬȶȲȮ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ,ȳȴȲ ȽȲ ȰȲȪȱȤ ȳȴȲȻȬȶȤȶȬ Ȧ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȮȱȬȪȮȤȹ˔, ȳȴȲіȯюȵȶȴȷєȰȲ ȮȦȤȱȶȲȦіяȦȬȽȤ ȷ ȶȴьȲȹ їȹȱіȹ ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȬȹ ȳȴȲяȦȤȹ — ˇˋ˔ˍ˓ˈ˕ːˑ˔˕і, ˇˋ˗˓˃ˍ˙ії ȶȤ
ˍˑˆˈ˓ˈː˕ːˑ˔˕і. ǱȷȨȩ ȳȲȦȻȤȯьȱȲ ȳȲȴіȦȱяȶȬ ȲȴȬґіȱȤȯьȱі ȨȲȵȯіȨȬ, ȽȲ ȳȴȬ-ȫȦȩȯȬ ȨȲ ȱȲȦȬȹ ȦіȨȮȴȬȶȶіȦ, ȫ їȹ ȦіȨȶȦȲȴȩȱȱяȰ ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȵȷȻȤȵȱȬȹ ȶȩ-ȹȱȲȯȲґіȭ.Ƿ яȦȬȽȤ ˇˋ˔ˍ˓ˈ˕ːˑ˔˕і ȳȲȵȶȤȯȤ ȵȤȰȤ ȱȤȫȦȤ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ. ǿȩȦ-ȱі ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі ȰȲȧȯȬ ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȧȲ, ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȲȧȲ ȱȤ-ȥȲȴȷ ȫȱȤȻȩȱь ȷ ȺіȯȮȲȦȬȶіȭ ȵȷȳȩȴȩȻȱȲȵȶі ȨȲ ȳȩȴȩȨȥȤȻȩȱь ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤ-ȱіȮȬ. ǿȩȴȼȩ ȳȴяȰȩ ȵȦіȨȻȩȱȱя ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȵȶі ȤȶȲȰȱȬȹ ȴіȦȱіȦ ȩȱȩȴґії ȥȷȯȲȲȶȴȬȰȤȱȲ ȄȴȤȱȮȲȰ і ǳȩȴȺȲȰ ȷ ˔˜˔˗ ȴȲȺі. ǲ їȹȱьȲȰȷ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі ȩȯȩȮȶȴȲ-

ʟˋ˔. ͳ. ȁȬȯȤ ȵȶȴȷȰȷ Ȼȩȴȩȫ ȶȴȷȥȮȷ ȫі ȴȶȷȶȱȲю ȳȤȴȲю Ȧ ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі ȦіȨ ȱȤȳȴȷȧȬ, ȫȤȨȤȱȬȰȬ ȄȴȤȱȮȤ і ǳȩȴȺȤ (˔˜˔˗).
˔ǴȬȦіȶьȵя, ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ǰȭȵȥȩȴґ і ȀȩȫȱіȮ [˘˙] Ȩȯя ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȫȱȤȭȲȰȵȶȦȤ, ȤȥȲ ǴȪȤȰȩȴ [˜˘]Ȩȯя ȳȲȨȤȯьȼȲȧȲ ȦȬȦȻȩȱȱя.



˕ ǲȵȶȷȳ. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱі яȦȬȽȤȱȬ, ȦȬȳȷȽȩȱі ȴȲȫȪȤȴȩȱȬȰ ȮȤȶȲȨȲȰ, ȳȴȲȹȲȨȬȯȬ Ȼȩȴȩȫ ȱȤȳȲȦȱȩȱȷ ȴȶȷȶȱȲюȳȤȴȲю ȶȴȷȥȮȷ ȨȲ ȤȱȲȨȤ ȳіȨ Ȩією ȫȲȦȱіȼȱьȲї ȴіȫȱȬȺі ȳȲȶȩȱȺіȤȯіȦ. ǷȤȯȩ-Ȫȱіȵȶь ȵȶȴȷȰȷ ȦіȨ ȱȤȳȴȷȧȬ, яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˔, ȱȩ є ȰȲȱȲȶȲȱȱȲю, Ȥ ȰȤєȵȩȴію ȳіȮіȦ ȫ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶю ˗,˜ ȦȲȯьȶіȦ. Ȃȩȳȩȴ ȱȤȰ ȦіȨȲȰȲ, ȽȲ Ⱥȩ ȩȱȩȴґія,ȱȩȲȥȹіȨȱȤ Ȩȯя ȳȩȴȩȦȩȨȩȱȱя ȤȶȲȰȤ ȴȶȷȶі Ȧ ȳȩȴȼȬȭ ȫȥȷȨȪȩȱȬȭ ȵȶȤȱ. ǺȲȯȬȱȤȳȴȷȧȤ ȵȶȤє ȨȲȵȶȤȶȱьȲю Ȩȯя ȶȲȧȲ, ȽȲȥ ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȱȤȥȷȦ ȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȩȱȩȴ-ґії ˗,˜ ȩǲ, Ȧіȱ ȳȴȬ ȫіȶȮȱȩȱȱі ȫ ȤȶȲȰȲȰ ȳȩȴȩȨȤє ȭȲȰȷ ȵȦȲю ȩȱȩȴґію. ǺȲȯȬ ȱȤ-ȳȴȷȧȤ ȳȩȴȩȦȬȽȷє ˗,˜ ǲ ȥіȯьȼ ȱіȪ ȷȨȦіȻі, ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȱȤ ȼȯяȹȷ ȨȲ ȤȱȲȨȤ ȰȲȪȩȫȥȷȨȬȶȬ ȨȦȤ ȤȶȲȰȬ ȴȶȷȶі, ȽȲ ȭ ȳȲяȵȱює ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь ȳіȮіȦ ȱȤ ȀȬȵ. ˔.ȃȶіȰ, Ⱥі ȳіȮȬ ȨȷȪȩ ȼȬȴȲȮі, ȶȲȰȷ ȱȩ ȰȲȪȷȶь ȱȩȫȤȳȩȴȩȻȱȲ ȵȦіȨȻȬȶȬ ȳȴȲȱȤяȦȱіȵȶь ȻȬȵȶȲ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹ ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȹ ȴіȦȱіȦ ȷ ȤȶȲȰі. І ȵȳȴȤȦȨі, яȮ-ȥȬ ȱȩ ȥȷȯȲ іȱȼȬȹ, ȳȩȴȩȮȲȱȯȬȦіȼȬȹ ȨȲȮȤȫіȦ, ȵȮȩȳȶȬȮ ȰȤȦ ȥȬ Ȧȵі ȳіȨȵȶȤȦȬȵȷȰȱіȦȤȶȬȵь ȷ ȦȬȵȱȲȦȮȤȹ іȫ ȺьȲȧȲ ȨȲȵȯіȨȷ. ǿȴȲȶȩ ȫȤȴȤȫ іȵȱȷє ȰȲȪȯȬȦіȵȶь,ȳȲєȨȱȤȦȼȬ ȯȤȫȩȴȱȩ ȫȥȷȨȪȩȱȱя ȶȤ ȸіȯьȶȴȷȦȤȱȱя Ȼȩȴȩȫ ȩȯȩȮȶȴȬȻȱȩ ȳȲȯȩ,ȷȶȦȲȴюȦȤȶȬ ȳȷȻȮȬ, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤюȶьȵя ȫ ȤȶȲȰіȦ ȷ ȲȨȱȤȮȲȦȲȰȷ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȷȵȶȤȱі. ǽȤ ȀȬȵ. ˕ ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ, ȲȶȴȬȰȤȱі ǺȲȹȲȰ ȶȤ ȵȳіȦȴȲȥіȶȱȬȮȤ-ȰȬ (˔˜˛˛), ȷ яȮȬȹ ȻіȶȮȲ ȴȲȫȨіȯȩȱȲ ȵȶȤȱȬ ȦȲȨȱю ȫ ȧȲȯȲȦȱȬȰȬ ȮȦȤȱȶȲȦȬȰȬ

ʟˋ˔. ʹ. ǳȲȵȶȴі ȳіȮȬ ȱȤ ґȴȤȸіȮȷ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȴіȫȱȬȰ ȫȥȷȨȪȩȱȬȰ ȵȶȤȱȤȰ ȤȶȲȰȤȴȱȲȧȲȦȲȨȱю [ȳȩȴȩȨȴȷȮ ȫ Koch et al., Physica Scripta T ˕˙, ˘˔ (˔˜˛˛)].ȻȬȵȯȤȰȬ ȦіȨ� = ͸͵ȨȲ� = ͹ʹ. ǰ ȳȴȬȵȷȶȱіȵȶь ȨȴіȥȱіȼȬȰ ȳіȮіȦ ȳȲяȵȱюєȶьȵяȶȬȰ, ȽȲ Ȩȯя ȮȲȪȱȲȧȲ � іȵȱȷє ȥȤȧȤȶȲ ȳіȨȵȶȤȱіȦ, ȦȬȴȲȨȪȩȱȬȹ ȫȤ ȦіȨȵȷȶȱȲȵȶіȩȯȩȮȶȴȬȻȱȲȧȲ ȳȲȯя; ȱȤȭȦȬȴȤȫȱіȼȩ їȹ ȦȬȨȱȲ ȳȴȬ ȫȱȤȻȩȱȱі � = ͸͹. Ȁȩґȷ-ȯююȻȬ Ȧ ȺьȲȰȷ ȨȲȵȯіȨі ȻȤȵȶȲȶȷ ȯȤȫȩȴȤ і ȱȤȳȴȷȪȩȱіȵȶь ȳȲȯя, ȰȲȪȱȤ ȴȲȫ-



ǲȵȶȷȳ. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱі яȦȬȽȤ ˖ȨіȯȬȶȬ ȴіȫȱі ȤȶȲȰȱі ȵȶȤȱȬ, Ȥ ȦіȨȶȤȮ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȲȮȴȩȰі ȳȷȻȮȬ ȤȶȲȰіȦ ȦȲȨȱюȫ ȳȩȦȱȬȰȬ ȫȤȨȤȱȬȰȬ ȮȦȤȱȶȲȦȬȰȬ ȻȬȵȯȤȰȬ. Ȃȩȳȩȴ ȨȬȵȮȴȩȶȱіȵȶь ȤȶȲȰȱȬȹȴіȦȱіȦ ȩȱȩȴґії ȱȩ ȦȬȮȯȬȮȤє ȪȲȨȱȬȹ ȵȷȰȱіȦіȦ.

ʟˋ˔. ͵. ǷȤȯȩȪȱіȵȶь іȱȶȩȱȵȬȦȱȲȵȶі ȴȲȫȵіяȱȱя ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȦіȨ ȳȲȯяȴȱȲȧȲ ȮȷȶȤ Ȧ ȨȲ-ȵȯіȨȤȹ ǴȩȦіȵȲȱȤ і ҐȩȴȰȩȴȤ (˔˜˕˚) ȵȦіȨȻȬȶь ȳȴȲ ȱȤяȦȱіȵȶь ȨȬȸȴȤȮȺії.ЯȦȬȽȩ ȨȬȸȴȤȮȺії, яȮȩ ȱȤȭȻȤȵȶіȼȩ ȵȳȲȵȶȩȴієȶьȵя ȱȤ ȳȴȬȮȯȤȨі ȵȦіȶȯȤ,ȫȤȧȤȯȲȰ ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȩ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȳȴȲȺȩȵȷ. ǲȲȱȲ ȦȬȱȬȮȤєȦȱȤȵȯіȨȲȮ ȶȲȧȲ, ȽȲ ȳȲȦȱȤ ȤȰȳȯіȶȷȨȤ ȹȦȬȯі є ȵȷȰȲю ȤȰȳȯіȶȷȨ ȻȤȵȶȮȲȦȬȹȹȦȬȯь, яȮі ȳȴȬȹȲȨяȶь ȨȲ ȰіȵȺя ȳȴȬȫȱȤȻȩȱȱя ȴіȫȱȬȰȬ ȼȯяȹȤȰȬ. ЯȮȽȲ ȺіȹȦȬȯі ȫȥіȧȤюȶьȵя ȷ ȸȤȫі, ȶȲ їȹȱі ȤȰȳȯіȶȷȨȬ ȨȲȨȤюȶьȵя, ȷȶȦȲȴююȻȬ ȰȤȮȵȬ-ȰȷȰ ȵȷȰȤȴȱȲї іȱȶȩȱȵȬȦȱȲȵȶі; Ȥ яȮȽȲ ȳȴȬȹȲȨяȶь ȷ ȳȴȲȶȬȸȤȫі, ȶȲ ȦȫȤєȰ-ȱȲ ȧȤȵяȶь ȲȨȱȤ ȲȨȱȷ, і Ȧ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȫ’яȦȯяєȶьȵя ȰіȱіȰȷȰ іȱȶȩȱȵȬȦȱȲȵȶі.ȃ ˔˜˕˚ ȴȲȺі ǴȩȦіȵȲȱ і ҐȩȴȰȩȴ, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȲȧȲ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ǻȷїȨȩ ǱȴȲȭȯя ȳȴȲ ȹȦȬȯьȲȦȷ ȳȴȬȴȲȨȷ ȻȤȵȶȲȮ, ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȦȤȯȬ ȦȬȱȬȮȱȩȱȱяȨȬȸȴȤȮȺії ȳȴȬ ȴȲȫȵіяȱȱі ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȱȤ ȳȲȦȩȴȹȱі ȮȴȬȵȶȤȯȷ ȱіȮȩȯю. ǴȩяȮіїȹȱі ȨȤȱі ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˖, і ȳȴȬȵȷȶȱіȵȶь ȳіȮȷ ȳȴȬ Ȯȷȶі ˘˓° ȵȶȤȯȤ ȨȲȮȤȫȲȰȩȯȩȮȶȴȲȱȱȲї ȨȬȸȴȤȮȺії. ȇȩȴȩȫ Ȩȩȵяȶь ȴȲȮіȦ ȳіȵȯя ȲȳȬȵȤȱȲȧȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱ-ȶȷ ǴȩȦіȵȲȱ ȲȶȴȬȰȤȦ ǽȲȥȩȯіȦȵьȮȷ ȳȴȩȰію ȫ ȸіȫȬȮȬ. ȁьȲȧȲȨȱі, ȰȤюȻȬ Ȧ ȴȲȫ-ȳȲȴяȨȪȩȱі ȨȲȵȮȲȱȤȯіȼі ȶȩȹȱȲȯȲґії, ȱȤȦіȶь ȵȶȷȨȩȱȶ ȯȩȧȮȲ ȲȶȴȬȰȤє ȮȤȴȶȬȱȷȩȯȩȮȶȴȲȱȱȲї ȨȬȸȴȤȮȺії, яȮȤ ȰȤȶȬȰȩ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȦȬȽȷ яȮіȵȶь ȱіȪ ȶі ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶȬ, ȽȲ Ȧ ˔˜˖˚ ȴȲȺі ȥȷȯȬ ȦіȨȫȱȤȻȩȱі ǽȲȥȩȯіȦȵьȮȲю ȳȴȩȰією. ǷȲȥȴȤȪȩȱȤȱȤ ȱȤ ȀȬȵ. ˗ ȩȯȩȮȶȴȲȱȲґȴȤȰȤ ґȴȤȸіȶȲȦȲȧȲ ȮȴȬȵȶȤȯȷ ȥȷȯȤ ȲȶȴȬȰȤȱȤ ȳіȨ ȻȤȵȫȦȬȻȤȭȱȲї ȯȤȥȲȴȤȶȲȴȱȲї ȴȲȥȲȶȬ Ȧ ȃȱіȦȩȴȵȬȶȩȶі ȁȤȭȰȲȱȤ ȄȴȩȭȫȩȴȤ. ǳȩȮȵȤ-ґȲȱȤȯьȱȩ ȴȲȫȶȤȼȷȦȤȱȱя ȵȦіȶȯȬȹ ȳȯяȰ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȰȷ ȴȲȫȵіяȱ-ȱю ȦіȨ ȴіȫȱȬȹ ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȬȹ ȳȯȲȽȬȱ.



˗ ǲȵȶȷȳ. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱі яȦȬȽȤ

ʟˋ˔. Ͷ. ǴȬȸȴȤȮȺія ˔˓ȩǲ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ Ȼȩȴȩȫ ґȴȤȸіȶȲȦȷ ȸȲȯьȧȷ; ȨȤȱі ȲȶȴȬȰȤȱȲ Ȧ ȵȶȷ-ȨȩȱȶȵьȮȲȰȷ ȯȤȥȲȴȤȶȲȴȱȲȰȷ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі. ǴȩяȮі ȳȯяȰȬ ȶьȰяȱі, ȲȵȮіȯьȮȬ ȸȲȯьȧȤȰіȵȶȬȶь ȥȤȧȤȶȲ ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȬȹ ȥȯȲȮіȦ, ȳȴȲȶȩ ȧȩȮȵȤґȲȱȤȯьȱȤ ȵȬȰȩȶȴія ȫȲȥȴȤȪȩȱȱяȲȻȩȦȬȨȱȤ.
ǴȬȸȴȤȮȺія ȱȩ є яȮȲюȵь ȷȱіȮȤȯьȱȲю ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶю ȵȤȰȬȹ ȯȬȼȩ ȩȯȩȮȶȴȲ-ȱіȦ. ȂȤȮ ȵȤȰȲ її ȫȤȫȱȤюȶь ȷȵі іȱȼі ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱі ȻȤȵȶȮȬ ȭ ȷȶȦȲȴȩȱі ȫ ȱȬȹ Ȱі-ȮȴȲȵȮȲȳіȻȱі Ȳȥ’єȮȶȬ — ȤȶȲȰȬ ȶȤ ȰȲȯȩȮȷȯȬ. Ȇȩ ȷȱіȦȩȴȵȤȯьȱȩ яȦȬȽȩ, яȮȩȰȬ ȨȩȶȤȯьȱіȼȩ ȲȥȧȲȦȲȴȬȰȲ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˘. ȁȦȲȧȲ ȻȤȵȷ ȦіȨȮȴȬȶȶя ȩȯȩȮȶȴȲȱ-ȱȲї ȨȬȸȴȤȮȺії ȦȬȮȯȬȮȤȯȲ ȦȩȯȬȮȷ ȴȲȫȧȷȥȯȩȱіȵȶь ȵȩȴȩȨ ȱȤȷȮȲȦȲȧȲ ȫȤȧȤȯȷ;Ȧȵі ȫȤȨȤȦȤȯȬȵя ȳȬȶȤȱȱяȰ, ȱȩȦȪȩ ȻȤȵȶȮȬ ȵȳȴȤȦȨі є ȹȦȬȯяȰȬ і яȮ Ⱥȩ ȳȲяȵȱȬ-ȶȬ. ȀȤȱȱі ȨȲȵȯіȨȬ ȫ ȨȬȸȴȤȮȺії ȱȩ ȨȤȦȤȯȬ ȰȲȪȯȬȦȲȵȶі ȦȬяȦȬȶȬ ȲȮȴȩȰі ȩȯȩ-ȮȶȴȲȱȬ, ȱȤ ȸȲȶȲґȴȤȸіȻȱȬȹ ȳȯіȦȮȤȹ ȸіȮȵȷȦȤȦȵя ȯȬȼȩ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȴȲȫȵіяȱȱяȦȩȯȬȮȲї ȮіȯьȮȲȵȶі ȻȤȵȶȲȮ. ȃȱȤȵȯіȨȲȮ ȺьȲȧȲ ȵȸȲȴȰȷȦȤȯȤȵя ȨȷȰȮȤ, ȽȲ ȮȲȴ-ȳȷȵȮȷȯяȴȱі ȶȤ ȹȦȬȯьȲȦі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȦȫȤєȰȱȲ ȱȩȵȷȰіȵȱі, ȤȥȲ ˍˑˏ˒ˎˈˏˈː-

˕˃˓ːі (ȶȲȥȶȲ, ȨȲȳȲȦȱюȦȤȱі), Ȧ ȶȲȰȷ ȴȲȫȷȰіȱȱі, ȽȲ Ȩȯя їȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȩȱȱяȳȲȶȴіȥȱі ȴіȫȱі ȦȬȰіȴюȦȤȯьȱі ȳȴȬȵȶȴȲї. ǾȨȱȤȮ Ⱥȩ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȥȷȯȲ ȯȬȼȩȱȩȦȨȤȯȬȰ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱяȰ ȶȲȨіȼȱіȹ ȶȩȹȱіȻȱȬȹ ȲȥȰȩȪȩȱь. Ȃȩȳȩȴ іȵȱȷє ȰȲ-ȪȯȬȦіȵȶь ȦȬяȦȯяȶȬ ȲȮȴȩȰі ȩȯȩȮȶȴȲȱȬ ȭ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȷ ȮȤȴȶȬȱȷ,яȮ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȨȴіȥȱȬȹ ȺяȶȲȮ, ȫȤȯȬȼȩȱȬȹ ȮȲȪȱȬȰ іȫ ȱȬȹ (ȂȲ-ȱȲȰȷȴȤ [180]).ȃ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȲȳȶȬȺі ˍˑˆˈ˓ˈː˕ːі˔˕ь ȲȫȱȤȻȤє ȳȲȵȶіȭȱȷ Ȧ ȻȤȵі ȴіȫȱȬȺюȸȤȫ, яȮ ȱȩȲȥȹіȨȱȷ ȷȰȲȦȷ ȦȬȱȬȮȱȩȱȱя іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺії. ȃ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȶȩȲȴіїȳȲȱяȶȶя ȮȲȧȩȴȩȱȶȱȲȵȶі ȶȤȮȲȪ ȦіȨȵȬȯȤє ȱȤȵ ȨȲ ȳȲȵȶіȭȱȲȵȶі ȸȤȫ, Ȥȯȩ ȦȪȩ ȦȷȫȤȧȤȯьȱȩȱіȭ ȸȲȴȰі, ȥȩȫ ȥȷȨь-яȮȬȹ ȤȱȤȯȲґіȭ ȫ ȹȦȬȯьȲȦȬȰȬ ȳȴȲȺȩȵȤȰȬ. ǷȤȦȩȯȬȮȬȰ ȴȤȹȷȱȮȲȰ, ˍˑˆˈ˓ˈː˕ː˃ ȵȷȳȩȴȳȲȫȬȺія ȮȦȤȱȶȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦ ȰȲȪȩ ȰȤ-ȶȬ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі, ȽȲ яȮіȵȱȲ ȦіȨȴіȫȱяȶȬȰȷȶьȵя ȦіȨ ȳȲєȨȱȤȱȱя ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ



ǲȵȶȷȳ. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱі яȦȬȽȤ ˘ȵȮȯȤȨȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȵȶȤȱ ȱȩȭȶȴȲȱȤ ȫі ȵȳіȱȲȰ, ȲȴієȱȶȲȦȤȱȬȰ ȷ ȱȤ-ȳȴяȰȮȷ+�, ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ (ȷ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱяȹ, ȽȲ їȹ ȰȬ ȨȩȶȤȯьȱȲ ȴȲȫȧȯяȱȩ-ȰȲ Ȧ ȱȤȵȶȷȳȱȬȹ ȴȲȫȨіȯȤȹ), яȮ ȮȲȧȩȴȩȱȶȱȷ ȵȷȰȷ ȵȶȤȱіȦ ȫ ȳȲȯяȴȬȫȤȺією+� і−�: |+�⟩ = (|+�⟩+ |−�⟩)/√ʹ. ǰȱȤȯȲґіȻȱȲ, ȵȶȤȱ ȫ ȳȲȯяȴȬȫȤȺією+� ȰȲȪȱȤȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȵȶȤȱȬ, ȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱі ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі�: |+�⟩ = (|+�⟩+|−�⟩)/√ʹ.ǵȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱȷ ȴȩȤȯіȫȤȺію ȺȬȹ ȸȲȴȰȤȯьȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȳȴȲȨȩ-ȰȲȱȵȶȴȲȦȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˘. ȃ ȻȤȵȶȬȱі (a) ȺьȲȧȲ ȴȬȵȷȱȮȤ ȳȷȻȲȮ ȱȩȭȶȴȲȱіȦ, ȳȲ-ȯяȴȬȫȲȦȤȱȬȹ ȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ +�, ȳȲȶȴȤȳȯяє ȱȤ ȳȴȬȯȤȨ, яȮȬȭ ȳȴȲȳȷȵȮȤє Ȯȴіȫьȵȩȥȩ ȻȤȵȶȮȬ ȫі ȵȳіȱȲȰ, ȫȲȴієȱȶȲȦȤȱȬȰ ȷ+�, і ȦіȨȥȬȦȤє ȶі, ȻȬȭ ȵȳіȱ ȫȲȴієȱȶȲ-ȦȤȱȲ ȷ −�. ȂȤȮȬȰ ȸіȯьȶȴȲȰ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȵȬȯьȱȩ ȰȤґȱіȶȱȩ ȳȲȯȩ, ȵȳȴяȰȲȦȤȱȩȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі �. ǵȱȩȴґія ȰȤґȱіȶȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ Ȧ ȳȲȯі,−۰ ⋅�, Ȩіє яȮ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȤяȰȤ Ȩȯя ȲȨȱієї ȵȳіȱȲȦȲї ȲȴієȱȶȤȺії і яȮ ȱȩȳȴȲȱȬȮȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴȨȯя іȱȼȲї. ǵȸȩȮȶȬȦȱіȵȶь ȺьȲȧȲ ȳȴȬȵȶȴȲю Ȧ ȴȲȫȨіȯȩȱȱі+� і−� ȳȲȯяȴȬȫȤȺіїȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȳіȨȶȦȩȴȨȪȩȱȤ ȫ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȨȩȶȩȮȶȲȴȤ, ȽȲ ȦȬȰіȴює �-ȵȮȯȤȨȲȦȷȵȳіȱȷ ȱȩȭȶȴȲȱȤ.

ʟˋ˔. ͷ. (a) ȀȲȫȽȩȳȯȩȱȱя ା௫ ȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱȲȧȲ ȳȷȻȮȤ ȱȩȭȶȴȲȱіȦ ȱȤ ା௭ і ି௭ ȮȲȰȳȲ-ȱȩȱȶȬ; (b) ȮȲȧȩȴȩȱȶȱȤ ȴȩȮȲȰȥіȱȤȺія ȺȬȹ ȨȦȲȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ; (c) ȴȲȫȽȩȳȯȩȱȱя ȳȲ-ȯяȴȬȫȲȦȤȱȲȧȲ ȳȷȻȮȤ ȱȤ ା௫ і ି௫ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ.ȃ ȻȤȵȶȬȱі (b) ȲȥȬȨȦȤ ȳȷȻȮȬ ȫȱȲȦȷ Ȳȥ’єȨȱȷюȶьȵя Ȧ ȲȨȬȱ, яȮȬȭ ȳȴȲȹȲ-ȨȬȶь Ȼȩȴȩȫ ȳȴȬȵȶȴіȭ Ȩȯя Ȩȯя ȴȲȫȽȩȳȯȩȱȱя ȱȤ +� і −� ȵȳіȱȲȦі ȳȲȯяȴȬȫȤ-Ⱥії. ЯȮȽȲ ȶȤȮȩ Ȳȥ’єȨȱȤȱȱя ˍˑˆˈ˓ˈː˕ːˈ і ȱȩ ȦȱȲȵȬȶь ȫȵȷȦȷ ȳȲ ȸȤȫі ȰіȪ ȨȦȲȰȤȳȷȻȮȤȰȬ, ȶȲ ȥȷȨȩ ȦіȨȶȦȲȴȩȱȲ ȵȶȤȱ |+�⟩, і Ȧ ȮіȱȺȩȦȬȹ ȨȩȶȩȮȶȲȴȤȹ ȥȷȨȩ ȦȬяȦ-ȯȩȱȲ ȯȬȼȩ +� ȳȲȯяȴȬȫȤȺію. ǲ ȻȤȵȶȬȱі (c) ȳȷȻȲȮ | − �⟩ ȫȤȥȯȲȮȲȦȤȱȲ, ȶȲȰȷȱȤ ȳȴȬȵȶȴіȭ Ȩȯя ȴȲȫȽȩȳȯȩȱȱя ȳȲȶȴȤȳȯяє ȯȬȼȩ ȳȷȻȲȮ | + �⟩. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ|+�⟩ = (|+�⟩+|−�⟩)/√ʹ, Ⱥȩȭ ȳȷȻȲȮ ȴȲȫȨіȯяєȶьȵя ȱȤ+� і−� ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ.І ȹȲȻȤ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ȱȤ ȀȬȵ. ˘ є іȨȩȤȯіȫȲȦȤȱȬȰ, ȮȲȪȱȤ ȭȲȧȲ ȻȤȵȶȬȱȤ Ⱥіȯ-



˙ ǲȵȶȷȳ. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱі яȦȬȽȤȮȲȰ ȫȨіȵȱȩȱȱȤ. ȄȤȮȶȬȻȱȲ, ȥȯȬȫьȮі ȫȤ ȫȰіȵȶȲȰ ȨȲȵȯіȨȬ ȥȷȯȲ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ ȱȤȳȴȤȮȶȬȺі.ȃ ȺьȲȰȷ Ȧȵȶȷȳі ȰȬ ȮȲȴȲȶȮȲ ȴȲȫȧȯяȱȷȯȬ ȮіȯьȮȤ ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȬȹ яȦȬȽ іȫ ȺȤ-ȴȬȱȬ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȸіȫȬȮȬ. ǴȬȵȮȴȩȶȱіȵȶь іȵȶȲȶȱȲ ȦіȨȴіȫȱяєȶьȵя ȦіȨ ȦȯȤȵȶȬȦȲїȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя ȳȷȻȮіȦ ȻȤȵȶȲȮȰȤє ȵȶȴȲȧȷ ȤȱȤȯȲґію ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲю ȹȦȬȯьȲȦȲю ȶȩȲȴією, Ȥȯȩ ȭ ȶȷȶ ȳȴȬȵȷȶȱіȭȩȯȩȰȩȱȶ ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȵȶі: ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȤ ȮȤȴȶȬȱȤ, яȮȷ ȰȬ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤєȰȲ Ȧ ȺьȲ-Ȱȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȱȤȵȳȴȤȦȨі яȦȯяє ȵȲȥȲю ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȲȮȴȩȰȬȹ ȻȤ-ȵȶȲȮ. ǼȲȪȯȬȦіȵȶь Ȳȥ’єȨȱȷȦȤȶȬ ȮȦȤȱȶȲȦі ȵȶȤȱȬ Ȧ ȮȲȧȩȴȩȱȶȱі ȵȷȳȩȴȳȲȫȬȺії,ȽȲ яȮіȵȱȲ ȦіȨȴіȫȱяюȶьȵя ȦіȨ їȹȱіȹ ȵȮȯȤȨȲȦȬȹ, Ⱥȩ, ȰȲȪȯȬȦȲ, ȱȤȭȦіȨȰіȱȱіȼȤȲȵȲȥȯȬȦіȵȶь ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ; ȦȲȱȤ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȷє ȱȲȦȬȭ, ȱȩȮȯȤȵȬȻȱȬȭȩȯȩȰȩȱȶ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі. І ȫȤȨȤȻȤ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲȥ ȵȯȷ-ȪȬȶȬ ȱȤȨіȭȱȬȰ ȳіȨґȴȷȱȶяȰ Ȩȯя ȳȲяȵȱȩȱȱя Ȧȵіȹ ȺȬȹ яȦȬȽ.



ȀȲȫȨіȯ ˔
ʛ˃˕ˈˏ˃˕ˋ˚ːі ˒ˈ˓ˈˇ˖ˏˑ˅ˋ

ǿȩȦȱі ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȶȩȰȬ ȦȤȪȯȬȦі Ȩȯя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȱȩ ȯȬȼȩ ȨȯяȳȴȲȦȩȨȩȱȱя ȲȥȻȬȵȯȩȱь, Ȥ Ƚȩ ȭ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȦȲȱȬ ȷȶȦȲȴююȶь ȱȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲȩȸȩȮȶȬȦȱȷ ȰȲȦȷ, ȫ ȨȲȳȲȰȲȧȲю яȮȲї ȰȲȪȱȤ ȵȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ її ȶȩȲȴȩȶȬȻȱіȫȤȵȤȨȬ. ǴȲ ȶȤȮȬȹ ȶȩȰ ȱȤȯȩȪȤȶь ȶȩȲȴія ȯіȱіȭȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ ȶȤȯіȱіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȷ ȱȬȹ і ȶȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ǷȦ’яȫȲȮ ȰіȪ ȮȦȤȱȶȲȦȲюȰȩȹȤȱіȮȲю ȭ ȯіȱіȭȱȲю ȤȯґȩȥȴȲю ȦȬȱȬȮ, яȮ ȲȻȩȦȬȨȱȬȭ ȳȲȥіȻȱȬȭ ȳȴȲȨȷȮȶȯіȱіȭȱȲї ȳȴȬȴȲȨȬ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ. ǿȴȲȶȩ ȱȩȦȨȲȦȫі ȶȩȲȴію ȥȷȯȲ ȷȫȤ-ȧȤȯьȱȩȱȲ ȫȤ ȰȩȪі її ȳȩȴȦіȵȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȹ ȫȤȵȤȨ, ȷ ȱіȭ ȫ’яȦȬȯȬȵь ȤȥȵȶȴȤ-Ȯȶȱі „ȹȦȬȯьȲȦі ȸȷȱȮȺії“ Ȧ ͵�-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȮȲȱȸіґȷȴȤȺії � ȻȤȵȶȲȮ,Ȥ ȦіȨȶȤȮ ȥȷȯȬ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱі ȨȬȵȮȴȩȶȱі Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ, ȱȤ ȫȴȤ-ȫȲȮ ȵȳіȱȷ, ȽȲ ȦȪȩ ȱȩ ȰȤȯȬ ȪȲȨȱȲȧȲ ȵȶȲȵȷȱȮȷ ȨȲ ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴȷȹȷ. ȁȳіȯь-ȱȲю Ȩȯя Ȧȵіȹ ȺȬȹ ȴіȫȱȬȹ ȦȬȳȤȨȮіȦ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲю ȵȶȴȷȮȶȷȴȲю є ȶȩȲȴія ȯі-ȱіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȱȤ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ȃȱіȸіȮȲȦȤȱȤ ȶȩȲȴія, ȥȤȫȲȦȤȱȤȱȤ Ⱥіȭ ȵȶȴȷȮȶȷȴі, Ȧȳȩȴȼȩ ȥȷȯȤ ȫȤȳȴȲȳȲȱȲȦȤȱȤ ǿ. ǰ. Ǽ. ǴіȴȤȮȲȰ, і ȸȲȴȰȷȯю-ȦȤȱȱя, ȽȲ ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȶьȵя Ȧ Ⱥіȭ ȮȱȬȫі, ȱȤ ȫȤȧȤȯ є ȰȲȨȩȴȱіȫȲȦȤȱȬȰ ȦȤ-ȴіȤȱȶȲȰ ȨіȴȤȮȲȦȲȧȲ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷ.Ȃȩ, ȽȲ ȮȦȤȱȶȲȦȤ ȰȩȹȤȱіȮȤ ȱȩ ȨȤє ȵȶȴȲȧȲ ȨȩȶȩȴȰіȱȲȦȤȱȬȹ ȳȩȴȩȨȥȤȻȩȱь,Ȥ ȼȦȬȨȼȩ ȰȤȱіȳȷȯює ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶяȰȬ ȴіȫȱȬȹ ȤȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȬȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹȳȲȨіȭ, ȥȷȯȲ ȫ’яȵȲȦȤȱȲ Ƚȩ ȱȤ ȴȤȱȱіȹ ȩȶȤȳȤȹ ȴȲȫȦȬȶȮȷ ȶȩȲȴії, ȭ ȲȵȲȥȯȬȦȲȫȱȤȻȱȤ Ȧ ȺьȲȰȷ ȫȤȵȯȷȧȤ ǼȤȮȵȤ ǱȲȴȱȤ. ȁȷȻȤȵȱі ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȨȩȨȤȯі ȥіȯь-ȼȩ ȫȤȯȷȶȷюȶьȵя Ȧ ȮȲȴȩȯяȺіȭȱȬȹ ȸȷȱȮȺіяȹ і ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȬȹ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȹȴȲȫȳȲȨіȯȤȹ (ȱȤȨȶȲ Ȫ ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȲȳȶȬȺі), ȶȲȰȷ ȦȬȱȬȮȤє ȳȲȶȴȩȥȤ ȷ ґȴȷȱ-ȶȲȦȱȲȰȷ ȫ’яȵȷȦȤȱȱі ȵȶȲȵȷȱȮіȦ ȰіȪ ȮȦȤȱȶȲȦȲю ȶȩȲȴією ȶȤ ȶȩȲȴією ȭȰȲȦіȴ-ȱȲȵȶі.ȄіȫȬȻȱȬȭ ȴȲȫȧȯяȨ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȳȲȻȬȱȤєȶьȵя Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˕, і ȰȤȶȩ-ȰȤȶȬȻȱȲ ȳіȨȧȲȶȲȦȯȩȱȬȭ ȻȬȶȤȻ ȰȲȪȩ ȦіȨȴȤȫȷ ȳȩȴȩȹȲȨȬȶȬ ȨȲ ȱьȲȧȲ. ǰ ȳȴȲ-ȶȩ, ȳȲȶȲȻȱȬȭ ȴȲȫȨіȯ ȦȤȪȯȬȦȬȭ ȱȩ ȯȬȼȩ ȫ ȲȧȯяȨȷ ȱȤ ȱȤȦȩȨȩȱі Ȧ ȱьȲȰȷ ȴȩ-ȫȷȯьȶȤȶȬ; ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱі Ȧ ȱьȲȰȷ ȳȲȱяȶȶя ȶȤ ȵȤȰȤ ȭȲȧȲ ȯȲґіȻȱȤ ȵȶȴȷȮȶȷȴȤȰȤȶȬȰȷȶь ȦȩȯȬȮȬ ȦȳȯȬȦ ȱȤ ȳȲȨȤȯьȼȬȭ ȦȬȮȯȤȨ ȸіȫȬȻȱȲї ȶȩȲȴії, ȶȲȰȷ ȰȬȴȤȨȬȯȬ ȥ ȻȬȶȤȻȷ ȥȲȨȤȭ ȳȲȥіȪȱȲ ȲȫȱȤȭȲȰȬȶȬȵя ȫ ȭȲȧȲ ȫȰіȵȶȲȰ, ȳȩȴȼ ȱіȪȳȩȴȩȹȲȨȬȶȬ ȨȲ ȱȤȵȶȷȳȱȲȧȲ.



˛ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ
§ ͳ.ͳ. ʚіːіˌːˋˌ ˅ˈˍ˕ˑ˓ːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓

Ліːіˌːˋˌ ˅ˈˍ˕ˑ˓ːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓ Ⱥȩ ȰȱȲȪȬȱȤ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ, ȽȲ ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя Ȧȩ-ȮȶȲȴȤȰȬ, яȮȤ є ȫȤȰȮȱȩȱȲю ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȳȩȴȤȺіȭ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȶȤ ȰȱȲȪȩȱȱя ȱȤȵȮȤȯяȴȬ. ȂȲȥȶȲ, яȮȽȲϕ іɗ є ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ, ȶȲ �ϕ+�ɗ ȶȤȮȲȪ є ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȨȯяȥȷȨь-яȮȲї ȨȲȦіȯьȱȲї ȳȤȴȬ ȵȮȤȯяȴіȦ � і �. ЯȮȽȲ ȵȮȤȯяȴȬ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ ȳȲȯяȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȹ (ȨіȭȵȱȬȹ) ȻȬȵȩȯ, ȶȲ ȰȬ ȮȤȪȩȰȲ ȳȴȲ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȭ (ȨіȵȱȬȭ)ȯіȱіȭȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ. ǽȤȨȤȯі ȵȮȤȯяȴȬ ȥȷȨȷȶь ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȰȬ ȻȬ-ȵȯȤȰȬ, яȮȽȲ ȲȮȴȩȰȲ ȱȩ ȫȤȫȱȤȻȩȱȲ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȩ.ȁȩȴȩȨ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȯіȱіȭȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ є ȨȦȤ ȮȯȤȵȬ,ȽȲ ȵȶȤȱȲȦȯяȶь ȲȵȲȥȯȬȦȬȭ іȱȶȩȴȩȵ:(i) ʓˋ˔ˍ˓ˈ˕ːі ˅ˈˍ˕ˑ˓ˋ, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȬȰȬ, яȮ ȵȶȲȦȳȺіȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȹ ȻȬȵȩȯ,
⎛⎝
�ଵ�ଶ⋮⋮ (ii)ی⎞ ʞ˓ˑ˔˕і˓ ˗˖ːˍ˙іˌ ȳȩȦȱȲȧȲ ȶȬȳȷ, ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȳȴȲȵȶіȴ ȷȵіȹ ȨȬȸȩȴȩȱȺі-ȭȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ.ǼȲȪȱȤ ȯȩȧȮȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ Ⱥі ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȲȫȱȤȻȩȱȱюȯіȱіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.ǽȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ௡} ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˎіːіˌːˑ ːˈˊ˃ˎˈˉːˋˏ, яȮȽȲ ȱȩ іȵȱȷєȪȲȨȱȲї їȹ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȲї ȯіȱіȭȱȲї ȮȲȰȥіȱȤȺії, яȮȤ ȥ ȷȶȦȲȴюȦȤȯȤ ȱȷȯьȲȦȬȭȦȩȮȶȲȴ. ІȱȤȮȼȩ ȮȤȪȷȻȬ, ȴіȦȱіȵȶь ∑௡ �௡ϕ௡ = Ͳ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȯȬȼȩ ȫȤ ȷȰȲ-ȦȬ, ȽȲ �௡ = Ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ �. ЯȮȽȲ Ⱥя ȷȰȲȦȤ ȱȩ ȨȲȶȴȬȰȤȱȤ, ȱȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȱȤ-ȫȬȦȤєȶьȵя ˎіːіˌːˑ ˊ˃ˎˈˉːˋˏ, і Ȧ ȺьȲȰȷ ȴȤȫі ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȶȤȮȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію іȱȼȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ (ȳȩȦȱȤ ȴіȻ, ȫȤȷȰȲȦȬ, ȽȲ Ȧіȱ ȦȹȲȨȬȶь ȨȲ ȴіȦȱяȱȱя ∑௡ �௡ϕ௡ = Ͳ ȫ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȰ ȮȲȩȸіȺі-єȱȶȲȰ).ǽȤȭȥіȯьȼȤ ȮіȯьȮіȵȶь ȯіȱіȭȱȲ ȱȩȤȯȩȪȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȱȤȫȬȦȤє-ȶьȵя ˓ˑˊˏі˓ːі˔˕ю ȺьȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǰ ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȯіȱіȭȱȲ ȱȩȫȤȯȩ-ȪȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȷȶȦȲȴює ˄˃ˊˋ˔ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǺȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ іȫ ȺьȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ.

ʑː˖˕˓і˛ːіˌ ˇˑ˄˖˕ˑˍ (ȤȥȲ ȵȮȤȯяȴȱȬȭ ȨȲȥȷȶȲȮ) ȵȶȤȦȬȶь ȷ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶьȮȲȪȱіȭ ȦȩȮȶȲȴȱіȭ ȳȤȴі (ɗ, ϕ) ȳȩȦȱȬȭ ȵȮȤȯяȴ. ǲȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ ȰȤє ȦіȨ-ȳȲȦіȨȤȶȬ ȱȤȵȶȷȳȱȬȰ ȷȰȲȦȤȰ:



§ ˔.˔. ǻіȱіȭȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ˜(a) (ɗ, ϕ) = ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȩ ȻȬȵȯȲ,(b) (ϕ, ɗ) = (ɗ,ϕ)∗,(c) (ϕ, �ଵɗଵ + �ଶɗଶ) = �ଵ(ϕ, ɗଵ) + �ଶ(ϕ, ɗଶ),(d) (ϕ, ϕ) ≥ Ͳ, ȽȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȱȤ ȴіȦȱіȵȶь ȷ ȶȲȰȷ і ȯȬȼȩ Ȧ ȶȲȰȷ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ϕ = Ͳ.Іȫ (b) і (c) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ(�ଵɗଵ + �ଶɗଶ, ϕ) = �∗ଵ(ɗଵ, ϕ) + �∗ଶ(ɗଶ, ϕ).ǾȶȪȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȵȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ є ȯіȱіȭȱȬȰ ȫȤ ȨȴȷȧȬȰȤȴґȷȰȩȱȶȲȰ і ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȬȰ — ȫȤ ȳȩȴȼȬȰ.Ǵȯя ȱȤȼȬȹ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȹ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȯіȱіȭȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤ-ȳȴȲȦȤȨȬȶȬ ȶȤȮі Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȨȲȥȷȶȮȬ:(i) ЯȮȽȲɗ є ȵȶȲȦȳȺȩȰ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȰȬ �ଵ, �ଶ, … , ȤϕȰȤє ȩȯȩȰȩȱ-ȶȬ �ଵ, �ଶ, … , ȶȲ (ɗ, ϕ) = �∗ଵ�ଵ + �∗ଶ�ଶ +…(ii) ЯȮȽȲ ɗ і ϕ є ȸȷȱȮȺієї ȨіȭȵȱȲї ȫȰіȱȱȲї �, ȶȲ(ɗ, ϕ) = නɗ∗(�)ϕ(�)�(�)��,
Ȩȩ �(�) ȨȩяȮȤ ȱȩȦіȨ’єȰȱȤ ȦȤȧȲȦȤ ȸȷȱȮȺія.ǲȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ ȷȫȤȧȤȯьȱює ȳȲȱяȶȶя ȨȲȦȪȬȱȬ ȶȤ ȮȷȶȤ ȱȤ ȨȲȦіȯьȱіȳȴȲȵȶȲȴȬ. ЯȮȽȲ ȨȲȥȷȶȲȮ ȨȦȲȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю, ȦȲȱȬ ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя

ˑ˓˕ˑґˑː˃ˎьːˋˏˋ.
ʜˑ˓ˏ˃ (ȤȥȲ ȨȲȦȪȬȱȤ) ȦȩȮȶȲȴȤ ȲȫȱȤȻȤєȶьȵя, яȮ ‖ϕ‖ = (ϕ,ϕ)భ/మ. ǴȯяȦȱȷȶȴіȼȱьȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ ȶȤ ȱȲȴȰȬ ȦȬȮȲȱȷюȶьȵя ȨȦі ȦȤȪȯȬȦі ȶȩȲȴȩȰȬ:
ʜˈ˓і˅ːі˔˕ь Ш˅˃˓˙˃: |(ɗ, ϕ)|ଶ ≤ (ɗ,ɗ)(ϕ, ϕ). (˔.˔)
ʜˈ˓і˅ːі˔˕ь ˕˓ˋˍ˖˕ːˋˍ˃:‖(ɗ + ϕ)‖ ≤ ‖ɗ‖ + ‖ϕ‖. (˔.˕)ǲ ȲȥȲȹ ȦȬȳȤȨȮȤȹ ȴіȦȱіȵȶь ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȯȬȼȩ ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴȬ ȦіȨȴі-ȫȱяюȶьȵя ȲȨȬȱ ȦіȨ ȲȨȱȲȧȲ ȱȤ ȳȩȦȱȬȭ ȵȮȤȯяȴȱȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ, ȶȲȥȶȲ ɗ = �ϕ.



˔˓ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬǴȯя ȫȱȤȮȷ ȴіȦȱȲȵȶі Ȧ (ͳ.ʹ) ȱȩȲȥȹіȨȱȲ ȶȤȮȲȪ, ȽȲȥ � ȥȷȯȲ ȨіȭȵȱȬȰ і ȳȲȫȬȶȬȦ-ȱȬȰ.ǽȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ௜}ȰȬ ȱȤȫȬȦȤєȰȲ ˑ˓˕ˑːˑ˓ˏˑ˅˃ːˋˏ, яȮȽȲ Ȧȵі ȦȲȱȬ ȳȲ-ȳȤȴȱȲ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱі і ȰȤюȶь ȲȨȬȱȬȻȱȷ ȱȲȴȰȷ; ȶȲȥȶȲ їȹȱіȭ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲ-ȥȷȶȲȮ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦі (ϕ௜ , ϕ௝) = Ɂ௜௝ .Ǵȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȯіȱіȭȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ � іȵȱȷє ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȭȲ-Ȱȷ ˔˒˓яˉˈːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓ ˎіːіˌːˋ˘ ˗˖ːˍ˙іˑː˃ˎі˅ ː˃ �. ǻіȱіȭȱȬȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯ� ȳȴȬȫȱȤȻȤє ȮȲȪȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȲȦі ϕ ȵȮȤȯяȴȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ �(ϕ), ȶȤȮȷ, ȽȲ�(�ϕ + �ɗ) = ��(ϕ) + ��(ɗ), (˔.˖)Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ϕ і ɗ ȶȤ ȨȲȦіȯьȱȬȹ ȵȮȤȯяȴіȦ � і �. ǼȱȲȪȬȱȷ ȦȵіȹȯіȱіȭȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯіȦ ȱȤ ȳȴȲȵȶȲȴі � ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȵȤȰȲȵȶіȭȱȬȭȯіȱіȭȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ �′, ȲȫȱȤȻȬȦȼȬ Ȧ ȱьȲȰȷ ȵȷȰȷ ȯіȱіȭȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯіȦ:(�ଵ + �ଶ)(ϕ) = �ଵ(ϕ) + �ଶ(ϕ). (˔.˗)
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ʟі˔˃. Іȵȱȷє ȶȤȮȤ ȦȫȤєȰȱȲ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ȰіȪ ȯіȱіȭȱȬ-ȰȬ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤȰȬ ȷ �′ і ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȷ �, ȽȲ Ȩȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȸȷȱȮіȲȱȤȯȤ � єȦȩȮȶȲȴ �, яȮȬȭ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȴіȦȱȲȵȶі�(ϕ) = (�, ϕ) (˔.˘)Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ɗ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȳȴȲȵȶȲȴȬ � і �′ іȵȶȲȶȱȲ іȫȲȰȲȴ-ȸȱі. ǽȤȴȤȫі ȰȬ ȨȲȦȩȨȩȰȲ Ⱥю ȶȩȲȴȩȰȷ, іґȱȲȴȷюȻȬ ȳȬȶȤȱȱя ȫȥіȪȱȲȵȶі, яȮіȦȬȱȬȮȤюȶь ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ. (Іȫ ȺȬȰȬ ȳȬȶȤ-ȱȱяȰȬ ȰȬ ȴȲȫȥȩȴȩȰȲȵя Ȧ § ˔.˗.)
ʓˑ˅ˈˇˈːːя.ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȩȮȶȲȴ � ȷ � ȳȲȴȲȨȪȷє ȯіȱіȭȱȬȭ ȸȷȱ-ȮȺіȲȱȤȯ ȫȤ ȸȲȴȰȷȯȲю (ͳ.ͷ). ȂȲȪ ȰȬ ȰȤєȰȲ ȯȬȼȩ ȨȲȦȩȵȶȬ, ȽȲ ȨȲȦіȯьȱȬȭȯіȱіȭȱȬȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯ � ȷȶȦȲȴює ȦȩȮȶȲȴ �, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȴіȦȱȲȵȶі (ͳ.ͷ).ǽȩȹȤȭ {ϕ௡} є ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȰ ȥȤȫȬȵȲȰ ȷ � (ȶȲȥȶȲ Ȩȯя ȱȬȹ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵяȷȰȲȦȤ (ϕ௡, ϕ௠) = Ɂ௡௠ і ȱȩ іȵȱȷє ȪȲȨȱȲȧȲ ȱȩȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ, ȲȴȶȲ-ґȲȱȤȯьȱȲȧȲ ȨȲ ȱȬȹ ȷȵіȹ). ȀȲȫȮȯȤȨȩȰȲ ȫȤ ȺȬȰ ȥȤȫȬȵȲȰ ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴɗ = ∑௡ �௡ɗ௡. ȂȲȨі ȫ (ͳ.͵) ȰȤєȰȲ:�(ɗ) = ∑

௡ �௡�(ϕ௡).ǴȤȯі ȷȶȦȲȴȬȰȲ ȦȩȮȶȲȴ � = ∑

௡ [�(ϕ௡)]∗ ϕ௡.



§ ˔.˕. ǻіȱіȭȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ˔˔ǹȲȧȲ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ іȫ ȨȲȦіȯьȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ɗ є(�, ɗ) = ∑

௡ �(ϕ௡)�௡ = �(�),
ȽȲ ȭ ȦȬȰȤȧȤȯȲȵя ȨȲȦȩȵȶȬ.
ʓі˓˃ˍˑ˅і ˄˓˃- і ˍˈ˕-˅ˈˍ˕ˑ˓ˋȃ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȼȬȴȲȮȲ ȦȪȬȦȤюȶьȵя ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя, ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱі Ǵі-ȴȤȮȲȰ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ яȮȬȹ ȦȩȮȶȲȴ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі � ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȲȰі ȫȤȳȬȵȷєȶьȵя, яȮ |ϕ⟩, Ȥ ȯіȱіȭȱȬȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯ ȷ ȵȳȴяȪȩȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі�′ ȱȤ-ȫȬȦȤєȶьȵя ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴȲȰ і ȳȬȼȩȶьȵя ⟨�|. ȇȬȵȯȲȦȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤȫȤȳȬȵȷєȶьȵя, яȮ �(ϕ) = ⟨�|ϕ⟩. (˔.˙)ǷȧіȨȱȲ ȫ ȶȩȲȴȩȰȲю ȀіȵȤ, іȵȱȷє ȦȫȤєȰȱȲ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȶь ȰіȪ ȥȴȤ-і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ. ǾȶȪȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷȦȤȶȬ ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ ȤȯȸȤȦі-ȶȱȬȭ ȵȬȰȦȲȯ і Ȩȯя ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤ Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴі �′, і Ȩȯя ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȧȲ ȭȲȰȷ Ȧȩ-ȮȶȲȴȤ Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴі �. ǷȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя, ⟨�| ȤȥȲ |�⟩, ȥȷȨȩ ȫȴȲȫȷȰіȯȲ,ȳȴȲ яȮȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ іȨȩ ȰȲȦȤ. ǲȬȴȤȫ (ͳ.ͷ) ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ȧ ȶȤȮȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі:⟨�|ϕ⟩ = (�, ϕ), (˔.˚)Ȩȩ |�⟩ є ȦȩȮȶȲȴȲȰ, яȮȬȭ ȰȬ ȴȤȱіȼȩ ȳȲȫȱȤȻȤȯȬ Ȼȩȴȩȫ �. ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȲȨȱȤȮ,ȽȲ ȶȩȲȴȩȰȤ ȀіȵȤ ȦȵȶȤȱȲȦȯює ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȷ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ȰіȪ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ. ЯȮȽȲ ⟨�| ↔ |�⟩, ȶȲ�∗ଵ⟨�| + �∗ଶ⟨�| ↔ �ଵ|�⟩ + �ଶ|�⟩. (˔.˛)ȃ ȵȬȯȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (ͳ.͹), ȦȬȴȤȫ ⟨�|ϕ⟩ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȳȴȲȵȶȲ яȮіȱȤȮȼȬȭ ȫȤȳȬȵ Ȩȯя ȦȱȷȶȴіȼȱьȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ. ǿȴȲȶȩ Ȧ ȳȩȦȱȬȹ ȵȬȶȷȤȺіяȹ ȦȤȴ-ȶȲ ȳȤȰ’яȶȤȶȬ, ȽȲ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲ ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴȬ ȥȷȯȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȲ, яȮ ȯіȱіȭȱіȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȬ ȱȤ ȳȴȲȵȶȲȴі Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴіȦ.[[ ȃ ȵȦȲїȭ ȲȴȬґіȱȤȯьȱіȭ ȳȴȩȫȩȱȶȤȺії ǴіȴȤȮ ˒˓ˋ˒˖˔˕ˋ˅ іȵȱȷȦȤȱȱя ȦȫȤєȰȱȲ ȲȨȱȲȫȱȤ-ȻȱȲї ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі ȰіȪ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ, ȳȴȲȶȩ ȱȩ ȥȷȯȲ ȨȲ ȮіȱȺя ȫȴȲȫȷȰіȯȲ,ȻȬ Ⱥȩ є ȸіȫȬȻȱȩ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя, ȻȬ ȵȷȶȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȩ. ȂȩȲȴȩȰȤ ȀіȵȤ ȫȤȵȦіȨȻȬȯȤ, ȽȲȪȲȨȱі ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȶȷȶ ȱȩ ȳȲȶȴіȥȱі, ȶȤ ȭ ȱȩȨȲȴȩȻȱі. ǷȧȲȨȲȰ ȳȩȴȩȨ ȱȤȰȬ ȳȲȵȶȤ-ȱȩ ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶь ȴȲȫȧȯяȱȷȶȬ ȫȤȧȤȯьȱіȼȬȭ ȮȯȤȵ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ (ȲȵȱȤȽȩȱі ȧіȯьȥȩȴȶȲȦіȳȴȲȵȶȲȴȬ), Ȩȯя яȮȬȹ ȱȩ іȵȱȷє ȦȫȤєȰȱȲ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȲї ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі ȰіȪ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ. ]]



˔˕ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ
§ ͳ.ʹ. ʚіːіˌːі ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˋǾȳȩȴȤȶȲȴ ȱȤ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь ȦȩȮȶȲȴȬ ȷ ȦȩȮȶȲȴȬ; іȱȤȮȼȩȮȤȪȷȻȬ, яȮȽȲ � — ȲȳȩȴȤȶȲȴ, Ȥ ɗ — ȦȩȮȶȲȴ, ȶȲ ϕ = �ɗ ȶȤȮȲȪ є ȦȩȮȶȲȴȲȰ.ǾȳȩȴȤȶȲȴ є ȳȲȦȱіȵȶю ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ, яȮȽȲ ȫȤȨȤȱȲ ȭȲȧȲ Ȩію ȱȤ Ȧȵі ȩȯȩȰȩȱȶȬȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ (ȤȥȲ ȱȤ ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȳȩȦȱȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ, Ȩȩ ȭȲȧȲ ȨіяȰȤє ȵȩȱȵ, і ȶȲȨі Ⱥȩȭ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˑ˄ˎ˃˔˕ю ˅ˋˊː˃˚ˈːːя ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ).

Ліːіˌːˋˌ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦі�(�ଵɗଵ + �ଶɗଶ) = �ଵ(�ɗଵ) + �ଶ(�ɗଶ). (˔.˜)Ƿ ȺьȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Ȩȯя ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȯіȱіȭȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȨȲȵȬȶь ȫȤȨȤȶȬȭȲȧȲ Ȩію ȱȤ ȱȤȥіȴ ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȳȲȫȤяȮ ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤ-ȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȯіȱіȭȱȷ їȹ ȮȲȰȥіȱȤȺію. ǼȬ ȰȤȶȬȰȩȰȲ ȵȳȴȤȦȷ ȯȬȼȩ ȫ ȯіȱіȭȱȬȰȬȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ, ȶȲȰȷ ȱȤȨȤȯі ȥȷȨȩȰȲ ȦȬȳȷȵȮȤȶȬ ȫ їȹȱьȲї ȱȤȫȦȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя „ȯі-ȱіȭȱі“.ȂȦȩȴȨȪȩȱȱя ȳȴȲ ˓і˅ːі˔˕ь ȨȦȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, � = �, ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ �ɗ =�ɗ Ȩȯя ˅˔і˘ɗ (Ȥ ȶȲȻȱіȼȩ, Ȩȯя Ȧȵіȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫі ȵȳіȯьȱȲї ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя� і �; ȳȴȲȶȩ Ȩȯя ȵȶȬȵȯȲȵȶі ȰȬ ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȱȩ ȥȷȨȩȰȲ ȦȨȤȦȤȶȬȵя Ȧ ȶȤȮі ȶȲȱȮȲ-Ƚі). ȂȲȪ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȨȤȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȵȷȰȬ ȶȤ ȨȲȥȷȶȮȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, яȮ(� + �)ɗ = �ɗ + �ɗ,��ɗ = �(�ɗ),Ȩȩ ȲȥȬȨȦȤ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦі Ȩȯя Ȧȵіȹ ɗ. Іȫ ȺьȲȧȲ ȲȫȱȤȻȩȱ-ȱя ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȩ ȰȱȲȪȩȱȱя ȫ ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶю є ˃˔ˑ˙і˃˕ˋ˅ːˋˏ:�(��) = (��)�. ǿȴȲȶȩ ȦȲȱȲ ȱȩ ȮȲȱȻȩ ȰȤє ȥȷȶȬ ˍˑˏ˖˕˃˕ˋ˅ːˋˏ: �� Ȧ ȫȤ-ȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȱȩ ȨȲȴіȦȱює ��.
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (i). ȃ ȳȴȲȵȶȲȴі ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȬȹ ȷ ȦȬȧȯяȨіȵȶȲȦȳȺіȦ, ȯіȱіȭȱȬȭ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ є ȮȦȤȨȴȤȶȱȲю ȰȤȶȴȬȺȩю. ȄȤȮȶȬȻȱȲ, ȥȷȨь-яȮȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȩ ȴіȦȱяȱȱя Ȧ �-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȰȲȪȱȤ ȶȴȤȱȵȸȲȴȰȷȦȤ-ȶȬ Ȧ ȰȤȶȴȬȻȱȩ ȴіȦȱяȱȱя. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȱȤȭȳȴȲȵȶіȼȩ ȫ ȱȬȹ:�|ɗ⟩ = |ϕ⟩. (˔.˔˓)ǾȥȩȴȩȰȲ ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȥȤȫȬȵ {|�௜⟩, � = ͳ…�} і ȴȲȫȮȯȤȨȩȰȲȦ ȱьȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȬ: |ɗ⟩ = ∑

௝ �௝|�௝⟩, |ϕ⟩ = ∑

௞ �௞|�௞⟩.



§ ˔.˕. ǻіȱіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˔˖ǿȲȨіяȦȼȬ ȱȤ (ͳ.ͳͲ) ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴȲȰ ⟨�௜|, ȲȶȴȬȰȷєȰȲ:
∑

௝ ⟨�௜|�|�௝⟩ = ∑

௞ ⟨�௜|�௞⟩�௞ = �௜ ,
ȽȲ ȰȤє ȸȲȴȰȷ ȵȬȵȶȩȰȬ ȫ � ȯіȱіȭȱȬȹ ȴіȦȱяȱь:

∑

௝ �௜௝�௝ = �௜ . (˔.˔˔)
ǽȤȥіȴ �௜௝ = ⟨�௜|�|�௝⟩ ȦіȨȲȰȬȭ, яȮ ˏ˃˕˓ˋ˚ːˋˌ ˈˎˈˏˈː˕ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �. ȂȤ-ȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȥȷȨь-яȮȤ ȫȤȨȤȻȤ Ȧ �-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȯіȱіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȱȩȫȤȯȩ-ȪȱȲ ȦіȨ її ȳȲȹȲȨȪȩȱȱя, ȫȴȩȼȶȲю ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȰȤȶȴȬȻȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя.ȂȤȮі Ȫ ȸȲȴȰȤȯьȱі ȦȬȮȯȤȨȮȬ ȰȲȪȱȤ ȳȴȲȴȲȥȬȶȬ і Ȩȯя ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬ-ȰіȴȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, яȮȽȲ Ȧіȱ ȰȤє ȫȯіȻȩȱȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭȥȤȫȬȵ. ǰȯȩ ȶȲȨі ȳȲȵȶȤє ȳȴȲȥȯȩȰȤ ȫȥіȪȱȲȵȶі ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ ȵȷȰ, ȴȲȫȧȯяȨ яȮȲїȰȬ ȦіȨȮȯȤȨȩȰȲ ȱȤ ȰȤȭȥȷȶȱє.
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (ii). ǾȳȩȴȤȶȲȴȬ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȸȷȱȮȺіȭ ȻȤȵȶȲ ȰȤюȶь ȦȬȧȯяȨ ȳȲȹі-ȨȱȬȹ ȤȥȲ іȱȶȩґȴȤȯіȦ. ǾȳȩȴȤȶȲȴȱȤ ȴіȦȱіȵȶь ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ∂∂� � = ͳ + � ∂∂�ȰȲȪȩ ȦȬȨȤȶȬȵя ȥȩȫȧȯȷȫȨȲю, ȮȲȯȬ ȫȤȥȷȶȬ, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȦȬȫȱȤȻȤюȶьȵя ȯȬ-ȼȩ Ȼȩȴȩȫ їȹȱю Ȩію ȱȤ ȦȩȮȶȲȴȬ. ȂȲȰȷ ȱȤȦȩȨȩȱȬȭ ȦȬȽȩ ȳȴȬȮȯȤȨ ȲȫȱȤȻȤє∂[� ɗ(�)]∂� = ɗ(�) + �∂ɗ(�)∂� Ȩȯя Ȧȵіȹ ɗ(�).

ǴȲȵі ȰȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȯȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȯȬȼȩ ȫȤ їȹȱьȲю Ȩією ȱȤ Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȬ.ȂȤȮȲȪ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȫȱȤȻȬȶȬ їȹ ˇію ˅ˎі˅ˑ, ȱȤ ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴȬ, яȮ൫⟨ϕ|�൯|ɗ⟩ = ⟨ϕ|൫�|ɗ⟩൯ (˔.˔˕)Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ і ɗ. Ȇȩ ȦȬȧȯяȨȤє ȶȴȬȦіȤȯьȱȬȰ ȷ ȨіȴȤȮȲȦȬȹ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱяȹ, і ȶȤȮȤȶȴȬȦіȤȯьȱіȵȶь є Ƚȩ ȲȨȱȬȰ ȵȦіȨȻȩȱȱяȰ ȱȤ ȮȲȴȬȵȶь їȹ ȳȴȤȮȶȬȻȱȲȧȲ ȫȤȵȶȲ-ȵȷȦȤȱȱя. ǰ ȳȴȲȶȩ, ȱȤȰ ȱȩ ȫȤȦȤȨȬȶь ȨȩȶȤȯьȱіȼȩ ȨȲȵȯіȨȬȶȬ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭȫȰіȵȶ ȦȬȴȤȫȷ (ͳ.ͳʹ).ǷȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴȬ є ȯіȱіȭȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤȰȬ ȱȤ ȳȴȲȵȶȲȴіȮȩȶ-ȦȩȮȶȲȴіȦ, і ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴ ⟨ϕ| ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ�ம(⋅) = (ϕ, ⋅), (˔.˔˖)



˔˗ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȨȩ ϕ є ȦȩȮȶȲȴȲȰ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰ ȨȲ �ம ȫȤ ȶȩȲȴȩȰȲю ȀіȵȤ, Ȥ ȮȴȤȳȮȤ ȦȮȤȫȷє ȱȤȰіȵȺȩ Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȤȴґȷȰȩȱȶȤ. ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȫȱȤȻȬȶȬ Ȩію ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �ȱȤ ȳȴȲȵȶіȴ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯіȦ, яȮ��ம(ɗ) = �ம(�ɗ) Ȩȯя Ȧȵіȹ ɗ(�). (˔.˔˗)ǻȩȧȮȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ ȳȴȤȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ (ͳ.ͳͶ) ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȲȫȱȤȻȩȱȱю ȯі-ȱіȭȱȲȧȲ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤ ȫ ȤȴґȷȰȩȱȶȲȰɗ (Ȥ ȱȩ ȯȬȼȩ ȫ ȤȴґȷȰȩȱȶȲȰ �ɗ), ȲȶȪȩ,ȦȬȫȱȤȻȤє ȱȲȦȬȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯ ��ம. ǷȤ ȶȩȲȴȩȰȲю ȀіȵȤ, ȰȤє іȵȱȷȦȤȶȬ ȶȤȮȬȭȮȩȶ-ȦȩȮȶȲȴ ɖ, Ȩȯя яȮȲȧȲ ��ம(ɗ) = (ɖ, ɗ) = �஧(ɗ). (˔.˔˘)ǾȵȮіȯьȮȬ ɖ єȨȬȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ϕ ȫȤ ȳȲȵȩȴȩȨȱȬȺȶȦȤ �, ȶȲȰȤє іȵȱȷȦȤȶȬ ȶȤȮȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �಩ , ȽȲ ɖ = �಩ϕ. ȂȲȰȷ (ͳ.ͳͷ) ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ,яȮ ��ம = �஺಩ம. (˔.˔˙)Іȫ (ͳ.ͳͶ) ȶȤ (ͳ.ͳͷ) ȰȤєȰȲ (ϕ, �ɗ) = (ɖ, ɗ), Ȥ ȲȶȪȩ,(�಩ϕ,ɗ) = (ϕ, �ɗ) Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ і ɗ. (˔.˔˚)Ȇȩ ȫȦȬȻȤȭȱȩ ȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя �಩ — ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, ˔˒˓яˉˈːˑˆˑ ȨȲ �. ǲȵя Ⱥя ȱȩ-ȶȴȬȦіȤȯьȱȤ ȰȤȶȩȰȤȶȬȮȤ ȱȩяȦȱȲ ȳȴȬȵȷȶȱя ȷ ȳȴȲȵȶȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱі (ͳ.ͳʹ)!ȁȳȴяȪȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤ ȸȲȴȰȤȯьȱȲ ȲȫȱȤȻȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȨіȴȤȮіȦ ȸȲȴ-ȰȤȯіȫȰ: яȮȽȲ ⟨ϕ| і |ϕ⟩ є ȦȫȤєȰȲȦіȨȳȲȦіȨȱі ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȬ, ȶȲ ⟨ϕ|�಩ ≡ ⟨ɘ|і �|ϕ⟩ ≡ |ɘ⟩ ȶȤȮȲȪ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȦȫȤєȰȲȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰȬ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ.ǲȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȶȲȧȲ, ȽȲ ⟨ɘ|ɗ⟩∗ = ⟨ɗ|ɘ⟩, ȰȤєȰȲ⟨ϕ|�಩|ɗ⟩∗ = ⟨ɗ|�|ϕ⟩ Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ і ɗ. (˔.˔˛)Ȇȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȩ (ͳ.ͳ͹). ȅȲȻȤ Ⱥȩȭ ȸȲȴȰȤȯьȱȬȭ ȰȩȶȲȨ іȳȴȲȵȶіȼȬȭ, ȱіȪ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȱя�಩ Ȼȩȴȩȫ ȶȩȲȴȩȰȷ ȀіȵȤ, Ȧіȱ, ȳȴȲȶȩ, ȱȩ Ȧ ȫȰȲ-ȫі ȨȲȦȩȵȶȬ іȵȱȷȦȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �಩ .ǴȩяȮі ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȦȬȳȯȬȦȤюȶьȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ іȫ ȵȤȰȲȧȲ ȲȫȱȤȻȩȱȱя (ͳ.ͳ͹):(��)಩ = �∗�ற �,(� + �) = �ற + �ற,(��)ற = �ற�ற.



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˔˘ǽȤ ȨȲȨȤȻȷ ȨȲ ȦȱȷȶȴіȼȱьȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴіȦ, ⟨ϕ|ɗ⟩, ȽȲ єȵȮȤȯяȴȲȰ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȶȬ ˊˑ˅ːі˛ːіˌ ˇˑ˄˖˕ˑˍ, |ɗ⟩⟨ϕ|. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦ-ȼȬȵь ȤȵȲȺіȤȶȬȦȱȲю ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶю ȲȳȩȴȤȺії ȰȱȲȪȩȱȱя, ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȺȩȭȲȥ’єȮȶ є ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ: ൫|ɗ⟩⟨ϕ|൯|λ⟩ = |ɗ⟩൫⟨ϕ|λ⟩൯. (˔.˔˜)Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȳȲȦȱіȵȶю ȦȬȫȱȤȻȤє Ȩію |ɗ⟩⟨ϕ| ȱȤ ȦȵьȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі.Іȫ (ͳ.ͳͺ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ൫|ɗ⟩⟨ϕ|൯ற = |ϕ⟩⟨ɗ| (˔.˕˓)ǽȤ ȳіȨȵȶȤȦі ȺьȲȧȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȦȬȱȬȮȤє ȵȳȲȮȷȵȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ |ɗ⟩ற = ⟨ɗ|. ІȹȲȻȤ ȶȤȮі ȰȤȱіȳȷȯяȺії ȱȩ ȫȤȦȨȤюȶь ȵȷȶȶєȦȲї ȼȮȲȨȬ, їȹ ȱȩ ȦȤȴȶȲ ȫȤȲȹȲȻȷȦȤ-ȶȬ, ȥȲ ȦȲȱȬ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷюȶь ȵȬȰȦȲȯ ȵȳȴяȪȩȱȱя ற ȨȲ Ȳȥ’єȮȶіȦ, ȽȲ ȱȩ є ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴȤȰȬ і ȱȩ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȲȰȷ ȲȫȱȤȻȩȱȱю (ͳ.ͳ͸).ǺȲȴȬȵȱȲю ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬȮȲю ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ є ȭȲȧȲ ˔ˎіˇ, ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя,яȮ Tr� = ∑

௝ ⟨�௝|�|�௝⟩,Ȩȩ {|�௝⟩} — ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȥȤȫȬȵ. ǼȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ (ȨȬȦ. ǷȤ-ȨȤȻȷ ˔.˖), ȽȲ ȫȱȤȻȩȱȱя Tr� ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤ-ȱȲȧȲ ȥȤȫȬȵȷ, ȲȥȴȤȱȲȧȲ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱь. ȁȯіȨ ȰȤȶȴȬȺі ȨȲȵȶȲȶȷ є ȵȷȰȲю її Ȩі-ȤґȲȱȤȯьȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ. Ǵȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ Ȧ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴіȵȯіȨ іȵȱȷє ȯȬȼȩ ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȫȥіȪȱȲȵȶі ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȧȲ ȴяȨȷ ȵȷȰȬ.
§ ͳ.͵. ʠ˃ˏˑ˔˒˓яˉˈːі ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˋǾȳȩȴȤȶȲȴ �, яȮȬȭ ȨȲȴіȦȱює ȵȦȲєȰȷ ȵȳȴяȪȩȱȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі �ற, ȱȤȫȬȦȤє-ȶьȵя ˔˃ˏˑ˔˒˓яˉˈːˋˏ. Ȇȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ Ȧіȱ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦі⟨ϕ|�|ɗ⟩ = ⟨ɗ|�|ϕ⟩∗ (˔.˕˔)і ȲȥȯȤȵȶь ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя� (ȶȲȥȶȲ ȰȲȱȲȪȬȱȤ ȦȩȮȶȲȴіȦϕ, Ȩȯя яȮȬȹ іȵȱȷюȶь Ȧȩ-ȮȶȲȴȬ �ϕ) ȫȥіȧȤєȶьȵя ȫ ȲȥȯȤȵȶю �ற. ǾȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȯȬȼȩ ȷȰȲ-Ȧі (ͳ.ʹͳ) ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˈ˓ˏі˕ˑ˅ˋˏ, ȫȤ ȤȱȤȯȲґією ȫ ȩȴȰіȶȲȦȬȰȬ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ,Ȩȯя яȮȬȹ �௜௝ = �∗௝௜ .[[ ȀіȫȱȬȺя ȰіȪ ȩȴȰіȶȲȦȬȰȬ і ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ іȵȶȲȶȱȤ ȯȬȼȩ ȨȯяȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȷ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȬȹ ȯіȱіȭȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴȤȹ, і її ȰȬ ȲȧȲȦȲȴюȦȤȶȬȰȩ-ȰȲ ȶіȯьȮȬ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ Ⱥȩ ȥȷȨȩ ȦȤȪȯȬȦȲ. ǾȳȩȴȤȶȲȴȬ, яȮі ȰȬ ȱȤȫȬȦȤєȰȲ ȩȴȰіȶȲȦȬȰȬ,Ȧ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱіȭ ȯіȶȩȴȤȶȷȴі ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȰȤюȶь ȱȤȫȦȷ „ȵȬȰȩȶȴȬȻȱі“. ȂȤȮȤ ȶȩȴȰіȱȲȯȲ-ґія Ȩȯя ȱȤȵ ȱȩȥȤȪȤȱȤ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȲȱȤ ȵȷȳȩȴȩȻȬȶь ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰ ȰȤ-ȶȴȬȺь. ]]



˔˙ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬǽȤȵȶȷȳȱȤ ȶȩȲȴȩȰȤ ȮȲȴȬȵȱȤ Ȩȯя ȴȲȫȳіȫȱȤȦȤȱȱя ȩȴȰіȶȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦȱȤ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȫ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȰȬ ȵȮȤȯяȴȤȰȬ.
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ͳ. ЯȮȽȲ ⟨ɗ|�|ɗ⟩ = ⟨ɗ|�|ɗ⟩∗ Ȩȯя Ȧȵіȹ |ɗ⟩, ȶȲ ȫ ȺьȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ = ⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩∗ Ȩȯя Ȧȵіȹ |ϕଵ⟩ і |ϕଶ⟩, Ȥ ȲȶȪȩ, � = �ற.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя. ǽȩȹȤȭ |ɗ⟩ = �|ϕଵ⟩ + �|ϕଶ⟩ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȬȹ �, �, |ϕଵ⟩ і |ϕଶ⟩. ȂȲȨі⟨ɗ|�|ɗ⟩ = |�|ଶ⟨ϕଵ|�|ϕଵ⟩ + |�|ଶ⟨ϕଶ|�|ϕଶ⟩ ++ �∗�⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ + �∗�⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩ȰȤє ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю. ǿȩȴȼȬȭ ȶȤ ȨȴȷȧȬȭ ȨȲȨȤȱȮȬ є ȲȻȩȦȬȨȱȲ Ȩіȭ-ȵȱȬȰȬ ȫȤ ȷȰȲȦȲю ȶȩȲȴȩȰȬ, ȶȲȰȷ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȴȲȫȧȯяȱȷȶȬ ȶіȯьȮȬ ȶȴȩȶіȭ ȶȤȻȩȶȦȩȴȶȬȭ. ǾȵȮіȯьȮȬ � і � ȨȲȦіȯьȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȦȵȶȤȱȲȦȬȰȲ, ȽȲ � = � = ͳ, іȺȩ ȳȴȬȦȲȨȬȶь ȨȲ ȷȰȲȦȬ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ + ⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩ = ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩∗ + ⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩∗.ǲȵȶȤȱȲȦȬȦȼȬ ȱȤȶȲȰіȵȶь � = ͳ і � = �, ȰȤєȰȲ�⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ − �⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩ = −�⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩∗ + �⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩∗.ǾȳȷȵȶȬȦȼȬ ȰȱȲȪȱȬȮ � Ȧ ȨȴȷȧȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱі і ȨȲȨȤȦȼȬ ȲȥȬȨȦі ȭȲȧȲ ȻȤȵȶȬȱȬȨȲ ȳȩȴȼȲȧȲ, ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȥȤȪȤȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ: ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ = ⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩∗.Ȇя ȶȩȲȴȩȰȤ ȦȬȫȱȤȻȱȤ ȶȬȰ, ȽȲ її ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȤ є ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ ȲȮȴȩȰȬȰ ȦȬ-ȳȤȨȮȲȰ ȲȵȶȤȶȲȻȱȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ, і Ⱥȩ ȨȷȪȩ ȱȩȫȦȬȻȱȲ, ȽȲ ȫ ȱьȲȧȲ ȦȬȳȯȬ-ȦȤє ȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ. ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȮȤȯяȴіȦ ȥȷ-ȯȬ ȦȮȴȤȭ ȦȤȪȯȬȦі ȳȴȬ ȨȲȦȩȨȩȱȱі, і ȪȲȨȱȲȧȲ ȤȱȤȯȲґȷ Ⱥієї ȶȩȲȴȩȰȬ ȱȩ ȰȲȪȩіȵȱȷȦȤȶȬ ȷ ȦȩȮȶȲȴȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴȤȹ ȱȤȨ ȳȲȯȩȰ ȨіȭȵȱȬȹ ȻȬȵȩȯ.ЯȮȽȲ Ȩія ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȱȤ ȳȩȦȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȶȲȧȲ Ȫ ȵȤȰȲȧȲȦȩȮȶȲȴȤ, ȳȲȰȱȲȪȩȱȲȧȲ ȱȤ ȵȮȤȯяȴ,�|ϕ⟩ = �|ϕ⟩, (˕.˕˕)ȰȬ ȮȤȪȩȰȲ, ȽȲ |ϕ⟩ є ˅ˎ˃˔ːˋˏ ˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ, Ȥ ȵȮȤȯяȴ � — ˅ˎ˃˔ːˋˏ ˊː˃˚ˈːːяˏȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �. ǰȱȶȬȯіȱіȭȱȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь (ͳ.ͺ) ȰіȪ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ,ȴȤȫȲȰ ȫ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ ȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �ற, ȫȤȵȦіȨȻȷюȶь, ȽȲ „ȯіȦȲȥі-Ȼȱȩ“ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя⟨ϕ|�ற = �∗⟨ϕ|, (˕.˕˖)ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ є ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȰ (ͳ.ʹʹ).



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˔˚
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ʹ. ЯȮȽȲ � є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ, ȶȲ Ȧȵі ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱяȨіȭȵȱі.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя. ǽȩȹȤȭ �|ϕ⟩ = �|ϕ⟩. ǾȵȮіȯьȮȬ � є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ, ȶȲ ⟨ϕ|�|ϕ⟩ =⟨ϕ|�|ϕ⟩∗. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȴіȦȱяȱь ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя (ͳ.ʹʹ) і (ͳ.ʹ͵) ȨȤє⟨ϕ|�|ϕ⟩ = ⟨ϕ|�|ϕ⟩∗,�⟨ϕ|ϕ⟩ = �∗⟨ϕ|ϕ⟩,ȫ ȻȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ � = �∗, ȥȲ ȯȬȼȩ ȱȩȱȷȯьȲȦі ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȲȪȷȶь ȴȲȫȧȯяȨȤ-ȶȬȵь, яȮ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱі ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя.ǽȤȵȯіȨȮȲȰ Ⱥієї ȶȩȲȴȩȰȬ Ȧ ȳȲєȨȱȤȱȱі ȫ (ͳ.ʹ͵) є ȶȩ, ȽȲ Ȩȯя ȵȤȰȲȵȳȴя-ȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, � = �ற, ȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȥȴȤ-ȦȩȮȶȲȴ ⟨ϕ| ȨȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲ Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴȤ |ϕ⟩ ȶȤȮȲȪ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȫ ȶȬȰ ȵȤȰȬȰ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ�: ⟨ϕ|� = �⟨ϕ|.
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ͵. ǲȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȴіȫȱȬȰ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ,ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȬȰȬ.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя.ǽȩȹȤȭ �|ϕଵ⟩ = �ଵϕଵ і �|ϕଶ⟩ = �ଶϕଶ. ǾȵȮіȯьȮȤ � є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ, ȶȲȫ (ͳ.ʹͳ) ȦȬȦȲȨȬȰȲ Ͳ = ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ − ⟨ϕଶ|�|ϕଵ⟩∗ == �ଵ⟨ϕଶ|ϕଵ⟩ − �ଶ⟨ϕଵ|ϕଶ⟩∗ == (�ଵ − �ଶ)⟨ϕଶ|ϕଵ⟩.ǾȶȪȩ, ⟨ϕଶ|ϕଵ⟩ = Ͳ, яȮȽȲ �ଵ ≠ �ଶ.ǿȴȬ �ଵ = �ଶ = � ȥȷȨь-яȮȤ ȯіȱіȭȱȤ ȮȲȰȥіȱȤȺія ˅ˋ˓ˑˇˉˈːˋ˘ ȦȯȤȵȱȬȹȦȩȮȶȲȴіȦ |ϕଵ⟩ і |ϕଶ⟩ ȶȤȮȲȪ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȫ ȶȬȰ ȵȤȰȬȰ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤ-ȻȩȱȱяȰ �. Ȇȩ ȨȲȫȦȲȯяє ȫȤȰіȱȬȶȬ ȱȤȥіȴ ȱȩȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȬȹ, Ȥȯȩ ȯіȱіȭȱȲ ȱȩ-ȫȤȯȩȪȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȱȤ ȶȤȮі їȹȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії, ȽȲ є ȦȫȤєȰȱȲ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȬȰȬ.ЯȮȽȲ ȱȩ ȥȷȨȩ яȦȱȲ ȫȤȫȱȤȻȩȱȲ ȫȦȲȴȲȶȱȩ, ȰȬ ȦȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȽȲ ȶȤȮȷ ȲȴȶȲ-ґȲȱȤȯіȫȤȺію ȥȷȯȲ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ, і, ȮȤȪȷȻȬ ȳȴȲ ȱȤȥіȴ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ Ȧȩ-ȮȶȲȴіȦ ȩȴȰіȶȲȦȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, ȰȤȶȬȰȩȰȲ ȱȤ ȷȦȤȫі, ȽȲ Ȧȵі ȦȲȱȬ ȲȴȶȲґȲȱȤȯь-ȱі ȲȨȬȱ ȨȲ ȲȨȱȲȧȲ.ЯȮȽȲ ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȵȮіȱȻȩȱȱі ȱȲȴȰȬ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȬȶȬїȹȱю ȨȲȦȪȬȱȷ ȨȲ ȲȨȬȱȬȻȱȲї. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȫȤȦȪȨȬ ȫȰȲȪȩȰȲ ȲȥȬȴȤȶȬ ȨȯяȴȲȥȲȶȬ ˑ˓˕ˑːˑ˓ˏˑ˅˃ːˋˌ ȱȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ:(ϕ௜ , ϕ௝) = Ɂ௜௝ . (˔.˕˗)ȃ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȳіȨȴȷȻȱȬȮȤȹ ȵȶȦȩȴȨȪȷєȶьȵя (ȷȳȩȦȱȩȱȲ ȤȥȲ ȫ ȱȤȨією), ȽȲȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȩȴȰіȶȲȦȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ є ˒ˑ˅ːˋˏ,



˔˛ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȶȲȥȶȲ ȷȶȦȲȴює ȥȤȫȬȵ, ȽȲ ȲȹȲȳȯює Ȧȩȵь ȳȴȲȵȶіȴ. ǿȩȴȼ ȱіȪ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ ȰȤ-ȶȩȰȤȶȬȻȱȷ ȲȥґȴȷȱȶȲȦȤȱіȵȶь ȶȤȮȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȮȲȴȬȵȱі ȱȤ-ȵȯіȨȮȬ, ȽȲ ȦȬȳȯȬȦȤȯȬ ȥ іȫ ȭȲȧȲ іȵȶȬȱȱȲȵȶі.
ʑˎ˃˔˕ˋ˅ˑ˔˕і ˒ˑ˅ːˑˆˑ ˑ˓˕ˑːˑ˓ˏˑ˅˃ːˑˆˑ ː˃˄ˑ˓˖ЯȮȽȲ ȱȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ௜} є ȳȲȦȱȬȰ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ Ȧ ȱьȲȰȷ ȨȲȦіȯь-ȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ |ɓ⟩, яȮ |ɓ⟩ = ∑௜ ɓ௜|ϕ௜⟩. Ƿ ȷȰȲȦȬ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȵȶі (ͳ.ʹͶ) ȯȩȧȮȲȫȱȤȭȶȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя: ɓ௜ = ⟨ϕ௜|ɓ⟩. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȲȪȩȰȲ ȫȤ-ȳȬȵȤȶȬ |ɓ⟩ = ∑

௜ |ϕ௜⟩൫⟨ϕ௜|ɓ⟩൯ =
= ൭∑௜ |ϕ௜⟩⟨ϕ௜|൱ |ɓ⟩ (˔.˕˘)

Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ |ɓ⟩. Ǻȴȷȧȯі ȨȷȪȮȬ Ȧ (ͳ.ʹͷ) ȱȩȳȲȶȴіȥȱі і ȳȴȬȵȷȶȱіȯȬȼȩ Ȩȯя ȶȲȧȲ, ȽȲȥ ȳіȨȮȴȩȵȯȬȶȬ ȨȦȤ ȵȳȲȵȲȥȬ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȺьȲȧȲ ȴіȦȱя-ȱȱя. ǿȩȴȼȬȭ ȴяȨȲȮ ȷȮȤȫȷє, ȽȲ |ɓ⟩ ȨȲȴіȦȱює ȵȷȰі ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȳȲ-ȰȱȲȪȩȱȬȹ ȱȤ ȵȮȤȯяȴȱі ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ; Ȥ Ȧ ȨȴȷȧȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȳȩȦȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ(ȷ ȨȷȪȮȤȹ) Ȩіє ȱȤ |ɓ⟩ і Ȧ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȨȤє ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ ȦȩȮȶȲȴ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȴіȦȱя-ȱȱя ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя Ȩȯя Ȧȵіȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ |ɓ⟩, Ⱥȩȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȤє ȥȷȶȬ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ (ȤȥȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі):
∑

௜ |ϕ௜⟩⟨ϕ௜| = �. (˔.˕˙)ЯȮȽȲ �|ϕ௜⟩ = �௜|ϕ௜⟩ і ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲ-ȦȤȱȬȭ ȱȤȥіȴ — ȶȲȥȶȲ, ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦі ȴіȦȱȲȵȶі (ͳ.ʹͶ) і (ͳ.ʹ͸), — ȶȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȰȲȪȱȤ ȦіȨȶȦȲȴȬȶȬ Ȧ ȫȴȷȻȱіȭ ȨіȤґȲȱȤȯьȱіȭ ȸȲȴȰі Ȼȩȴȩȫ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩ-ȱȱя і ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ: � = ∑

௜ �௜|ϕ௜⟩⟨ϕ௜|. (˔.˕˚)Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȯȩȧȮȲ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ, ȳіȨȵȶȤȦȬȦȼȬ Ȧ (ͳ.ʹ͹) ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ, ȴȲȫ-ȮȯȤȨȩȱȬȭ Ȼȩȴȩȫ (ͳ.ʹͷ). ǲȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȻȬ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя, ȰȲ-ȪȱȤ ȨȤȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ˗˖ːˍ˙ії ˅іˇ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃,�(�) = ∑

௜ �(�)௜|ϕ௜⟩⟨ϕ௜|. (˔.˕˛)ǺȲȴȬȵȱіȵȶь ȺȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ і є ȳȴȬȻȬȱȲю ȶȲȧȲ, ȻȲȰȷ ȥȤȧȤȶȲ ȤȦȶȲȴіȦ ȥȩȫ-ȨȲȮȤȫȲȦȲ ȳȴȬȳȷȵȮȤюȶь, ȽȲ Ȧȵі ȩȴȰіȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺіȳȲȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ʡ˃ ˚ˋ ˙ˈ ˔˒˓˃˅ˇі ˕˃ˍ?



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˔˜ǱȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ ȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ�-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲ-ȴі ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ, яȮ � × �-ȰȤȶȴȬȺю [ȨȬȦ. ȲȥȧȲȦȲȴȩȱȱя ȳіȵȯя (ͳ.ͳͲ)].ȃȰȲȦȲю ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȲȧȲ ȴіȼȩȱȱя ȰȤȶȴȬȻȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩ-ȱȱя �ϕ = λϕ, (˔.˕˜)Ȩȩ � ȮȦȤȨȴȤȶȱȤ ȰȤȶȴȬȺя, Ȥ ϕ ȦȩȮȶȲȴ-ȵȶȲȦȳȩȺь, єdet |� − λ�| = Ͳ. (˔.˖˓)ȀȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȨȩȶȩȴȰіȱȤȱȶȤ ȨȤє ȰȱȲȧȲȻȯȩȱ ȫȤ λ ȵȶȩȳȩȱя�, яȮȬȭ ȳȲ-ȦȬȱȩȱ ȰȤȶȬ� ȮȲȴȩȱіȦ. ǺȲȪȩȱ ȮȲȴіȱь є ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ, яȮȲȰȷ ȰȤє ȦіȨ-ȳȲȦіȨȤȶȬ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ. ЯȮȽȲ Ȧȵі � ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȴіȫȱі, ȶȲ ȦіȨȳȲȦіȨ-ȱі їȰ ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶю ȲȹȲȳȯяȶь ȷȦȩȵь �-ȴȲȫȰіȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ. ǿȩȦ-ȱȤ ȲȥȩȴȩȪȱіȵȶь ȳȲȶȴіȥȱȤ ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȮȴȤȶȱȬȹ ȮȲȴȩȱіȦ (ȦȬȴȲȨȪȩȱȬȹ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь), Ȥȯȩ ȭ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȱȩ є ȵȮȯȤȨȱȬȰ. [ǴȬȦ., ȱȤ-ȳȴȬȮȯȤȨ, ȮȱȬȧȷ ǴȪȲȴȨȤȱȤ [˜˜], ȂȩȲȴȩȰȤ ˔˖.˔].ǾȨȱȤȮ Ⱥі ȤȴґȷȰȩȱȶȬ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȱȩȵȶȬ ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȬȭȳȴȲȵȶȲȴ. І ȵȳȴȤȦȨі, яȮȽȲ ȦȫяȶȬ � ȴіȦȱȬȰ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶі, ȶȲ (ͳ.͵Ͳ) ȨȤȵȶьȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȭ ȵȶȩȳȩȱȩȦȬȭ ȴяȨ ȫȤ λ, яȮȬȭ ȱȩ ȮȲȱȻȩ ȰȤє ȮȲȴȩȱі, ȱȤȦіȶь ȫȤȷȰȲȦȬ ȫȥіȪȱȲȵȶі. (ȄȤȮȶȬȻȱȲ, ȨȩȶȩȴȰіȱȤȱȶ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȲї ȰȤȶȴȬȺіє ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȨȩяȮȬȹ ȲȮȴȩȰȬȹ ȦȬȳȤȨȮіȦ.) ǿȴȲȵȶȬȭ ȮȲȱȶȴ-ȳȴȬȮȯȤȨ ȫȤȵȦіȨȻȷє, ȽȲ Ⱥя ȶȩȲȴȩȰȤ ȫȤȧȤȯȲȰ ȱȩȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȤ Ȩȯя ȱȩȵȮіȱȻȩȱ-ȱȲȦȬȰіȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � = −��/��, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȭ ȱȤ ȳȴȲȵȶȲȴі ȨȬȸȩȴȩȱ-ȺіȭȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȫȤ � Ȩȯя � ≤ � ≤ � (ȰȩȪі � і � ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ яȮ ȵȮіȱ-ȻȩȱȱȬȰ, ȶȤȮ і ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȰȬ). ȁȳȴяȪȩȱȬȭ ȨȲ ȱьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �ற ȦȬȫȱȤ-ȻȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȴіȦȱяȱȱя (ͳ.ʹͳ), яȮȩ ȱȤȴȤȫі ȰȤє ȦȬȧȯяȨ௕න௔ ϕ∗(�)�றɗ(�) �� = ቐ ௕න௔ ɗ∗(�)�ϕ(�) ��ቑ∗ =
= ௕න௔ ϕ∗(�)�ɗ(�) �� + �ൣɗ(�)ϕ∗(�)൧ห௔௕ . (˔.˖˔)

ǴȴȷȧȬȭ ȴяȨȲȮ ȲȶȴȬȰȤȱȲ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱяȰ ȳȲ ȻȤȵȶȬȱȤȹ. ЯȮȽȲ ȧȴȤȱȬȻȱі ȷȰȲ-ȦȬ ȱȤȮȯȤȨȩȱȲ ȶȤȮ, ȽȲȥ ȲȵȶȤȱȱіȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȲȥȩȴȶȤȦȵя ȱȤ ȱȷȶь, ȶȲ �, ȲȻȩȦȬ-ȨȱȲ, є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ.ȀіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя−� ���ϕ(�) = λϕ(�), (˔.˖˕)



˕˓ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȺȩ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȩ ȴіȦȱяȱȱя, ȽȲ ȰȤє ȴіȼȩȱȱя ϕ(�) = ��௜஛௫ , Ȩȩ � = const.ǾȨȱȤȮ ȳȴȬ ȭȲȧȲ ȴȲȫȧȯяȨі, яȮ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �,ȱȤȵ ȺіȮȤȦȯяȶь ȯȬȼȩ ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії Ȧ ȰȩȪȤȹ ȳȩȦȱȲȧȲ ȯіȱіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.ǲ ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі ȦіȨ ȧȴȤȱȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ, ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȮіȯьȮȤ ȯіȱіȭȱȬȹ ȳȴȲ-ȵȶȲȴіȦ:
ʞ˓ˑ˔˕і˓ �૚. Ǳȩȫ ȧȴȤȱȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ.ǲȵі ȮȲȰȳȯȩȮȵȱі λ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȶȲȨі� ȱȩ є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ,Ⱥȩȭ ȦȬȳȤȨȲȮ ȱȤȵ ȱȩ ȺіȮȤȦȬȶь.
ʞ˓ˑ˔˕і˓ �૛. � = −∞, � = +∞, |ϕ(�)| ȲȥȰȩȪȩȱȤ ȳȴȬ |�| → ∞.ǲȵі Ȩіȭȵȱі λ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ. ǲȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії ϕ(�) ȱȩ ȰȤюȶь ȵȮіȱ-ȻȩȱȱȲї ȱȲȴȰȬ, ȳȴȲȶȩ ȦȲȱȬ ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȷ ȶȲȰȷ ȵȩȱȵі, ȽȲ ȨȲ-Ȧіȯьȱȷ ȸȩȱȮȺію ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ȼȩȴȩȫ іȱȶȩґȴȤȯ Ȅȷȴ’є — яȮȬȭ, ȫȤ ȥȤȪȤȱȱя,ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȺіȱȬȮȬ, яȮ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȷ ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ.
ʞ˓ˑ˔˕і˓ �૜. � = −�/ʹ, � = +�/ʹ, ȳȩȴіȲȨȬȻȱі ȧȴȤȱȬȻȱі ȷȰȲȦȬ ϕ(−�/ʹ) =ϕ(�/ʹ).ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȷȶȦȲȴююȶь ȨȬȵȮȴȩȶȱȷ ȰȱȲȪȬȱȷ λ = λ௡ = ʹπ�/�, Ȩȩ �ȳȴȲȥіȧȤє Ȧȵі Ⱥіȯі ȫȱȤȻȩȱȱя ȦіȨ−∞ ȨȲ+∞. ǲȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії ȷȶȦȲȴююȶь ȲȴȶȲ-ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȱȤȥіȴ (ȳȴȬ ȫȴȷȻȱȲȰȷ ȦȬȥȲȴі �), ȳȲȦȱȲȶȤ яȮȲȧȲ ȨȲȦȲȨȬȶьȵя ȦȶȩȲȴії ȴяȨіȦ Ȅȷȴьє.
ʞ˓ˑ˔˕і˓ �૝. � = −∞, � = +∞, ϕ(�) → Ͳ ȳȴȬ � → ±∞.ȅȲȻȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴ� є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ, Ȧіȱ ȱȩ ȰȤє ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȷ ȺьȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲ-ȴі. Ȇі ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȦȬȴȤȫȱȲ ȫȤȵȦіȨȻȷюȶь, ȽȲ ˈ˓ˏі˕ˑ˅ˋˌ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ˖ ːˈ˔ˍіː-
˚ˈːːˑ˅ˋˏі˓ːˑˏ˖ ˅ˈˍ˕ˑ˓ːˑˏ˖ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓і ˏˑˉˈˏ˃˕ˋ, ˃ ˏˑˉˈ ˌ ːˈ ˏ˃˕ˋ ˒ˑ˅-
ːˑˆˑ ː˃˄ˑ˓˖ ˅ˎ˃˔ːˋ˘ ˅ˈˍ˕ˑ˓і˅, ȫȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȹȤȴȤȮȶȩȴȷ ȵȤȰȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȶȤ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǽȤ ȽȤȵȶя, ȥȤȪȤȱі Ȩȯя ȱȤȵ ȦȬȴȤȫȬȱȤ ȫȴȤȫȲȮ (ͳ.ʹ͸), (ͳ.ʹ͹) і (ͳ.ʹͺ), ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ ȶȤȮ, ȽȲ ȦȲȱȬ ȱȩȦȬȰȤȧȤȶȬȰȷȶь іȵȱȷȦȤȱȱя ȻіȶȮȲ ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ.
ʠ˒ˈˍ˕˓˃ˎьː˃ ˕ˈˑ˓ˈˏ˃ǷȲȦȱіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ |ϕ௜⟩⟨ϕ௜|, ȷȶȦȲȴȩȱȬȭ ȫ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȨȬȱȬȻȱȲї ȱȲȴȰȬ є ȳȴȬ-ȮȯȤȨȲȰ ˒˓ˑˈˍ˙іˌːˑˆˑ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃. ǲȫȤȧȤȯі, ȥȷȨь-яȮȬȭ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ �, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦі �ଶ = �, є ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȰ. ǲіȱ ȦȬȲȮȴȩȰȯюєȳȴȲȩȮȺію ȦȩȮȶȲȴȤ |ϕ௜⟩ ȱȤ ȳȩȦȱȬȭ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ і ȫȱȬȽȷє ȴȩȼȶȷ ȭȲȧȲ ȵȮȯȤ-ȨȲȦȬȹ, ȽȲ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱі ȺьȲȰȷ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȲȦі. ЯȮȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ (ͳ.ʹ͹)ȰȤє



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˔ȦȬȴȲȨȪȩȱȬȭ ȵȳȩȶȴ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȱȤ ȳіȨ-ȳȴȲȵȶіȴ, ȱȤȶяȧȱȩȱȬȭ ȱȤ ȦȬȴȲȨȪȩȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ �௜ =�, �(�) = ∑

௜ |ϕ௜⟩⟨ϕ௜|Ɂ௔,௔೔ , (˔.˖˖)
і (˔.˕˚) ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ, яȮ� = ∑

௔ ��(�). (˔.˖˗)
ȁȷȰȤ ȫȤ� ȥȩȴȩȶȵя ȳȲ ȦȵьȲȰȷ ȵȳȩȮȶȴȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь. [ȂȤ ȲȵȮіȯьȮȬ�(�) =Ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ �, ȽȲ ȱȩ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ, ȶȲ ȰȬ ȦіȯьȱȲ ȰȲȪȩȰȲ ȳȲȼȬ-ȴȬȶȬ ȵȷȰȷ ȭ ȱȤ Ȧȵі Ȩіȭȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя � ȳȲȫȤ ȰȩȪȤȰȬ ȵȳȩȮȶȴȷ.]ǽȤȦȩȨȩȱі ȳіȵȯя (˔.˖˕) ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȱȤȦȲȨяȶь ȱȤ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя (яȮ ȦȬяȦ-ȯяєȶьȵя, ȳȴȤȦȬȯьȱȩ), ȽȲ ȱȤяȦȱі Ȧ ȱȬȹ ȳȴȲȥȯȩȰȬ ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰȵȳȩȮȶȴȲȰ, ȶȲȰȷ ȵȯіȨ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ (˔.˖˗) ȷ ȦȬȧȯяȨі, яȮȬȭ ȲȨȱȤȮȲȦȲ ȧȲȨȬȦȵя ȥі Ȩȯя ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȧȲ, і Ȩȯя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴіȦ. ǽȤȭȫȴȷȻȱіȼȩ Ⱥȩ ȫȴȲȥȬȶȬȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю іȱȶȩґȴȤȯȤ ȁȶȬȯьȶьєȵȤ, ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя, яȮ௕න௔ �(�) �σ(�) = lim೙→ಮ

௡∑
௞ୀଵ �(�௞)ൣσ(�௞) − σ(�௞ିଵ)൧, (˔.˖˘)

Ȩȩ ȰȩȪȤ ȥȩȴȩȶьȵя ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲ ȮȲȪȩȱ іȱȶȩȴȦȤȯ (�௞ − �௞ିଵ) ȳȴȤȧȱȩ ȨȲȱȷȯя ȳȴȬ � → ∞. ǽȩȵȳȤȨȱȤ ȸȷȱȮȺія σ(�) ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˏі˓ˑю. ȃ ȦȬȳȤȨȮȷσ(�) = �, ȶȲ (˔.˖˘) ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ ȥіȯьȼ ȫȦȬȻȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȀіȰȤȱȤ. ЯȮȽȲ�σ(�)/�� іȵȱȷє, ȶȲ
න(ȁȶȬȯьȶьєȵ) �(�) �σ(�) = න(ȀіȰȤȱ) �(�) ൬�σ(�)�� ൰ ��.

Ȇȩ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱя ȵȶȤє ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȬȰ ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ ȰȬ ȨȲȫȦȲȯяєȰȲσ(�)ȥȷȶȬ ȴȲȫȴȬȦȱȲю. ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, ȽȲσ(�) = ℎθ(� − �), (˔.˖˙)Ȩȩ θ(�) = Ͳ Ȩȯя � < Ͳ, θ(�) = ͳ Ȩȯя � > Ͳ. ЄȨȬȱȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȷ (˔.˖˘),яȮȬȭ ȨȤȦȤȶȬȰȩ ȦȱȩȵȲȮ ȷ іȱȶȩґȴȤȯ, Ⱥȩ ȶȲȭ, Ȩȯя яȮȲȧȲ �௞ିଵ < �, Ȥ �௞ > �.ǷȱȤȻȩȱȱяȰ іȱȶȩґȴȤȯȤ є ℎ�(�).Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȧȲȶȲȦі ȵȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ ˔˒ˈ˕˓˃ˎьː˖ ˕ˈˑ˓ˈˏ˖.



˕˕ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ

ʟˋ˔. ͳ.ͳ. ǾȨȬȱ ȫ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȴȲȫȴȬȦȱȲї ȸȷȱȮȺії ȰіȴȬ [ȨȬȦ. ȴіȦȱяȱȱя (˔. ˖˙)].
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ Ͷ.˕ Ǵȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � іȵȱȷє єȨȬȱȤ ȵіȰ’яȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ �(λ), Ȩȩ λ ȳȴȲȥіȧȤє Ȧȵі Ȩіȭȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя, ȫ ȶȤȮȬȰȬȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ:(i) ЯȮȽȲ λଵ < λଶ ȶȲ �(λଵ)�(λଶ) = �(λଶ)�(λଵ) = �(λଵ) [ȳȴȲȵȶіȼȩ ȮȤ-ȪȷȻȬ, Ⱥȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ �(λ) ȳȴȲȩȮȶȷє ȱȤ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ, яȮȬȭ ȦіȨȳȲȦіȨȤєȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ ≤ λ];(ii) ЯȮȽȲ ɂ > Ͳ, ȶȲ �(λ + ɂ)|ɗ⟩ → �(λ)|ɗ⟩ ɂ → Ͳ;(iii) �(λ)|ɗ⟩ → Ͳ ȳȴȬ λ → ∞;(iv) �(λ)|ɗ⟩ → |ɗ⟩ ȳȴȬ λ → +∞;

(v) శಮ∫షಮ λ ��(λ) = �. (˔.˖˚)
ȃ (ii), (iii) і (iv) ɗ є ȨȲȦіȯьȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ. ІȱȶȩґȴȤȯ ȷ (v) ȫȤ ȳȴȲȩȮȶȲȴȲȫȱȤ-ȻȱȲю ȰіȴȲю �(λ) ȸȲȴȰȤȯьȱȲ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ (˔.˖˘), ȨȲȵȶȲȶȷȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȻȬȱȲȰ, яȮ ȫȦȬȻȤȭȱȤ ȻȬȵȯȲȦȤ ȰіȴȤ.ȀіȦȱіȵȶь (˔.˖˚) є ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱяȰ (˔.˕˚) Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲ-ȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, яȮȬȭ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ ȤȥȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴ, ȤȥȲȪ ȳȲєȨȱȤȱȱя ȲȥȲȹ ȶȬȳіȦ ȵȳȩȮȶȴȷ. ǲіȨȳȲȦіȨȱȩ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱя (˔.˕˛) ȰȤє ȦȬ-ȧȯяȨ

�(�) = ାஶනିஶ �(λ) ��(λ). (˔.˖˛)
˕ǴȲȦȩȨȩȱȱя ȨȬȦ. ȷ ȀіȵȤ і ȁ.-ǽȤȨя [˔˘˖], § ˔˕˓.



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˖
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ: ˇˋ˔ˍ˓ˈ˕ːˋˌ ˔˒ˈˍ˕˓ǺȲȯȬ (˔.˖˚) ȫȤȵȶȲȵȲȦȷєȶьȵя ȨȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȰ ȵȳȩȮȶȴȲȰ, єȨȬȱіȦȱȩȵȮȬ ȨȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ ȨȤюȶь ȴȲȫȴȬȦȬ ȷ ȳȴȲȩȮȶȲȴȲȫȱȤȻȱіȭ ȸȷȱȮȺії�(λ) = ∑

௜ |ϕ௜⟩⟨ϕ௜| θ(λ − �௜), (˔.˖˜)
ȽȲ ȵȶȤюȶьȵя ȱȤ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱȱяȹ. ȀȲȫȴȬȦ ȳȴȬ λ = � ȨȤє яȮȴȤȫ�(�) ȫ ȴіȦ-ȱяȱȱя (˔.˖˖). ȂȲȪ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ (˔.˖˚) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ (˔.˖˗) ȤȥȲ (˔.˕˚).
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ: ːˈ˒ˈ˓ˈ˓˅ːˋˌ ˔˒ˈˍ˕˓ǷȤ ȳȴȬȮȯȤȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȵȳȩȶȴȲȰ, ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �,ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȭ, яȮ �ɗ(�) = �ɗ(�) Ȩȯя Ȧȵіȹ ȸȷȱȮȺіȭ ɗ(�). ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ� = �ற. ȀіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �ϕ(�) = λϕ(�) ȰȤє ȸȲȴȰȤȯьȱȩ ȴі-ȼȩȱȱя ϕ(�) = Ɂ(� − λ), Ȩȩ λ є ȨіȭȵȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю, Ȥ Ɂ(� − λ) — ȨіȴȤȮȲȦȤ„ȨȩȯьȶȤ-ȸȷȱȮȺія“. ǽȤȵȳȴȤȦȨі Ɂ(� − λ) ȱȩ є ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю ȸȷȱȮȺією˖,ȶȲȰȷ, ȵȶȴȲȧȲ ȮȤȪȷȻȬ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ȱȩ ȰȤє ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ.ǰ ȳȴȲȶȩ, ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȤ ȶȩȲȴȩȰȤ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȭ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ. ǿȴȲȩ-ȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ Ȩȯя � ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя, яȮ�(λ)ɗ(�) = θ(� − λ)ɗ(�); (˔.˗˓)Ȧіȱ ȨȲȴіȦȱює ɗ(�) ȳȴȬ � < λ і Ͳ ȳȴȬ � > λ. ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȯȩȧȮȲ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦіȶь (˔.˖˚) Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲї ȸȷȱȮȺії ɗ(�):ାஶනିஶ λ ��(λ)ɗ(�) = ାஶනିஶ λ �ൣθ(λ − �)ɗ(�)൧ == �ɗ(�) = �ɗ(�).(ǿȴȬ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱі ȺьȲȧȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ ȰȤєȰȲ ȳȤȰ’яȶȤȶȬ, ȽȲ λ є ȫȰіȱȱȲю іȱȶȩ-ґȴȷȦȤȱȱя, Ȥ � ȷ ȨȤȱȲȰȷ ȴȤȫі ȦȬȵȶȷȳȤє ȵȶȤȯȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю.)Ƿ ȻȤȵіȦ ǴіȴȤȮȤ ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȫȤȦȩȨȩȱȲ ȳȬȵȤȶȬ ȸȲȴȰȤȯьȱі ȴіȦȱя-ȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя і Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ�, ȽȲ ȰȤюȶь ȱȩȳȩȴȩȴȦ-ȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴ: �|�⟩ = �|�⟩. (˔.˗˔)ȃȰȲȦȤ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȵȶі Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ⟨�′|�ᇳ⟩ = Ɂ(�′ − �ᇳ). (˔.˗˕)˖Її ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ „ȴȲȫȳȲȨіȯ“ ȤȥȲ „ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȷ ȸȷȱȮȺію“. ǴȬȦ. ǳȩȯьȸȤȱȨȤ ȭ ȈȬȯȲ-ȦȤ [˚˔] Ȩȯя ȵȬȵȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲ ȦȬȦȻȩȱȱя.



˕˗ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȱȲȴȰȤ ȺȬȹ ȸȲȴȰȤȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȤ,ȲȵȮіȯьȮȬ (˔.˗˕) ȨȤє ⟨�|�⟩ = ∞. ǷȤȰіȵȶь ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲї ȶȩȲȴȩȰȬ (˔.˖˚) Ȩȯя�, ǴіȴȤȮ ȫȤȳȬȵȤȦ ȥȬ: � = ାஶනିஶ �|�⟩⟨�| ��, (˔.˗˖)
ȽȲ є ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȤȱȤȯȲґȲȰ ȴіȦȱяȱȱя (˔.˕˚).ǴіȴȤȮȲȦȩ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȱȩ ȦȳȬȵȷєȶьȵя Ȧ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȷ ȶȩȲȴію ˆіˎь-
˄ˈ˓˕ˑ˅ˑˆˑ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓˖, яȮȬȭ ȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩ ȦȩȮȶȲȴȬ ȫі ȵȮіȱȻȩȱȱȲю ȱȲȴȰȲю.ǿȴȲȩȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ (˔.˗˓), ȸȲȴȰȤȯьȱȲ ȫȤȳȬȵȤȱȬȭ ȷ ȦȬȧȯяȨі

�(λ) = ஛නିஶ |�⟩⟨�| ��, (˔.˗˗)
є ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ ȱȤ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȳȴȲȶȩ ȭȲȧȲ ȳȲȹіȨȱȤ��(λ)/�� = |�⟩⟨�| ȱȩ іȵȱȷє Ȧ ȰȩȪȤȹ, ȲȮȴȩȵȯȩȱȬȹ ȺȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰ.Ǳіȯьȼіȵȶь ȵȳȴȲȥ ȱȤȨȤȶȬ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȵȶȴȲȧȲȧȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲȦȬȧȯяȨȷ ȳȲȯяȧȤюȶь ȷ ȦȬȳȴȤȦȯȩȱі ȤȥȲ ȲȥȰȩȪȩȱȱі ȨіȴȤȮȲȦȲȧȲ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷȨȯя ȭȲȧȲ ȷȫȧȲȨȪȩȱȱя ȫ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰ. ǿȴȤȦȤȥȯȬȦȲю ȤȯьȶȩȴȱȤ-ȶȬȦȲю ȺьȲȰȷ є ȴȲȫȼȬȴȩȱȱя ȵȶȴȷȮȶȷȴȬ ȵȤȰȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ,ȽȲ ȨȲȫȦȲȯяє ȦȮȯюȻȬȶȬ Ȧ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȬȭ ȴȲȫȧȯяȨ ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲюȱȲȴȰȲю. ЯȮȴȤȫ Ⱥȩ ȰȬ ȭ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȧ ȱȤȵȶȷȳȱȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі.
ʜ˃˄і˓ ˍˑˏ˖˕˃˕ˋ˅ːˋ˘ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓і˅ǴȲȵі ȰȬ ȲȥȧȲȦȲȴюȦȤȯȬ ȯȬȼȩ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȲȮȴȩȰȲ ȦȫяȶȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ǿȴȩ-ȨȰȩȶȲȰ ȴȲȫȧȯяȨȷ ȱȤȵȶȷȳȱȬȹ ȨȦȲȹ ȶȩȲȴȩȰ є ȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȲȮ ȰіȪ ȴіȫȱȬȰȬȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ.
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ͷ. ЯȮȽȲ � і� є ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ, ȮȲȪȩȱ ȫ яȮȬȹ ȰȤєȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, і яȮȽȲ �� = ��, ȶȲ ȶȤȮȲȪ іȵȱȷє ȳȲȦȱȬȭȱȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ, яȮі ȲȨȱȲȻȤȵȱȲ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ � і �.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя.ǽȩȹȤȭ {|�௡⟩} і {|�௠⟩}ȳȲȦȱі ȱȤȥȲȴȬ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ� і � ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ: �|�௡⟩ = �௡|�௡⟩, �|�௕⟩ = �௠|�௠⟩. ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ � Ȼȩȴȩȫ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ �:|�௡⟩ = ∑

௡ �௠|�௠⟩,Ȩȩ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ �௠ ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ |�௡⟩. ǴȩяȮі ȫȱȤȻȩȱȱя�௠ ȰȲȪȷȶь ȫȥіȧȤȶȬȵя (ȷ ȴȤȫі ȦȬȴȲȨȪȩȱȱя ȵȳȩȮȶȴȷ), ȶȲȰȷ ȥȤȪȤȱȲ ȳȲєȨȱȤȶȬ



§ ˔.˖. ȁȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˘Ȧȵі ȨȲȨȤȱȮȬ ȫ �௠ = � Ȧ ȲȨȬȱ ȦȩȮȶȲȴ|(�௡)�⟩ = ∑

௠ �௠|�௠⟩Ɂ௕,௕೘ .ǲіȨȶȤȮ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ|�௡⟩ = ∑

௕ |(�௡)�⟩, (˔.˗˘)
Ȩȩ ȵȷȰȤ ȥȩȴȩȶьȵя ȫȤ ȦȵіȰȤ ȦіȨȰіȱȱȬȰȬ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ �. Ȃȩȳȩȴ(� − �௡)|�௡⟩ = Ͳ= ∑

௕ (� − �௡)|(�௡)�⟩. (˔.˗˙)
ǴȤȯі ȳȲȨієȰȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ � ȱȤ ȮȲȪȩȱ ȲȮȴȩȰȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȷ ȨȴȷȧȲȰ ȴяȨȮȷ(˔.˗˙) і ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶь �� = ��:�(� − �௡)|(�௡)�⟩ = (� − �௡)�|(�௡)�⟩ == �(� − �௡)|(�௡)�⟩.ǷȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ (� − �௡)|(�௡)�⟩ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȫȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ �. ǾȶȪȩ, ȨȲȨȤȱȮȬ Ȧ (˔.˗˙) ȳȲȦȬȱȱі ȥȷȶȬ ȲȴȶȲґȲȱȤȯь-ȱȬȰȬ, Ȥ ȶȲȰȷ ȯіȱіȭȱȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȰȬ. ǲȵя ȵȷȰȤ ȰȲȪȩ ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȱȷȯю ȯȬ-ȼȩ ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ȮȲȪȩȱ її ȲȮȴȩȰȬȭ Ȼȯȩȱ є ȱȷȯьȲȦȬȰ:(� − �௡)|(�௡)�⟩ = ͲȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, |(�௡)�⟩ є ȦȯȤȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ яȮ �, ȶȤȮ і �, ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱ-ȱяȰȬ �௡ і � ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȤȥіȴ {|�௡⟩} є ȳȲȦȱȬȰ, ȶȲ ȱȤȥіȴ {|(�௡)�⟩},ȽȲ яȦȯяє ȵȲȥȲю ȭȲȧȲ ȴȲȫȼȬȴȩȱȱя, ȶȤȮȲȪ є ȳȲȦȱȬȰ. ǾȶȪȩ іȵȱȷє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤ-ȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ Ȩȯя � і � ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ.Ȇю ȶȩȲȴȩȰȷ ȯȩȧȮȲ ȳȲȼȬȴȬȶȬ ȱȤ ȨȲȦіȯьȱȷ ȮіȯьȮіȵȶь ȦȫȤєȰȱȲ ȮȲȰȷȶȤ-ȶȬȦȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, яȮȽȲ ȰȬ ȰȤєȰȲ ȶȴȬ ȶȤȮі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, �, � і�, ȶȲ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ � Ȼȩȴȩȫ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹȦȩȮȶȲȴіȦ Ȩȯя� ȶȤ�, і ȳȲȦȶȲȴȬȶȬ Ȧȵі ȮȴȲȮȬ ȫ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȨȲȦȩȨȩȱȱя, ȽȲȥȲȶȴȬȰȤȶȬ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ Ȩȯя �, � і �.ǷȦȲȴȲȶȱȩ ȨȲ Ⱥієї ȶȩȲȴȩȰȬ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя — ȽȲ � і � ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі, яȮȽȲȰȤюȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, — ȶȴȬȦіȤȯьȱȲ ȨȲȦȲȨȬ-ȶьȵя ȫ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȱȱяȰ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя (˔.˕˚).ǽȩȹȤȭ (�, �, … ) — ȦȫȤєȰȱȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȳȲȴȲȨȪȷюȶьȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǾȮȴȩȰȲȰȷ ȦȯȤȵȱȲȰȷ ȫȱȤȻȩȱȱю



˕˙ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȮȲȪȱȲȧȲ ȫ ȺȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȰȲȪȩ ȦіȨȳȲȦіȨȤȶȬ ȥіȯьȼȩ ȲȨȱȲȧȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲ Ȧȩ-ȮȶȲȴȤ. ǿȴȲȶȩ яȮȽȲ Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȮȲȰȥіȱȤȺії ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь (�௡, �௠, … )іȵȱȷє ȱȩ ȥіȯьȼȩ, ȱіȪ ȲȨȬȱ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ (ȱȩ ȦȴȤȹȲȦȷюȻȬ ȴіȫȱȬȺі ȷ ȸȤȫіȤȥȲ Ȧ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱі), ȶȲȨі ȮȤȪȷȶь, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ (�, �, … ) ȷȶȦȲȴююȶь ˒ˑ˅-
ːˋˌ ˍˑˏ˖˕˃˕ˋ˅ːˋˌ ː˃˄і˓.
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ͸. ǱȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȷȵіȰȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȳȲȦȱȲ-ȧȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ, ȰȤє ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺією ȺȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя.ǽȩȹȤȭ (�, �,… )— ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȻȬїȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ єȨȬȱȬȰ ȻȬȱȲȰ (ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȸȤȫȬ ȭ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя) ȦȬȫȱȤ-ȻȤюȶьȵя ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȺȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ǷȤȳȬȼȩȰȲ ȶȬȳȲȦȬȭ ȦȯȤ-ȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ, яȮ |�௡, �௠, … ⟩. ǽȩȹȤȭ � — ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȮȲȪȱȬȰȩȯȩȰȩȱȶȲȰ ȱȤȥȲȴȷ (�, �, … ). ȂȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȽȲ � є ȸȷȱȮȺією ȺьȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ � ȰȤє ȶі Ȫ ȵȤȰі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ, Ȥ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя, Ȧ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱя ȦȬȴȤȫȷ (˔.˕˛), є ȳȩȦȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤ-Ȼȩȱь ȺьȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ǾȵȮіȯьȮȬ � ȮȲȰȷȶȷє ȫ (�, �,… ), ȶȲ, ȫȤ Ȃȩ-ȲȴȩȰȲю ˘, іȵȱȷє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ Ȩȯя (�, �, … , �).ȂȤ ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ {|�௡, �௠, … ⟩} є єȨȬȱȬȰȬ ȵȳіȯьȱȬȰȬ Ȩȯя ȳȲȦȱȲ-ȧȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ (�, �, … ), ȶȲ ȫ ȺьȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȦȲȱȬ ȰȷȵяȶьȥȷȶȬ ȶȤȮȲȪ і ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȫȥіȯьȼȩȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ (�, �,… , �). ȂȤȮȬȰȻȬȱȲȰ, �|�௡, �௠, … ⟩ = �௡௠…|�௡, �௠, … ⟩.ǿȲȫȤяȮ ȮȲȪȩȱ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ єȨȬȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱіȫȱȤȻȩȱȱя (�௡, �௠, … ), ȶȲ іȵȱȷє ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȩ ȦіȨȲȥȴȤȪȩȱȱя (�௡, �௠, … ) →�௡௠…, Ȥ ȲȶȪȩ, ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя � ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȸȷȱȮȺію ȦȯȤȵȱȬȹȫȱȤȻȩȱь (�, �, … ). ȂȲȥȶȲ, �௡௠… = �(�௡, �௠, … ). Ȇȩ ȨȲȦȲȨȬȶь, ȽȲ � є ȸȷȱ-ȮȺією ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȦȱȲȧȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ: � = �(�, �,… ).ȃ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȹ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȰȲ-ȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȲȨȬȱ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȫ ȱȩȦȬȴȲȨȪȩȱȬȰ ȵȳȩȮȶȴȲȰ ȦȯȤȵȱȬȹȫȱȤȻȩȱь. І ȵȳȴȤȦȨі — ȲȨȬȱ ȶȤȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȤȰ ȳȲ ȵȲȥі ȷȶȦȲȴює ȳȲȦȱȬȭȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ.
§ ͳ.Ͷ. ʒіˎь˄ˈ˓˕і˅ ˒˓ˑ˔˕і˓ і ˑ˔ː˃˜ˈːˋˌ ˆіˎь˄ˈ˓˕і˅ ˒˓ˑ˔˕і˓ȃ § ˔.˔ ȰȬ ȲȫȱȤȻȬȯȬ ȯіȱіȭȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ, яȮ ȰȱȲȪȬȱȷ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ,ȫȤȰȮȱȩȱȷ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȳȩȴȤȺіȭ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȶȤ ȰȱȲȪȩȱȱя ȱȤ ȵȮȤȯяȴȬ. ǲȵі ȵȮіȱ-ȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱі ȳȴȲȵȶȲȴȬ ȲȨȱȤȮȲȦȲї ȴȲȫȰіȴȱȲȵȶі є іȫȲȰȲȴȸȱȬȰȬ, ȳȴȲȶȩ ȷȦȬȳȤȨȮȷ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲї ȮіȯьȮȲȵȶі ȦȬȰіȴіȦ ȰіȪ ȴіȫȱȬȰȬ ȳȴȲȵȶȲȴȤȰȬ ȰȲȪȷȶьіȵȱȷȦȤȶȬ ȳȩȦȱі ȦіȨȰіȱȱȲȵȶі. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ



§ ˔.˗. ǳіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ і ȲȵȱȤȽȩȱȬȭ ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ ˕˚ȱȤȥіȴ ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ௡ ∶ � = ͳ, ʹ, … }. Ƿ їȹ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȰȬ ȰȲȪȩȰȲȷȶȦȲȴȬȶȬ ȯіȱіȭȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ �, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȷȵіȹ ȰȲȪȯȬ-ȦȬȹ ȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ ȯіȱіȭȱȬȹ ȮȲȰȥіȱȤȺіȭ ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǾȶȪȩ, � ȰіȵȶȬȶьȷȵі ȦȩȮȶȲȴȬ ȦȬȧȯяȨȷ ɗ = ∑௡ �௡ϕ௡, Ȩȩ ȵȷȰȤ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȥȷȨь-яȮȷ ˔ˍіː˚ˈːː˖ȮіȯьȮіȵȶь ȻȯȩȱіȦ.ǿȴȲȵȶіȴ � ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȼȬȴȬȶȬ, ȨȲȨȤȦȼȬ ȨȲ ȱьȲȧȲ ȧȴȤȱȬȻȱі ȶȲȻȮȬ ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶȩȭ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȵȷȰȬ ȫȥіȪȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲ-ȧȲ ȴяȨȷ. ȂȤ ȵȳȩȴȼȷ ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȨȤȶȬ ȻіȶȮȩ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ˊ˄іˉːˑ˔˕і ȷ ȦȩȮȶȲȴ-ȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ǽȤȭȫȴȷȻȱіȼȩ Ⱥȩ ȫȴȲȥȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȲȱяȶȶя ȱȲȴȰȬ. ǼȬ ȮȤȪȩ-ȰȲ, ȽȲ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь {ɗ௜} ȳȴȬ � → ∞ ȫȥіȧȤєȶьȵя ȨȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ɖ, ȷ ȶȲȰȷ і ȯȬȼȩȦ ȶȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ lim௜→ஶ ‖ɗ௜ − ɖ‖ = ͲǴȲȨȤȦȤȱȱя ȨȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ � Ȧȵіȹ ȶȤȮȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȨȤє ȥіȯьȼȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ,яȮȬȭ ȰȬ ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ ℋ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȦȩȮȶȲȴȬ ȦȬȧȯяȨȷ
ɗ௜ = ௜∑

௡ୀଵ �௡ɗ௡є ȩȯȩȰȩȱȶȤȰȬ � Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь �. ǳȴȤȱȬȻȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȳȴȬ � →∞ ȱȩ ȱȤȯȩȪȶь ȨȲ �, ȲȨȱȤȮ є ȩȯȩȰȩȱȶȲȰ ȳȴȲȵȶȲȴȷℋ ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ∑௡ |�௡|ଶȵȮіȱȻȩȱȱȤ. ǿȴȲȵȶіȴℋ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˆіˎь˄ˈ˓˕ˑ˅ˋˏ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓ˑˏ, яȮȽȲ Ȧіȱ Ȱі-ȵȶȬȶь ȧȴȤȱȬȻȱі ȦȩȮȶȲȴ Ȧȵіȹ ȫȥіȪȱȬȹ ȫȤ ȱȲȴȰȲю ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶȩȭ. (ȱȤ ȶȩȹȱі-ȻȱȲȰȷ ȪȤȴґȲȱі, ℋ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ȳȲȳȲȦȱȩȱȱяȰ � ȫȤ ȶȲȳȲȯȲґією ȱȲȴȰȬ.)Ǵȯя ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲю ȦȫȤєȰȱȲȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ȰіȪ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ Ȧ ℋ і ȩȯȩȰȩȱȶȤȰȬ ȨȷȤȯьȱȲȧȲȳȴȲȵȶȲȴȷ ℋ′, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȹ ȯіȱіȭȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯіȦ. ȃ§ ˔.˔ ȰȬ ȨȲȦȩȯȬ Ⱥȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя Ȩȯя ȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ, ȤȯȩȲȳȷȵȶȬȰȲ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱя Ȩȯя ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ (ȨȬȦ. ȷǴȪȲȴȨȤȱȤ [˜˜]). ǽȤȶȲȰіȵȶь ȰȬ ȦȨȤȰȲȵя ȨȲ ȤȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȲȧȲ ȳіȨȹȲȨȷ — ȱȩȶȤȮȲȧȲ ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲ ȫ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ, Ȥȯȩ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȮȲȴȬȵȱіȼȲȧȲȨȯя ȱȤȼȬȹ ȳȲȨȤȯьȼȬȹ ȳȲȶȴȩȥ.ǿȲȫȱȤȻȬȰȲ Ȼȩȴȩȫ Ξ ȱȤȭȼȬȴȼȬȭ ȯіȱіȭȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ, ȽȲ ȰіȵȶȬȶь ˖˔і ˏˑ-
ˉˎˋ˅і ȯіȱіȭȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ௡}— яȮ ȵȮіȱȻȩȱȱі, ȶȤȮ і ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱі. ǴȲȦіȯьȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ Ξ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ξ = ∑௡ �௡ϕ௡ ȥȩȫ ȥȷȨь-яȮȬȹȱȤȮȯȤȨȩȱȬȹ ȱȤ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ �௡ ȲȥȰȩȪȩȱь. ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȭȲȧȲ, яȮȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ-ȵȶȲȦȳȩȺь, ȻȬї ȩȯȩȰȩȱȶȬ �௡ ȱȩ ȲȥȰȩȪȩȱі ȱȩ ȫȤ ȻȬȵȯȲ-ȦȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȱі ȫȤ ȮіȯьȮіȵȶю. ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, ȫȤ ȶȤȮȬȹ ȷȰȲȦ ȱȲȴȰȤ ȶȤ Ȧȱȷȶȴі-ȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ Ȩȯя ȥȤȧȤȶьȲȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ Ξ ȥȷȨȷȶь ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰȬ, Ȥȯȩ ȰȬȫȲȵȩȴȩȨȬȰȲ ȱȤȼȷ ȷȦȤȧȷ ȱȤ ȨȩяȮȬȹ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȤȹ Ξ, ȽȲ ȰȤюȶь ȮȴȤȽі ȦȯȤ-ȵȶȬȦȲȵȶі.

ʒіˎь˄ˈ˓˕і˅ ˒˓ˑ˔˕і˓ℋ є ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȲȰ Ξ, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲ



˕˛ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȦȩȮȶȲȴ ℎ = ∑௡ �௡ϕ௡ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲℋ ȶȲȨі і ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲ-ȥȷȶȲȮ (ℎ, ℎ) = ∑௡ |�௡|ଶ є ȵȮіȱȻȩȱȱȬȰ. Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȫȱȤȻȬȶȬ ˔˒˓яˉˈ-
ːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓ℋ×, яȮ ȰȱȲȪȬȱȷ Ȧȵіȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ � = ∑௡ �௡ϕ௡, Ȩȯя яȮȬȹ Ȧȱȷȶȴі-ȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ (�, ℎ) = ∑௡ �∗௡�௡ ȫȥіȧȤєȶьȵя Ȩȯя Ȧȵіȹ ℎ іȫ ℋ. ǼȲȪȱȤ ȲȥȴȤȶȬȦȩȮȶȲȴℎ ȶȤȮ, ȽȲȥ ȸȤȫȬ |�௡|ȨȲȴіȦȱюȦȤȯȬ ȸȤȫȬ |�௡| і Ȧȵі�∗௡�௡ ȥȷȯȬ ȳȲȫȬȶȬȦ-ȱȬȰȬ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȦȩȯȬȻȬȱȤȰȬ. ȃ ȺьȲȰȷ ȴȤȫі ȫȥіȪȱіȵȶь (�, ℎ) = ∑௡ �∗௡�௡ ȥȷȨȩȫȤȥȩȫȳȩȻȩȱȤ, яȮȽȲ ȳȴȬ � → ∞ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь {|�௡|} ȳȴȤȧȱȩ ȨȲ ȱȷȯя ȶȤȮ ȵȤ-ȰȲ ȼȦȬȨȮȲ, яȮ і {|�௡|}, ȲȵȮіȯьȮȬ ∑௡ |�௡|ଶ є ȫȥіȪȱȲю. ǰ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ∑௡ |�௡|ଶ ȶȤȮȲȪ ȫȥіȧȤєȶьȵя, ȶȲȰȷ � (ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶℋ×) ȱȤȯȩȪȬȶь і ȨȲℋ. ǾȶȪȩ, ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ є ȵȳȴяȪȩȱȬȰ ȨȲ ȵȤȰȲȧȲ ȵȩȥȩ˗: ℋ = ℋ×.Ȃȩȳȩȴ ȲȫȱȤȻȬȰȲ ȳȴȲȵȶіȴ Ω, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȷȵіȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȦȬȧȯяȨȷɘ = ∑௡ �௡ϕ௡, ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ яȮȬȹ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ ȳȩȴȩȯі-Ȯȷ ȷȰȲȦ: ∑

௡ |�௡|ଶ�௠ < ∞ Ȩȯя � = ͳ, ʹ, …ǿȴȲȵȶіȴ Ω ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю є ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȲȰ ℋ і яȦȯяє ȵȲȥȲю ȳȴȬȮȯȤȨ яˇˈ˓-
ːˑˆˑ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓˖. ȁȳȴяȪȩȱȬȭ ȨȲΩ ȳȴȲȵȶіȴ,Ω×, ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȶȤȮȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦσ = ∑௡ �௡ϕ௡, ȽȲ ȨȲȥȷȶȲȮ (σ, ɘ) = ∑௡ �∗௡�௡ є ȫȥіȪȱȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ ɘ ȫ Ω, Ȥ(σ, ⋅) є ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȯіȱіȭȱȬȰ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȲȰ ȱȤ Ω. ЯȵȱȲ, ȽȲ Ω× ȱȤȥȤȧȤȶȲȥіȯьȼȬȭ ȫȤ Ω, ȥȲ ȨȲ ȱьȲȧȲ ȱȤȯȩȪȬȶь ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȩȮȶȲȴ σ, ȻȬї ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ�௡ ȫȴȲȵȶȤюȶь ȱȩ ȼȦȬȨȼȩ ȵȶȩȳȩȱя � ȳȴȬ � → ∞.ǽȤȴȩȼȶі, ȫȦȩȴȱіȰȲ ȷȦȤȧȷ ȱȤ ȶȩ, ȽȲ ȳȴȲȵȶіȴ �×, ȳȴяȪȩȱȬȭ ȨȲ �, є ȳȲȦ-ȱȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰ Ξ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȩȮȶȲȴȬ ȷ � ȰȤюȶь ȯȬȼȩ ȵȮіȱȻȩȱȱȷ ȮіȯьȮіȵȶьȨȲȨȤȱȮіȦ ȷ ȵȷȰіɗ = ∑௡ �௡ϕ௡, Ȥ ȲȶȪȩ, ȪȲȨȱȬȹ ȳȴȲȥȯȩȰ іȫ їȹȱьȲю ȫȥіȪȱіȵȶюȱȩ ȦȬȱȬȮȤє. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȴȲȫȧȯяȱȷȶі ȦȬȽȩ ȯіȱіȭȱі ȳȴȲȵȶȲȴȬ і ȵȳȴяȪȩȱі ȨȲȱȬȹ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱю ȦȮȯȤȪȩȱȱя:� ⊂ Ω ⊂ ℋ = ℋ× ⊂ Ω× ⊂ �× = Ξ.ǲȤȪȯȬȦȲ ȳȤȰ’яȶȤȶȬ ȱȤȵȶȷȳȱȩ:(a) ȽȲ ȰȩȱȼȬȭ ȤȥȲ ȲȥȰȩȪȩȱіȼȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ, ȶȲ ȥіȯьȼȬȰ ȥȷȨȩ ȵȳȴяȪȩȱȬȭȨȲ ȱьȲȧȲ;˗ȁȳȴяȪȩȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ℋ× ȶіȵȱȲ ȳȲȦ’яȫȤȱȬȭ ȫ ȨȷȤȯьȱȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰ ℋ′. ЄȨȬȱȤ іȵȶȲȶȱȤ ȦіȨ-Ȱіȱȱіȵȶь ȳȲȯяȧȤє ȯȬȼȩ Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȦȫȤєȰȱȲ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ȰіȪ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ Ȧℋ іℋ′ є ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȲю (˔.˛), ȶȲȨі яȮℋ іℋ× ȵȶȴȲȧȲ іȫȲȰȲȴȸȱі. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ,ℋ′ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯя-ȨȤȶȬ, яȮ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲ ȵȳȴяȪȩȱȬȭ ℋ×. ǽȤȵȳȴȤȦȨі ȱȤȼȤ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȺія ȱȩȨȲȵȶȤȶȱьȲ ȵȬȯьȱȤȨȯя ȦȵȶȤȱȲȦȯȩȱȱя ȳȲȦȱȲї іȨȩȱȶȬȻȱȲȵȶі ℋ і ℋ×. ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, ȽȲ ௖೙ ∼ ௡షಋ і ௕೙ ∼ ௡షಊ ȨȯяȦȩȯȬȮȬȹ ௡. ǷȥіȪȱіȵȶь ∑೙ |௖೙|మ ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ ஓ வ ଵ/ଶ. ǷȥіȪȱіȵȶь ∑೙ ௕∗೙௖೙ ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥஒ ା ஓ வ ଵ. ȂȲȰȷ ஒ வ ଵ/ଶ є ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȬȰ, Ȥ ஒ ழ ଵ/ଶ ȱȩȳȴȬȳȷȵȶȬȰȬȰ. Ǵȯя ȦȬȮȯюȻȩȱȱяȮȴȤȭȱьȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ ஒ ୀ ଵ/ଶ ȶȴȩȥȤ ȵȮȲȴȬȵȶȤȶȬȵя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶю ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤ (௙, ⋅), яȮ ȷȵȶȤȱȨȤȴȶȱȲȰȷ ȨȲȦȩȨȩȱȱі Ȧ [˜˜].



§ ˔.˗. ǳіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ і ȲȵȱȤȽȩȱȬȭ ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ ˕˜(b) ȲȨȬȱ ȯȬȼȩ ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ іȫȲȰȲȴȸȱȬȭ ȨȲ ȵȦȲȧȲ ȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ.ǽȤȭȥіȯьȼȬȭ іȱȶȩȴȩȵ Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱь ȵȶȤȱȲȦȬȶь ȶȴȬȳȯȩȶ Ω ⊂ ℋ ⊂Ω×, ȽȲ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˑ˔ː˃˜ˈːˋˏ ˆіˎь˄ˈ˓˕ˑ˅ˋˏ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓ˑˏ. ȃ § ˔.˖ ȥȷȯȲ ȳȲ-ȮȤȫȤȱȲ, ȽȲ Ȩȯя ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ� ȷ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȲȰȷ Ȧȩ-ȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �|�௡⟩ = �௡|�௡⟩ ȰȲȪȩ ȰȤ-ȶȬ, Ȥ ȰȲȪȩ ȭ ȱȩ ȰȤȶȬ ȴіȼȩȱь. ǰ ȳȴȲȶȩ, ˖ˊ˃ˆ˃ˎьːˈː˃ ˔˒ˈˍ˕˓˃ˎьː˃ ˕ˈˑ˓ˈˏ˃ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȰȷ ȳȴȲ-ȵȶȲȴі ℋ ȰȤє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȽȲ іȵȱȷюȶь ȷ ȴȲȫȼȬȴȩȱȲȰȷȳȴȲȵȶȲȴіΩ×, і ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȪȱȤȴȲȫȮȯȤȵȶȬ ȫȤ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ. ȂȲȻȱȩ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя Ⱥієї ȶȩȲ-ȴȩȰȬ ȶȤ її ȵȶȴȲȧȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȳȲȶȴȩȥȷюȶь ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȵȳȩȺіȤȯьȱȲȧȲ ȰȤ-ȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲ ȤȳȤȴȤȶȷ, ȶȲȰȷ Ȧȵіȹ ȫȤȺіȮȤȦȯȩȱȬȹ ȻȬȶȤȻіȦ ȰȬ ȦіȨȵȬȯȤєȰȲ ȨȲȮȱȬȧȬ ҐȩȯьȸȤȱȨȤ і ǲіȯȩȱȮіȱȤ [˚˕]. ǰ ȰȬ ȲȥȰȩȪȬȰȲȵя ȯȬȼȩ її ȵȳȴȲȽȩȱȬȰȦȤȴіȤȱȶȲȰ, ȺіȯȮȲȰ ȨȲȵȶȤȶȱіȰ Ȩȯя ȱȤȼȬȹ Ⱥіȯȩȭ:
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ͹. Ǵȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȫ ȻȬȵȶȲ ȱȩȳȩ-ȴȩȴȦȱȬȰ ȱȩȦȬȴȲȨȪȩȱȬȰ ȵȳȩȮȶȴȲȰ іȵȱȷє ȶȤȮȤ ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȤ ґȴȷȳȤȦȩȮȶȲȴіȦ {ϕ஛}, яȮі ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ Ω×, ȽȲ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ɗ ȫ Ω ȦȬ-ȮȲȱȷєȶьȵя ȴіȦȱіȵȶь (ϕ஛, �ɗ) = λ(ϕ஛, ɗ). ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, {ϕ஛} ȷȶȦȲȴює ȳȲȦȱȬȭȱȤȥіȴ ȷ ȶȲȰȷ ȵȩȱȵі, ȽȲ ȨȲȦіȯьȱȬȭɗ ȫ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȰȲ-ȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ, яȮ ɗ = ାஶනିஶ �(λ)ϕ஛ �µ(λ),Ȥ Ȩію ȱȤ ȱьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, яȮ

�ɗ = ାஶනିஶ λ �(λ)ϕ஛ �µ(λ),
Ȩȩ �(λ) = (ϕ஛, ɗ), Ȥ µ(λ) — ȨȩяȮȤ ȨіȭȵȱȤ ȸȷȱȮȺія ȰіȴȬ.Ȇю ȶȩȲȴȩȰȷ ȯȩȧȮȲ ȳȲȼȬȴȬȶȬ ȭ ȱȤ ȦȬȳȤȨȲȮ ȻȬȵȶȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ, ȤȯȩȦȬȴȲȨȪȩȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ. ȂȴȩȥȤ ȯȬȼȩ ȫȤȰіȱȬȶȬ ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȷ ґȴȷȳȷ{ϕ஛}ȱȤ ȨȦȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȷ {ϕ௜஛} ȫ � = ͳ,… , �, Ȩȩ�— ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȤ ȮȴȤȶȱіȵȶьȵȳȩȮȶȴȷ. ȂȲȨі (ϕ௜஛, �ɗ) = λ(ϕ௜஛, ɗ), Ȥ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱяɗ ȫȤ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤ-ȰȬ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ

ɗ = ௡∑
௜ୀଵ

ାஶනିஶ �௜(λ)ϕ௜஛ �µ(λ).



˖˓ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬІ, ȱȤȴȩȼȶі, Ⱥя ȶȩȲȴȩȰȤ ȥȩȫ ȳȴȲȥȯȩȰ ȳȲȼȬȴюєȶьȵя ȱȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȰȤ-юȶь і ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ і ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴȬ [ˊ˃˖˅˃ˉˈːːя: ȷ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ, ȺȬȰȬ ȨȦȲȰȤ ȶȬȳȤȰȬ ȵȳȩȮȶȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȱȩ ȦȬȻȩȴȳȷєȶьȵя]. ȂȲȨі ȨȦȲ-ȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȤ ґȴȷȳȤ {ϕ௜஛} ȨȲȳȲȦȱюєȶьȵя ȫȦȬȻȤȭȱȬȰ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȰ ȱȤ-ȥȲȴȲȰ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ {ϕ஑}, Ȩȯя яȮȬȹ �ϕ஑ =�஑ϕ஑, Ȥ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȫȤ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȵȶȤє
ɗ = ∑

஑ �஑ϕ஑ + ௡∑
௜ୀଵ

ାஶනିஶ �௜(λ)ϕ௜஛ �µ(λ),
Ȩȩ �஑ = (ϕ஑, ɗ).ǲȬȳȤȨȮȬ ȵȮȯȤȨȱіȼȬȹ ȵȳȩȮȶȴіȦ ȷ ȱȤȼȲȰȷ ȴȲȫȧȯяȨі ȱȩ ȫȷȵȶȴіȻȤȶȬȰȷ-ȶьȵя. ǼіȴȤ µ(λ) ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя ȦȩȮȶȲȴіȦ ϕ஛, яȮȩ ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȲȥȬ-ȴȤєȶьȵя ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ µ(λ) = λ ȱȤ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȰȷ ȵȳȩȶȴі. Ȇю ȷȰȲȦȷȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȧ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȱȩ ȫȲȦȵіȰ ȮȲȴȩȮȶȱȲȰȷ, Ȥȯȩ ȺіȯȮȲȰ ȳȴȬȨȤ-ȶȱȲȰȷ Ȩȯя ȳȴȤȮȶȬȻȱȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱь ȦȬȧȯяȨі (ϕ஛′ , ϕ஛) = Ɂ(λ′−λ)— ȨȩȯьȶȤȸȷȱȮȺія ǴіȴȤȮȤ.ȂȤȮȲȪ іȫ ȶȩȲȴії ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȲȵȶȲȴȷ Ȩȯя ȱȤȵ ȥȷȨȩ ȮȲȴȬ-ȵȱȬȰ Ƚȩ ȲȨȬȱ ȸȤȮȶ. Ǵȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � Ȧ ȧіȯь-ȥȩȴȶȲȦȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ℋ іȵȱȷє ȶȤȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �× ȷ ȴȲȫȼȬȴȩȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴіΩ×, ȽȲ Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴіȦ ɗ ȫ Ω і ϕ ȫ Ω× ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȴіȦȱіȵȶь(�×ϕ, ɗ) = (ϕ, �ɗ).Ȇȩ ȨȲȫȦȲȯяє ȫȱȤȹȲȨȬȶȬ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя λ і ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ϕ஛ Ȩȯя ȱȩȳȩ-ȴȩȴȦȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, ȴȲȫȦ’яȫȷюȻȬ ȴіȦȱяȱȱя �×ϕ஛ = λϕ஛ ȷ ȴȲȫ-ȼȬȴȩȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі Ω× (Ȥ ȶȲȻȱіȼȩ, Ȧ ȭȲȧȲ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі,ȳȴȲȨȬȮȶȲȦȤȱȲȰȷ ȷȰȲȦȤȰȬ ȸіȫȬȻȱȲї ȫȤȨȤȻі). ǽȤȨȤȯі ȰȬ ȱȩ ȥȷȨȩȰȲ ȴȲȥȬȶȬȴіȫȱȬȺі ȰіȪ � ȶȤ �× і ȳȲȫȱȤȻȤȶȬȰȩȰȲ ȲȵȶȤȱȱіȭ ȶȤȮȲȪ Ȼȩȴȩȫ �, ȥȲ Ȧіȱ є ȳȴȲ-ȵȶȲ ȴȲȫȼȬȴȩȱȱяȰ ȺьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȱȤ Ω×, Ȥ Ȧ ℋ Ȩіє ȶȤȮ ȵȤȰȲ, яȮ і �.ǾȶȪȩ, ȰȬ ȰȤєȰȲ ȨȦȤ ȴіȫȱі ȳіȨȹȲȨȬ ȨȲ ȨȲȵȯіȨȪȩȱȱя ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȹ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴіȦ ȥȩȫ ȳȲȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȷ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲ-ȴі (ȶȲȥȶȲ, ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫі ȵȮіȱȻȩȱȱȲю ȱȲȴȰȲю). ǿȩȴȼȬȭ ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȱȤ ȵȳȩ-ȮȶȴȤȯьȱіȭ ȶȩȲȴȩȰі (ȂȩȲȴȩȰȤ ˗, § ˔.˖) і ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲȥ ȳȩȴȩȸȲȴȰȷȯю-ȦȤȶȬ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȷ ȶȩȴȰіȱȤȹ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, яȮіє ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱі Ȧ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȱȤȦіȶь яȮȽȲ їȹ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȫȤ-ȳȬȵȤȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȵȷȰȬ ȫȲȦȱіȼȱіȹ ȨȲȥȷȶȮіȦ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫі ȵȮіȱȻȩȱȱȲюȱȲȴȰȲю. ǴȴȷȧȬȭ ȵȳȲȵіȥ, ȥȤȫȲȦȤȱȬȭ ȱȤ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱіȭ ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱіȭ ȶȩȲȴȩȰі,ȳȴȲȳȲȱȷє ȴȲȫȼȬȴȬȶȬ ȱȤȼ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ іȱȵȶȴȷȰȩȱȶȤȴіȭ ȨȲ ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, Ȧ яȮȲȰȷ ґȤȴȤȱȶȲȦȤȱȲ іȵȱȷє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ



§ ˔.˘. ȂȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˖˔ȦȩȮȶȲȴіȦ (ȰȲȪȯȬȦȲ, ȫ ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȲю ȱȲȴȰȲю). ǿȩȴȼȬȭ ȵȳȲȵіȥ ȵȦȲȧȲ ȻȤȵȷȥȷȦ ȫȤȧȤȯьȱȲȳȴȬȭȱяȶȬȰ ȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱіȭ ȸіȫȬȺі, ȳȴȲȶȩ ȨȴȷȧȬȭ, ȱȤȭȦіȴȲȧі-Ȩȱіȼȩ, і ȨȤȯі ȫȴȲȵȶȤȶȬȰȩ Ȧ ȳȲȳȷȯяȴȱȲȵȶі, ȲȵȮіȯьȮȬ Ȧіȱ ȨȲȫȦȲȯяє ȳȲȦȱȲюȰіȴȲю ȫȤȵȶȲȵȲȦȷȦȤȶȬ ȸȲȴȰȤȯіȫȰ ȨіȴȤȮȲȦȬȹ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴіȦ.Є ȻȬȰȤȯȲ ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȹ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȲȵȱȤȽȩȱȬȹ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȬȹ ȳȴȲȵȶȲȴіȦ.ǲȬȽȩ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȷȯȬ ȲȨȬȱ іȫ ȱȬȹ, ȷ ȫȴȷȻȱȲȰȷ Ȩȯя ȤȱȤȯіȫȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱіяȮ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ; Ȥȯȩ ȱȬȰ ȱȩ ȦȬȻȩȴȳȷ-юȶьȵя Ȧȵі ȮȲȴȬȵȱі ȳȴȬȮȯȤȨȬ. ЯȮȽȲ ȫȤ Ξ ȦȫяȶȬ ȳȴȲȵȶіȴ ȷȵіȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȲȨȱієїȫȰіȱȱȲї, ȶȲ ˆіˎь˄ˈ˓˕і˅ ˒˓ˑ˔˕і˓ℋ ȷȶȦȲȴȬȶь ȳіȨȰȱȲȪȬȱȤ ȮȦȤȨȴȤȶȬȻȱȲ іȱ-ȶȩґȴȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ. ȂȲȥȶȲ, ȨȲ ℋ ȱȤȯȩȪȤȶь ȷȵі ȸȷȱȮȺії ɗ(�), Ȩȯя яȮȬȹ
(ɗ, ɗ) = ାஶනିஶ |ɗ(�)|ଶ �� є ȵȮіȱȻȩȱȱȬȰ.

Яˇˈ˓ːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓ Ω ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ ɗ(�), ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ ȳȩȴȩȯіȮȷ ȷȰȲȦ:ାஶනିஶ |ϕ(�)|ଶ(ͳ + |�|)௠ �� < ∞ (� = ͳ, ʹ, … ).
ȄȷȱȮȺіїɗ(�), ȽȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ Ω, ȰȤюȶь ȵȳȤȨȤȶȬ ȨȲ ȱȷȯя ȼȦȬȨȼȩ ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦіȨ’єȰȱȬȭ ȵȶȩȳіȱь � ȳȴȬ |�| → ∞. ʟˑˊ˛ˋ˓ˈːˋˌ ˒˓ˑ˔˕і˓ Ω×, ȽȲ є ȵȳȴя-ȪȩȱȬȰ ȨȲ Ω, ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȶȤȮȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ɖ(�), ȽȲ

(ɖ, ϕ) = ାஶනିஶ ɖ∗(�)ϕ(�) �� Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ(�) іȫ Ω.
ǽȤ ȨȲȨȤȻȷ ȨȲ ȸȷȱȺіȭ ȫі ȵȮіȱȻȩȱȱȲю ȱȲȴȰȲю, яȮі ȶȤȮȲȪ ȱȤȯȩȪȤȶь і ȨȲℋ, ȳȴȲȵȶіȴ Ω× ȰіȵȶȬȶь ȱȩȲȥȰȩȪȩȱі ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶі ȸȷȱȮȺії, яȮȽȲ ȦȲ-ȱȬ ȫȴȲȵȶȤюȶь ȱȩ ȼȦȬȨȼȩ, ȱіȪ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȵȶȩȳіȱь �. ǾȶȪȩ, ȨȲΩ× ȱȤȯȩȪȬȶь�௜௞௫ , яȮȤ є ȦȯȤȵȱȲю ȸȷȱȮȺією ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � = ��/��. ȂȤȮ ȵȤȰȲ, ȩȯȩȰȩȱȶȲȰȺьȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ є ȨіȴȤȮȲȦȤ ȨȩȯьȶȤ-ȸȷȱȮȺія Ɂ(�−λ), ȽȲ є ȦȯȤȵȱȲю ȸȷȱȮȺі-єю ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, ȦȬȫȱȤȻȩȱȲȧȲ, яȮ �ɗ(�) = �ɗ(�). Ȇі ȨȦȤ ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȳȩȴȩ-ȮȲȱȯȬȦȲ ȫȤȵȦіȨȻȷюȶь, ȽȲ ȶȴȬȳȯȩȶ (Ω, ℋ, Ω×) ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲȳȴȲȵȶȲȴȷ ȫȤȥȩȫȳȩȻȷє ȮȦȤȱȶȲȦȷ ȰȩȹȤȱіȮȷ ȳȴȬȴȲȨȱіȼȬȰ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȰ іȱ-ȵȶȴȷȰȩȱȶȤȴієȰ, ȱіȪ ȲȨȬȱ ȯȬȼȩ ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ.

§ ͳ.ͷ. ʡˈˑ˓ія ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕іǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ ȫȰіȵȶ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȳȲȯяȧȤє ȷ ȦȬȦȻȩȱȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭȸȷȱȮȺії Prob(�|�), яȮȤ є ˌˏˑ˅і˓ːі˔˕ю ȳȲȨії � ȫȤ ȷȰȲȦ, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȹ ȳȲȨією



˖˕ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ�. ȃ ȺьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȦȪȬȦȤȶȬȰȩȰȲ ȵȮȲȴȲȻȩȱȩ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя �(�|�) ≡Prob(�|�), Ȥȯȩ Ȧ ȳȲȨȤȯьȼȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȹ, ȮȲȯȬ ȵȬȰȦȲȯ � ȳȲȫȱȤȻȤȶȬȰȩіȱȼȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ, ȳȲȦȩȴȱȩȰȲȵя ȨȲ ȳȲȦȱȲȧȲ ȫȤȳȬȵȷ. ǷȱȤȻȩȱȱя ȶȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤ-Ⱥію ȶȩȴȰіȱȷ „ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь“ ȰȬ ȲȥȧȲȦȲȴȬȰȲ ȫȧȲȨȲȰ, ȴȤȫȲȰ іȫ ȶȯȷȰȤȻȩȱȱяȰȵȯȲȦȤ „ȳȲȨія“. ǰ ȳȲȮȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ їȹ, яȮ ȵȷȶȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȲȱяȶȶя,ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤюȶьȵя ȯȬȼȩ ȫ ȱȤȥȲȴȷ ȳȩȦȱȬȹ ȤȮȵіȲȰ.ȁȷȮȷȳȱȲȵȶі ȳȲȨіȭ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȻȬȱȲȰ, яȮ і ȩȯȩ-ȰȩȱȶȤȴȱі ȳȲȨії. ȂȲȰȷ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȳȩȦȱі ȲȳȩȴȤȺії, яȮі ȨȲȫȦȲȯяȶь ȮȲȰȳȲȱȷ-ȦȤȶȬ їȹ: ഥ� („ȱȩ �“) ȵȶȦȩȴȨȪȷє ȳȴȲ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶь ȳȲȨії �; �&� („� і �“) ȦȮȤȫȷє,ȽȲ ȦіȨȥȷȯȬȵя ȲȥȬȨȦі Ⱥі ȳȲȨії; � ∨ � („� ȤȥȲ �“) ȳȲȫȱȤȻȤє ȫȨіȭȵȱȩȱȱя ȳȴȬ-ȱȤȭȰȱі ȲȨȱȲї іȫ ȫȤȫȱȤȻȩȱȬȹ ȳȲȨіȭ. ǺȲȰȥіȱȤȺії ȳȲȨіȭ ȶȤȮȲȪ ȥȷȨȩȰȲ ȦȦȤȪȤȶȬȳȲȨіяȰȬ. Ȇі ȶȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ (,̅&,∨) ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя ˊ˃˒ˈ˓ˈ˚ˈːːя, ˍˑː’юːˍ˙ія і
ˇˋˊ’юːˍ˙ія.ǰȮȵіȲȰȬ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȵȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ Ȧ ȮіȯьȮȲȹ ȴіȫȱȬȹ,Ȥȯȩ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȹ ȸȲȴȰȤȹ. ǽȤȦȩȨȩȱȩ ȱȬȪȻȩ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱ-ȱя ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȱȤ ȴȲȥȲȶі Ȁ. Ȃ. ǺȲȮȵȤ [˗˙].
ʏˍ˔іˑˏ˃ ͳ: Ͳ ≤ �(�|�) ≤ ͳ
ʏˍ˔іˑˏ˃ ʹ: �(�|�) = ͳ
ʏˍ˔іˑˏ˃ ͵a: �(ഥ�|�) = ͳ − �(�|�)
ʏˍ˔іˑˏ˃ Ͷ: �(�&�|�) = �(�|�) �(�|�&�)ǰȮȵіȲȰȤ ˕ ȦȵȶȤȱȲȦȯює ȨȲȰȲȦȯȩȱіȵȶь, ȽȲ ȨȲȵȶȲȦіȴȱȤ ȳȲȨія (ȶȲȥȶȲ ȫȨіȭȵȱȩ-ȱȱя ȳȲȨії � ȦȪȩ ȫȤ її ȱȤяȦȱȲȵȶі) ȰȤє ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ͳ, Ȥ ǰȮȵіȲȰȤ ˔ ȵȶȦȩȴȨȪȷє,ȽȲ ȪȲȨȱȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȱȩ ȰȲȪȩ ȳȩȴȩȦȬȽȷȦȤȶȬ ȨȲȵȶȲȦіȴȱіȵȶь. ǰȮȵіȲȰȤ ˖aȮȲȱȵȶȤȶȷє іȱȶȷїȶȬȦȱȩ ȴȲȫȷȰіȱȱя ȶȲȧȲ ȸȤȮȶȷ, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȦіȨȵȷȶȱȲȵȶіȳȲȨії ȫȰȩȱȼȷєȶьȵя ȳȴȬ ȫȴȲȵȶȤȱȱі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі її ȫȨіȭȵȱȩȱȱя. Ƿ ȱȩї ȶȤȮȲȪȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ �(ഥ�|�) = Ͳ; іȱȤȮȼȩ ȮȤȪȷȻȬ, ȱȩȰȲȪȯȬȦȤ ȳȲȨія (ȫȨіȭȵȱȩȱȱяȳȲȨії � ȫȤ ȷȰȲȦȬ її ȦіȨȵȷȶȱȲȵȶі) ȰȤє ȱȷȯьȲȦȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь. ǰȮȵіȲȰȤ ˗ ȵȶȦȩȴ-ȨȪȷє, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȫȨіȭȵȱȩȱȱя ȨȦȲȹ ȳȲȨіȭ (ȫȤ ȳȩȦȱȲї ȷȰȲȦȬ�) ȨȲȴіȦȱюєȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫȨіȭȵȱȩȱȱя ȲȨȱієї ȫ ȺȬȹ ȳȲȨіȭ ȳȲȰȱȲȪȩȱіȭ ȱȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲ-ȧȲ, ȽȲ ȨȴȷȧȤ ȳȲȨія ȦіȨȥȷȨȩȶьȵя ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȫȨіȭȵȱȩȱȱя ȳȩȴȼȲї.ІȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫȤȳȩȴȩȻȩȱȱя (ഥ�) і ȮȲȱ’юȱȮȺії (�&�) ȳȲȨіȭ ȦȬȰȤȧȤюȶь ȵȦȲ-ȧȲ ȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȼȩȴȩȫ ȤȮȵіȲȰȬ. ǲȲȨȱȲȻȤȵ, ȪȲȨȱȤ ȤȮȵіȲȰȤ ȱȩ ȳȲȶȴіȥȱȤ Ȩȯя ȴȲȫ-ȧȯяȨȷ ȨȬȫ’юȱȮȺії, ȥȲ � ∨ � = (ഥ�&ഥ�); іȱȼȬȰȬ ȵȯȲȦȤȰȬ, ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя „� ȤȥȲ�“ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȩ ȫȤȳȩȴȩȻȩȱȱю ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя „ȱȩ� і ȱȩ�“. Ƿ ǰȮȵіȲȰȬ ˖a ȲȶȴȬ-ȰȷєȰȲ �(� ∨ �|�) = ͳ − �(ഥ�&ഥ�|�). (˔.˗˚)Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȰȲȪȱȤ ȨȲȨȤȶȮȲȦȲ ȦȬȨȲȫȰіȱȬȶȬ, ȦȨȤȦȼȬȵь ȨȲ ȱȤяȦȱȬȹ ȤȮȵіȲȰ.



§ ˔.˘. ȂȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˖˖ȁȳȩȴȼȷ ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя ǰȮȵіȲȰȤȰȬ ˖a і ˗ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȦȬȴȤȫȷ:�(�&�|�) + �(�&ഥ�|�) = �(�|�) �(�|�&�) + �(�|�) �(ഥ�|�&�) == �(�|�){�(�|�&�) + �(ഥ�|�&�)} == �(�|�). (˔.˗˛)
ǿіȨȵȶȤȦȬȦȼȬ Ȧ (˔.˗˛)� = ഥ� і� = ഥ�, ȰȤєȰȲ�(ഥ�&ഥ�|�) = �(ഥ�|�)−�(ഥ�&�|�).ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ǰȮȵіȲȰȷ ˖a ȨȲ ȳȩȴȼȲȧȲ ȨȲȨȤȱȮȤ і ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (˔.˗˛) ȫ� = � і � = � ȷ ȨȴȷȧȲȰȷ ȨȲȨȤȱȮȷ, ȲȨȩȴȪȬȰȲ �(ഥ�&ഥ�|�) = ͳ − �(�|�) −�(�|�) + �(�&�|�). ȂȲȨі (˔.˗˚) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ�(� ∨ �|�) = �(�|�) + �(�|�) − �(�&�|�). (˔.˗˜)ЯȮȽȲ �(�&�|�) = Ͳ, ȰȬ ȮȤȪȩȰȲ, ȽȲ ȳȲȨії � і � є ˅ˊ˃єˏˑ˅ˋˍˎю˚ːˋˏˋ ȫȤȷȰȲȦȬ �. ȃ ȺьȲȰȷ ȴȤȫі (˔.˗˜) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȳȴȤȦȬȯȤ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲ-ȵȶȩȭ Ȩȯя ȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱȬȹ ȳȲȨіȭ, яȮȩ ȰȲȪȱȤ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȶȬ ȫȤ ȤȯьȶȩȴȱȤ-ȶȬȦȷ ǰȮȵіȲȰі ˖a.
ʏˍ˔іˑˏ˃ ͵b: �(� ∨ �|�) = �(�|�) + �(�|�) (˔.˗˜a)ǴȦі ȵȬȵȶȩȰȬ ȤȮȵіȲȰ (˔, ˕, ˖a, ˗) і (˔, ˕, ˖b, ˗) є ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ. ȉȲȭȱȲ ȰȬȳȲȮȤȫȤȯȬ, яȮ ȫ ǰȮȵіȲȰ ˖a і ˗ ȦȬȳȯȬȦȤє ǰȮȵіȲȰȤ ˖b. І ȱȤȦȳȤȮȬ, ȲȵȮіȯьȮȬ� і ഥ� єȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱȬȰȬ ȳȲȨіяȰȬ, Ȥ �∨ ഥ�— ȨȲȵȶȲȦіȴȱȤ ȳȲȨія, ȶȲ ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲȫ ǰȮȵіȲȰȬ ˖b ȦȬȳȯȬȦȤє ǰȮȵіȲȰȤ ˖a. ǰȮȵіȲȰȤ ˖a ȦȬȨȤєȶьȵя ȩȯȩґȤȱȶȱіȼȲю,ȳȲȫȤяȮ її ȰȲȪȱȤ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȶȬ ȨȲ Ȧȵіȹ ȳȲȨіȭ, ȱȩ ȯȬȼȩ ȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱȬȹ. ǰȳȴȲȶȩ, ǰȮȵіȲȰȤ ˖b ȶȩȪ ȮȲȴȬȵȱȤ, ȥȲ ȰȤє ȳȩȦȱі ȳȴȤȮȶȬȻȱі ȳȩȴȩȦȤȧȬ.ǰȮȵіȲȰȷ ˗ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі �(�&�|�) = �(�|�) �(�|�&�)(ȶȷȶ ȰȬ ȳȴȲȵȶȲ ȳȲȰіȱяȯȬ ȰіȵȺяȰȬ� і�). ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ�&� = �&�, ȶȲ, ȳȲȴіȦ-ȱяȦȼȬ ȨȦȤ ȴіȦȱȲȫȱȤȻȱі ȫȤȳȬȵȬ Ⱥієї ȤȮȵіȲȰȬ, ȰȤєȰȲ�(�|�) �(�|�&�) = �(�|�) �(�|�&�). (˔.˘˓)ЯȮȽȲ �(�|�) ≠ Ͳ, Ⱥȩ ȨȤє ˕ˈˑ˓ˈˏ˖ ʐ˃є˔˃:�(�|�&�) = �(�|�&�) �(�|�)�(�|�) . (˔.˘˔)Ȇя ȶȩȲȴȩȰȤ ȳȴȬȰіȶȱȤ ȶȬȰ, ȽȲ ȳȲȦ’яȫȷє ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȳȲȨії � ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȫȨіȭ-ȵȱȩȱȱя ȳȲȨії � ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю � ȫȤ ȷȰȲȦȬ �. ȂȲȰȷ ȦȲȱȤ ȦіȨȲȰȤ, яȮ ȳȴȬȱȺȬȳ
ˑ˄ˈ˓ːˈːˑї ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕і.
ʜˈˊ˃ˎˈˉːі˔˕ь. ȂȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȽȲ ȳȲȨія � ȱȩȫȤȯȩȪȱȤ ȦіȨ ȳȲȨії �, ȲȫȱȤȻȤє�(�|�&�) = �(�|�). ȂȲȥȶȲ, ȫȨіȭȵȱȩȱȱя � ȪȲȨȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȱȩ ȦȳȯȬȦȤє ȱȤ



˖˗ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȫȨіȭȵȱȩȱȱя �. Ƿ ǰȮȵіȲȰȬ ˗ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ � ȱȩȫȤ-ȯȩȪȱȤ ȦіȨ � ȫȤ ȷȰȲȦȬ �,�(�&�|�) = �(�|�) �(�|�). (˔.˘˕)ȁȬȰȩȶȴія Ⱥієї ȫȤȵȦіȨȻȷє, ȽȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȥȷȦȤє ȯȬȼȩ ȦȫȤєȰȱȲю: яȮȽȲ �ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �, ȶȲ ȭ � ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �. ȂȤȮȤ ȸȲȴȰȤ ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȵȶіȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˔˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ːˑю ȤȥȲ ˔˕ˑ˘˃˔˕ˋ˚ːˑю ȱȩȫȤȯȩȪȱіȵȶю, ȽȲȥ ȦіȨ-ȴіȫȱяȶȬ її ȦіȨ іȱȼȬȹ ȳȲȱяȶь, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȳȴȬȻȬȱȱȲї ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȵȶі.ȁȷȮȷȳȱіȵȶь � ȳȲȨіȭ {�} (ͳ < � < �) є ȵȶȲȹȤȵȶȬȻȱȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱȲю ȫȤ ȷȰȲ-ȦȬ �, ȶȲȨі і ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ ȴіȦȱіȵȶь�(�௜&�௝&⋯&�௞|�) = �(�௜|�) �(�௝|�)⋯�(�௞|�) (˔.˘˖)ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя Ȩȯя Ȧȵіȹ ȳіȨȰȱȲȪȬȱ {�௞}. ǴȲȶȴȬȰȤȱȱя ȷȰȲȦȬ (˔.˘˖) ȯȬȼȩ ȨȯяȱȤȥȲȴȷ ȫ ȷȵіȹ � ȳȲȨіȭ є ȱȩȨȲȵȶȤȶȱіȰ. ȂȤȮ ȵȤȰȲ ȭ ȳȲȳȤȴȱȲї ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȵȶіȳȲȨіȭ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ � > ʹ ȱȩȨȲȵȶȤȶȱьȲ Ȩȯя ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȵȶі Ȧȵіȹ � ȳȲȨіȭ.
Іː˕ˈ˓˒˓ˈ˕˃˙ія ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕іǴȲ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲї ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȤȮȵіȲȰ, ȲȫȱȤȻȩȱь і ȶȩ-ȲȴȩȰ, ȱȩȲȨȰіȱȱȲ ȰȤє ȨȲȨȤȦȤȶȬȵя іː˕ˈ˓˒˓ˈ˕˃˙ія ȵȤȰȲȧȲ ȶȩȴȰіȱȷ „ȭȰȲȦіȴ-ȱіȵȶь“. ȆьȲȧȲ ȦȬȰȤȧȤє ȳȴȤȦȬȯȲ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі, ȫȤ яȮȬȰ ȮȲȪȱȤ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȤȶȩȲȴія ȰȲȪȩ ȫȱȤȭȶȬ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȨȲ ȳȴȤȮȶȬȻȱȬȹ ȫȤȨȤȻ. Іȵȱȷє ȻȬȰȤȯȲ ȴі-ȫȱȬȹ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі, ȳȲȫȤяȮ ȮȲȪȱȩ яȦȬȽȩ, ȮȲȪȱȤ ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶь,ȮȲȪȱȩ ȳȲȱяȶȶя, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦȤȰ ȤȮȵіȲȰ ȰȲȪȩ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȵя, яȮȵȦȲȧȲ ȴȲȨȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь.ǾȨȱією ȫ ȱȤȭȨȤȦȱіȼȬȹ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ є ˆ˓˃ːˋ˚ːˑ-˚˃˔˕ˑ˕ː˃. ЯȮȽȲȷȰȲȦȤ � ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ � ȤȥȲ ഥ� і яȮȽȲ Ȧ � ȳȲȦȶȲȴȤȹ Ⱥієї ȵȬȶȷȤȺії ȳȲȨія �ȵȶȤєȶьȵя � ȴȤȫіȦ, ȶȲ ȵȶȦȩȴȨȪȷєȶьȵя, ȽȲ �(�|�) = lim௡→ஶ(�/�). Ȇȩ ȱȩ ȯȬ-ȼȩ ȫȤȥȩȫȳȩȻȷє іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, Ȥ ȭ ȨȤє її ˑˊː˃˚ˈːːя Ȼȩȴȩȫ ȻȬ-ȵȯȲȦȩ ȦȬȴȤȪȩȱȱя ˚˃˔˕ˑ˕ˋ˒ˑˇії. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȤȮȵіȲȰȬ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲї ȶȩȲȴіїȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȩȵȶȬ яȮ ȱȤȵȯіȨȮȬ ȫ Ⱥієї ȻȤȵȶȲȶȱȲї ȶȩȲȴії. ǿȲȳȴȬ їїȫȲȦȱіȼȱю ȳȴȬȦȤȥȯȬȦіȵȶь, ȦіȨ ȶȤȮȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȦіȨȰȲȦȬȯȬȵя, ȳȩȴȩȨȲȦ-ȵіȰ Ȼȩȴȩȫ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶь ґȤȴȤȱȶіȭ іȵȱȷȦȤȱȱя ȦȮȤȫȤȱȲї ȰȩȪі Ȩȯя ȴȩȤȯьȱȬȹ ȳȲ-ȵȯіȨȲȦȱȲȵȶȩȭ ȳȲȨіȭ, яȮі є ȥȤȪȤȱȬȰ Ȳȥ’єȮȶȲȰ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴ-ȱȲȵȶі.ǽȩȨȲȯіȮȬ ȧȴȤȱȬȻȱȲ-ȻȤȵȶȲȶȱȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії, ȫȥȩȴіȧȤюȻȬ ȦȲȨȱȲȻȤȵ їїȳȴȬȦȤȥȯȬȦі ȴȬȵȬ, ȷȵȷȦȤє іː˕ˈ˓˒˓ˈ˕˃˙ія ˔˘ˋˎьːˑ˔˕і. ǲȲȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤє ȭȰȲ-Ȧіȴȱіȵȶь �(�|�), яȮ ȻȬȵȯȲȦȷ Ȱіȴȷ ȳȴȤȧȱȩȱȱя, ȤȥȲ ȵȹȬȯьȱȲȵȶі, ȸіȫȬȻȱȬȹȷȰȲȦ, ȲȳȬȵȤȱȬȹ Ȼȩȴȩȫ �, ȳȴȬȫȦȩȵȶȬ ȨȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ �. ǲȲȱȤ ȦіȨȴіȫȱяєȶьȵя



§ ˔.˘. ȂȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˖˘ȦіȨ ȵȶȤȴȲї ȻȤȵȶȲȶȱȲї ȶȩȲȴії ȶȬȰ, ȽȲ ȯȬȼȩ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷє ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, Ȥȯȩ ȱȩȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȤє її і ȱȩ ȦȬȦȲȨȬȶь іȫ ȻȲȧȲȵь ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱіȼȲȧȲ. Ƿ ȰȤȶȩȰȤȶȬ-ȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ ȫȤȵȤȨȱȬȻȬȰ ȳȲ-ȱяȶȶяȰ, ȫȦ’яȫȲȮ яȮȲї ȫ ȻȤȵȶȲȶȲю ȳȲȨіȭ ȱȤȯȩȪȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȦȵȶȤȱȲȦȯюєȶьȵяȻȩȴȩȫ ȦіȨȳȲȦіȨȱȷ ȶȩȲȴȩȰȷ. ǲіȨȰіȱȱіȵȶь Ⱥієї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȦіȨ ȻȤȵȶȲȶȱȲї ȶȩ-Ȳȴії ȳȲȯяȧȤє Ƚȩ ȭ ȷ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȦȲȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤє ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь (ȵȹȬȯьȱіȵȶь), яȮȹȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬȮȷ ȸіȫȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ �, ȽȲ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲ ȰȲȪȷȶь ȫȤȳȲȻȤȶȮȷȦȤȶȬȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь ȳȲȨіȭ, Ȥ ȱȩ яȮ ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶь (ȻȤȵȶȲȶȷ) ȵȤȰȲї ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі ȳȲ-Ȩіȭ. Ȇȩȭ ȸȤȮȶ ȳіȨȮȴȩȵȯюєȶьȵя, ȫȲȮȴȩȰȤ, ȱȩȲȨȰіȱȱȬȰ ȷȪȬȦȤȱȱяȰ ȷȰȲȦȱȲїȸȲȴȰȬ Ȩȯя ȫȤȳȬȵȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі �(�|�) і ȱȩȵȳȴȬȭȱяȶȶяȰ ȤȥȵȲȯюȶȱȲї �(�).ȁȹȬȯьȱіȵȱȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȲȵȲȥȯȬȦȲ ȫȴȷȻȱȤ Ȩȯя ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȦ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі. ǿȩȴȼȬȰ її ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȦ ȷ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱіȭ ȸіȫȬȺі (ȦȮȯю-ȻȱȲ ȫ ȮȦȤȱȶȲȦȲю ȰȩȪȤȱіȮȲю) Ǻ. Ȁ. ǿȲȳȩȴ [˔˗˛].ІȱȼȬȰ ȮȲȴȬȵȱȬȰ ȷ ȱȤȷȺі ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲї ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲ-ȵȶі є ȶȩȲȴія іːˇ˖ˍ˕ˋ˅ːˑˆˑ ˔˖ˇˉˈːːя. „ǿȲȨії“, ȳȴȲ яȮі ȰȲȪȱȤ ȴȲȥȬȶȬ ȭȰȲȦіȴ-ȱіȵȱі ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȫȤȰіȱяюȶьȵя ˒˓ˋ˒˖˜ˈːːяˏˋ, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ яȮ іȵȶȬȱ-ȱȬȰȬ, ȶȤȮ і ȹȬȥȱȬȰȬ, Ȥ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь�(α|ɀ) іȱȶȩȴȳȴȩȶȷєȶьȵя, яȮ ȵȶȷȳіȱь ȨȲ-ȵȶȲȦіȴȱȲȵȶі α ȫȤ ȷȰȲȦȬ іȵȶȬȱȱȲȵȶі ɀ. ǴȩяȮі ȫ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱь, ȽȲ ȴȲȫȧȯяȨȤю-ȶьȵя Ȧ Ⱥіȭ ȶȩȲȴії, ȰȤюȶь ȶȴȬȦіȤȯьȱȬȭ ȫȦяȫȲȮ іȫ ȳȲȨіяȰȬ ȶȩȲȴії ȵȹȬȯьȱȲȵȶі;ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя α ȰȲȪȩ ȲȫȱȤȻȤȶȬ, ȽȲ „ȳȲȨія � ȦіȨȥȷȯȤȵя“. ǲȲȨȱȲȻȤȵ, ȷ ȶȤȮіȭіȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶȱі ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȴȲȥȬȶȬ ȱȩ ȯȬȼȩ ȽȲȨȲ ȦȬ-ȳȤȨȮȲȦȬȹ ȳȲȨіȭ, Ȥ ȭ ȷ ȵȶȲȵȷȱȮȷ ȨȲ ȱȩȦіȨȲȰȬȹ ȸȤȮȶіȦ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȰȬ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȧȲȦȲȴȬȶȬ ȳȴȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ Ȧ ȳȩȦȱȬȹ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȹ ȫȤȴяȨȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȰȤȶȬȰȩ ȦȩȯȬȻȬȱȷ ȰіȪ ͳ, ͸Ͳ×ͳͲିଵଽ Ǻȯ і ͳ, ͸ͳ×ͳͲିଵଽ Ǻȯ. ȂȩȲȴіяіȱȨȷȮȶȬȦȱȲȧȲ ȵȷȨȪȩȱȱя ȮȲȴȬȵȱȤ Ȩȯя ȳȩȴȩȦіȴȮȬ ȳȴȬȳȷȽȩȱь, яȮі ȨȲȫȦȲȯя-юȶь ȦȬȦȲȨȬȶȬ ȱȩȦіȨȲȰі ȦȩȯȬȻȬȱȬ ȫі ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȹ ȨȤȱȬȹ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȳȩȴȩȦіȴȮȬ ȸіȫȬȻȱȬȹ ȳȴȬȳȷȽȩȱьі Ȩȯя ȲȺіȱȮȬ ȵȶȷȳȩȱя ȨȲȵȶȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȵȳȴȲȽȩȱȲ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ
ˑ˄’єˍ˕ˋ˅ː˖ і ˔˖˄’єˍ˕ˋ˅ː˖ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії. (ǲȫȤȧȤȯі, Ⱥȩ ȱȤȨȰіȴȱȩ ȵȳȴȲȽȩ-ȱȱя, ȥȲ ȥіȯьȼіȵȶь ȶȩȲȴіȭ іȱȨȷȮȶȬȦȱȲȧȲ ȵȷȨȪȩȱȱя ȱȤȰȤȧȤюȶьȵя ȥȷȶȬȲȥ’єȮȶȬȦȱȬȰȬ.) ǱȷȯȲ ȻȬȰȤȯȲ ȫȤȳȤȯьȱȬȹ і ȱȩȮȲȱȵȶȴȷȮȶȬȦȱȬȹ ȵȷȳȩȴȩȻȲȮȨȲȦȮȲȯȤ ȳȬȶȤȱȱя, яȮȤ ȫ ȺȬȹ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ ȳȴȤȦȬȯьȱіȼȤ. ǽȤ ȳȲȧȯяȨ ȤȦȶȲ-ȴȤ, ȥіȯьȼіȵȶь ȶȤȮȬȹ ȨȬȵȮȷȵіȭ ȰȤȯȬ ȱȩȳȴȲȨȷȮȶȬȦȱȬȭ ȹȤȴȤȮȶȩȴ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȺіȨȦі ȶȩȲȴії ȵȶȲȵȷюȶьȵя ȴіȫȱȲȧȲ ȮȯȤȵȷ ȫȤȨȤȻ. ǱȷȨь-яȮȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ȭȰȲȦіȴ-ȱȲȵȶі, ȽȲ ȷȫȧȲȨȪȷєȶьȵя ȫ ȤȮȵіȲȰȤȰȬ, є, ȫȤ ȦȩȯȬȮȬȰ ȴȤȹȷȱȮȲȰ, ȳȴȤȦȬȯьȱȲю.ǴȲ ȳȴȬȮȯȤȨȷ, ȳȲȱяȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷȦȤȶȬ і Ȧ ȶȩȲȴії ȻȬ-ȵȩȯ. ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȨȦȤ Ⱥіȯі ȻȬȵȯȤ є ȦȫȤєȰȱȲ ȳȴȲȵȶȬȰȬ, ȨȲȴіȦȱює͸/π.ǿȴȲȶȩ ȫȴȲȫȷȰіȯȲ, ȽȲ ȶȤȮȩ ȳȲȱяȶȶя „ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі“ ȱȩ ȦȮȤȫȷє ȱі ȱȤ ȸіȫȬȻȱȷȱȩȳȲȵȶіȭȱіȵȶь, ȱі ȱȤ ȵȷȥ’єȮȶȬȦȱȷ ȱȩȦȳȩȦȱȩȱіȵȶь!



˖˙ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ
Іˏˑ˅і˓ːі˔˕ь і ˚˃˔˕ˑ˕˃ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, ȽȲ ȳȩȦȱȬȭ ȨȲȵȯіȨ � ȰȲȪȩ ȳȴȬȫȦȩȵȶȬ ȨȲ ȨȦȲȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ —� ȤȥȲ ഥ�, ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю (ȵȹȬȯьȱіȵȶю) ȨȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ �, ȴіȦȱȲю �(�|�) = �.ȃ � ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȵȳȴȲȥȤȹ (ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ їȹ �௡) ȴȩȫȷȯьȶȤȶ�ȰȤє ȰіȵȺȩ �஺ ȴȤȫіȦ(Ͳ < �஺ < �). ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȳȩȦȱȲї ȦȳȲȴяȨȮȲȦȤȱȲї ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲ-ȵȶі, ȽȲ ȰіȵȶȬȶь� ȶȲȻȱȲ � ȴȤȫіȦ, Ȥ ഥ�— ȶȲȻȱȲ�−� ȴȤȫіȦ, ȨȲȴіȦȱює �௥�௡ି௥ , Ȩȩ� = ͳ − �. ȃȵі ȰȲȪȯȬȦі ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȮȬ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі є ȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱȬȰȬȳȲȨіяȰȬ, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȴȲȵȷȰȷȦȤȶȬ їȹȱі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, ȽȲȥ ȲȶȴȬȰȤȶȬ�(�஺ = �|�௡) = �!�! (� − �)! �௥�௡ି௥ . (˔.˘˗)Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȦіȨȲȰȬȭ, яȮ ˄іːˑˏі˃ˎьːˋˌ ˓ˑˊ˒ˑˇіˎ іˏˑ˅і˓ːˑ˔˕і.ȇȤȵȶȲȶȤ � Ȧ ȨȲȵȯіȨі �௡, �௡ = �஺/�, ȮȲȱȺȩȳȶȷȤȯьȱȲ ȦіȨȴіȫȱяєȶьȵя ȦіȨіȰȲȦіȴȱȲȵȶі �, ȲȨȱȤȮ ȰȤє ȫ ȱȩю ȫȦ’яȫȲȮ. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя �஺ȦіȨȱȲȵȱȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȱȲȧȲ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ (˔.˘˗):

⟨�஺⟩ = ௡∑
௥ୀଵ � �(�஺ = �|�௡).

ȁȷȰȷ ȯȩȧȮȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȫȤ ȰȩȶȲȨȲȰ ґȩȱȩȴȷюȻȲї ȸȷȱȮȺії, ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȥі-ȱȲȰіȤȯьȱȲю ȶȲȶȲȪȱіȵȶюஶ∑
௡ୀ଴ �!�! (� − �)! �௥�௡ି௥ = (� + �)௡.

Ȇȩ ȨȤє ⟨�஺⟩ = � ∂∂�(� + �)௡ቚ௤ୀଵି௣ = ��.ǾȶȪȩ, ȵȩȴȩȨȱя ȻȤȵȶȲȶȤ � є
ൻ�௡ൿ = ⟨�஺⟩� = �. (˔.˘˘)Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȦȵȶȤȱȲȦȯює ȳȩȴȼȬȭ ȫȦ’яȫȲȮ ȰіȪ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ȶȤ ȻȤȵȶȲȶȲю,Ȥȯȩ ȭȲȧȲ Ƚȩ ȱȩȨȲȵȶȤȶȱьȲ Ȩȯя ȦȳȩȦȱȩȱȲȵȶі, ȽȲ �௡ ȥȷȨȩ ȥȯȬȫьȮȲю ȨȲ �.ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȫȤȧȤȯьȱіȼȬȭ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ іȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱ-ȱяȰ ȫȰіȱȱȲї �, ȽȲ ȰȤє ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь �(� < � < � + �� |�) = �(�) ��. ǿȴȬȳȲȶȴȩȥі ȨȲ ȴȲȫȧȯяȨȷ ȰȲȪȱȤ ȸȲȴȰȤȯьȱȲ ȦȮȯюȻȬȶȬ ȭ ȨȬȵȮȴȩȶȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ,ȨȲȫȦȲȯȬȦȼȬ ȳȬȶȲȰіȭ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі �(�) ȰіȵȶȬȶȬ ȨȩȯьȶȤ-ȸȷȱȮȺії.



§ ˔.˘. ȂȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˖˚
Лˈˏ˃. ЯȮȽȲ � ȱȩȦіȨ’єȰȱȤ ȫȰіȱȱȤ [ȶȲȥȶȲ, �(�) = Ͳ ȳȴȬ � < Ͳ], ȶȲ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ɂ > Ͳ ȰȤєȰȲ

⟨�⟩ = ஶන଴ ��(�) �� ≥ ஶනக ��(�) �� ≥
≥ ɂ ஶනக �(�) �� = ɂ�(� ≥ ɂ|�).

ǾȶȪȩ, �(� ≥ ɂ |�) ≤ ⟨�⟩ /ɂ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ Ⱥю ȯȩȰȷ ȨȲ ȱȩȦіȨ’єȰȱȲї ȫȰіȱȱȲї |� − �|, Ȩȩ � — ȳȩȦȱȤȮȲȱȵȶȤȱȶȤ, ȲȶȴȬȰȷєȰȲ�(|� − �| ≥ ɂ |�) ≤ ⟨|� − �|⟩ /ɂ. (˔.˘˙)ȮȴіȰ ȶȲȧȲ, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȱȩȦіȨ’єȰȱȷ ȫȰіȱȱȷ |� − �|஑ іȫ α > Ͳ, ȲȨȩȴȪȬȰȲ�(|� − �| ≥ ɂ |�) = �(|� − �|஑ ≥ ɂ஑|�) ≤≤ ൻ|� − �|஑ൿɂ஑ . (˔.˘˚)
Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȦіȨȲȰȬȭ, яȮːˈ˓і˅ːі˔˕ьЧˈ˄ˋ˛ˈ˅˃. ǽȤȭȻȤȵȶіȼȩ її ȦȬȮȲȴȬȵȶȲ-Ȧȷюȶь Ȩȯя ȲȮȴȩȰȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ α = ʹ і � = ⟨�⟩ — ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȴȲȫȳȲ-Ȩіȯȷ. ǷȤȳȴȲȦȤȨȬȦȼȬ ȳȲȱяȶȶя ȨȬȵȳȩȴȵії σଶ = ൻ|� − ⟨�⟩ |ଶൿ і ȦȵȶȤȱȲȦȬȦȼȬɂ = �σ, ȫȤȳȬȼȩȰȲ ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȷ ȦȬȧȯяȨі�(|� − ⟨�⟩ | ≥ �σ |�) ≤ ͳ�ଶ .ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ � ȦіȨȴіȫȱяȶȬȰȩȶьȵя ȦіȨ ȵȦȲȧȲ ȵȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱяȱȤ � ȤȥȲ ȥіȯьȼȩ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȬȹ ȦіȨȹȬȯȩȱь, ȱȩ ȳȩȴȩȦȬȽȷє ͳ/�ଶ, ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȦіȨ ȸȲȴȰȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȱіȧȲ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ.Ȃȩȳȩȴ ȳȲȦȩȴȱȩȰȲȵя ȨȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ�௡ (� ȳȲȦȶȲȴіȦ ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ�)Ȩȯяȫ’ȵȷȦȤȱȱя ȶіȵȱіȼȬȹ ȵȶȲȵȷȱȮіȦ ȰіȪ ȻȤȵȶȲȶȲю ȦȬȳȤȨȤȱȱя ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ � іȭȰȲȦіȴȱіȵȶю �(�|�) = �. ǼȬ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ (˔.˘˚) Ȩȯя α = ʹ і � = �஺ =∑௡௜ୀଵ J௜ . Ȃȷȶ J௜ = ͳ, яȮȽȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ �-ȶȲȧȲ ȳȲȦȶȲȴȩȱȱя ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ � є�, і J௜ = Ͳ ȷ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ. ȂȤȮȲȪ ȲȥȩȴȩȰȲ ȮȲȱȵȶȤȱȶȷ � = ⟨�⟩,яȮȤ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ (˔.˘˘), ȨȲȴіȦȱює ��. ǷȦіȨȵȬ,

�(|�஺ − ��| ≥ ɂ |�) ≤ ൻ(�௔ − ��)ଶൿɂଶ .



˖˛ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȂȩȳȩȴ ȰȤєȰȲ
ൻ(�௔ − ��)ଶൿ = ൾ൝ ௡∑

௜ୀଵ(J௜ − �)ൡଶං = ∑

௜
∑

௝ ൻ(J௜ − �)(J௝ − �)ൿ .
ǾȵȮіȯьȮȬ ȴіȫȱі ȳȲȦȶȲȴȩȱȱя � ȱȩȫȤȯȩȪȱі, ȲȶȴȬȰȷєȰȲൻ(J௜ − �)(J௝ − �)ൿ = ⟨J௜ − �⟩ ൻJ௝ − �ൿ = Ͳ� ≠ �.ǾȶȪȩ, ൻ(�௔ − ��)ଶൿ = ௡∑

௜ୀଵ ൻ(J௜ − �)ଶൿ ≤ �.ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, �(|�஺ − ��| ≥ ɂ |�) ≤ �/ɂଶ. ȃ ȶȩȴȰіȱȤȹ ȦіȨȱȲȵȱȲї ȻȤȵȶȲȶȬȳȲȨії �, �௡ = �஺/�, Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ �(|�௡ − �| ≥ ɂ/� |�) ≤ �/ɂଶ.ǿіȨȵȶȤȦȬȦȼȬ Ɂ = ɂ/�, ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ�(|�௡ − �| ≥ Ɂ |�) ≤ ͳ/�Ɂଶ. (˔.˘˛)Ȇȩȭ ȦȤȪȯȬȦȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, яȮȬȭ є ȲȮȴȩȰȬȰ ȦȬȳȤȨȮȲȰ ˊ˃ˍˑː˖ ˅ˈˎˋˍˋ˘ ˚ˋ˔ˈˎ,ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȦіȨȹȬȯȩȱȱя �௡ (ȦіȨȱȲȵȱȲї ȻȤȵȶȲȶȤ ȳȲȨії � Ȧ �ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȵȳȴȲȥȤȹ �) ȦіȨ � ȥіȯьȼȩ, ȱіȪ ȱȤ ȫȤȨȤȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ Ɂ, ȳȴȤȧȱȩ ȨȲȱȷȯя ȳȴȬ � → ∞. ȆіȮȤȦȲ ȦіȨȫȱȤȻȬȶȬ, ȽȲ ȨȲȦȩȨȩȱȱя Ⱥієї ȶȩȴȩȰȬ ȦȬȰȤȧȤєȷȰȲȦȬ ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȵȶі (˔.˘˕), Ȥ ȶȤȮȲȪ ǰȮȵіȲȰ ˔, ˕ і ˖b. ǿȴȲȶȩ ȱȩ ȫȦȩȴȶȤєȶьȵяȨȲ ǰȮȵіȲȰȬ ˗, яȮȽȲ ȳȴȬȭȱяȶȲ ǰȮȵіȲȰȷ ˖b, ȫȤȰіȵȶь ˖a.ȁȯіȨ ȱȤȧȲȯȲȵȬȶȬ, ȽȲ ȫȤȮȲȱ ȦȩȯȬȮȬȹ ȻȬȵȩȯ ȱȩ ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ �௡ ȮȲȯȬ-ȱȩȥȷȨь ȵȶȤȱȩ ȴіȦȱȲю� ȻȬ, ȳȴȬȱȤȭȰȱі, ȫȤȯȬȼȤȶȬȰȩȶьȵя ȥȯȬȫьȮȲю ȨȲ�ȳȴȬ� → ∞. ǲіȱ ȯȬȼȩ ȦȮȤȫȷє, ȦіȨȹȬȯȩȱȱя �௡ ȦіȨ � ȵȶȤюȶь ȨȩȨȤȯі ȱȩȭȰȲȦіȴȱіȼȬ-ȰȬ — ȶȲȥȶȲ, ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя Ȧȴȩȼȶі ȵȶȤȱȩ ȰȩȱȼȲю ȫȤȨȲȦіȯьȱȲ ȫȤȨȤȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ ȳȴȬ ȨȲȵȬȶь ȦȩȯȬȮȬȹ ȫȱȤȻȩȱȱяȹ �. Ƿ ȶȩȲȴії ȭȰȲ-ȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȯȬȼȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȳȴȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, Ȥ ȱȩ ȳȴȲ ȱȩ-ȰȬȱȷȻіȵȶь.
ʝ˙іːю˅˃ːːя ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕іȃ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȹ ȳȴȬȮȯȤȨȤȹ ȳȴȬȳȷȵȮȤȯȲȵя, ȽȲ � ȦіȨȲȰȤ, і Ⱥȩ ȨȲȫȦȲȯяȯȲ ȦȬȦȲ-ȨȬȶȬ ȫ ȱȩї іȱȼі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ǲ ȶȤȮȲȰȷ ȳіȨȹȲȨі ȳȴȲȵȶȩȪȷєȶьȵя ȰȩȶȲȨȲȯȲ-ґіȻȱȤ ȵȹȲȪіȵȶь іȫ ȮȦȤȱȶȲȦȲю ȶȩȲȴією, Ȩȩ ȥіȯьȼіȵȶь ȳȩȴȩȨȥȤȻȩȱь є ȭȰȲȦіȴ-ȱіȵȱȬȰȬ. ǾȨȱȤȮ Ȩȯя ȳȩȴȩȦіȴȮȬ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȬȹ ȦȬȵȱȲȦȮіȦ ȷ ȱȤȵ ȳȲȦȬȱȱȤ ȥȷ-ȶȬ ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȦȬȦȩȵȶȬ ȫ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱȬȹ ȨȤȱȬȹ ȳȩȦȱі ȩȰȳіȴȬȻȱі ȭȰȲ-ȦіȴȱȲȵȶі, яȮі ȰȲȪȱȤ ȳȲȴіȦȱяȶȬ ȫ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȬȰȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶяȰȬ. Ǵȯя ȺьȲȧȲȶȴȩȥȤ ȦȨȤȶȬȵя ȨȲ ȶȩȲȴії іːˇ˖ˍ˕ˋ˅ːˑˆˑ ˔˖ˇˉˈːːя.



§ ˔.˘. ȂȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˖˜ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, ȽȲ ȵȹȬȯьȱіȵȶь � ȨȲ ȳȲяȦȬ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ � ȷ ȳȴȲȺȩȨȷȴі � ȱȩ-ȦіȨȲȰȤ. ǿȴȲȦȲȨяȻȬ ȱȩȫȤȯȩȪȱі ȵȳȴȲȥȬ � ȳȴȲȶяȧȲȰ � ȴȤȫіȦ, ȰȬ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤ-єȰȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ � Ȧ � ȦȬȳȤȨȮȤȹ. ЯȮȬȭ ȦȬȵȱȲȦȲȮ ȰȲȪȱȤ ȫȴȲȥȬȶȬ ȽȲȨȲ ȱȩȦі-ȨȲȰȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ �?ǿȲȫȱȤȻȬȰȲ � = (�, � = θ), Ȩȩ � ȵȬȰȦȲȯіȫȷє Ȧȵі ȷȰȲȦȬ ȨȲȵȯіȨȷ ȫȤ ȦȬ-ȱяȶȮȲȰ ȫȱȤȻȩȱȱя �, Ȥ � = (�௔ ȫȨіȭȵȱȩȱь � ȷ � ȵȳȴȲȥȤȹ) є ȨȤȱȬȰȬ, ȲȶȴȬ-ȰȤȱȬȰȬ Ȧ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі � ȵȳȴȲȥ. ȂȲȨі, ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȶȩȲȴȩȰȷ ǱȤєȵȤ (˔.˘˔),ȲȶȴȬȰȤєȰȲ �(� = θ |�&�) = �(�|� = θ, �) �(� = θ, |�)�(�|� .(ȁȶȴȲȧȲ ȮȤȪȷȻȬ, ȰȬ ȰȤєȰȲ ȳȴȬȳȷȵȶȬȶȬ, ȽȲ � ȯȩȪȬȶь ȷ ȦȷȫьȮȲȰȷ іȱȶȩȴȦȤȯіɁ ȫ ȺȩȱȶȴȲȰ ȱȤ θ, Ȥ ȦіȨȶȤȮ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȷ ȰȩȪі Ɂ → Ͳ.)ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȤȵ ȺіȮȤȦȯяȶь ȯȬȼȩ ȦіȨȱȲȵȱі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь �,ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȦіȨȮȬȱȷȶȬ Ȧȵі ȰȱȲȪȱȬȮȬ, ȽȲ ȱȩ Ȱіȵȶяȶь θ:�(� = θ |�&�) ∝ θ௥(ͳ − θ)௡ି௥�(� = θ |�). (˔.˘˜)ЯȮ і ȵȯіȨ ȥȷȯȲ ȻȩȮȤȶȬ, Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȱіȻȲȧȲ ȱȩ ȵȶȦȩȴȨȪȷє ȳȴȲ ȫȱȤȻȩȱȱя�, Ȧіȱ ȨȤє ȯȬȼȩ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȴіȫȱȬȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȫȱȤȻȩȱь. ǿȴȲȶȩ і Ȧ ȱьȲȰȷ єȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱіȵȶь, ȲȵȮіȯьȮȬ ȰȬ ȱȩ ȰȤєȰȲ ȫȰȲȧȬ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȮіȱȺȩȦȷ ȭȰȲȦіȴ-ȱіȵȶь �(� = θ |�&�), ȲȥȷȰȲȦȯȩȱȷ ȨȤȱȬȰȬ �, ȳȲȮȬ ȱȩ ȫȱȤєȰȲ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲїȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі �(� = θ |�), яȮȤ яȦȯяє ȵȲȥȲю ȵȶȷȳіȱь ȨȲȵȶȲȦіȴȱȲȵȶі ȶȲȧȲ, ȽȲ� = θ, ˊ˃ ˅іˇ˔˖˕ːˑ˔˕і ˇ˃ːˋ˘ �. ЯȮȽȲ ȰȬ ȲȥȩȴȩȰȲ ȳȲȻȤȶȮȲȦȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶьȱȩȫȤȯȩȪȱȲю ȦіȨ θ, ȶȲ ː˃ˌ˅і˓ˑˆіˇːі˛ˋˏ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ �, ȲȶȴȬȰȤȱȬȰ іȫ ȰȤȮȵȬ-ȰȷȰȷ ȮіȱȺȩȦȲȧȲ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫȤ θ, ȥȷȨȩ� = θ௠ = �� . (˔.˙˓)ǲȬȳȴȤȦȨȤȱіȵȶь ȦȬȥȲȴȷ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, яȮ ȱȩȫȤȯȩȪȱȲї ȦіȨ θ, єȨȲȵȬȶь ȵȳіȴȱȲю, Ȥȯȩ ȦȤȴȶȲ ȫȤȫȱȤȻȬȶȬ, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ �(� = θ |�) є ȳȲȦіȯь-ȱȲȫȰіȱȱȲю ȸȷȱȮȺією θ, ȯȲȮȤȯьȱȬȭ ȰȤȮȵȬȰȷȰ ȷ (˔.˘˜) ȥȷȨȩ ȨȲȵȬȶь ȥȯȬȫь-ȮȬȰ (˔.˙˓) ȳȴȬ ȴȲȫȷȰȱȲ ȦȩȯȬȮȲȰȷ ȫȱȤȻȩȱȱі �. ȂȲȥȶȲ, ȱȤ ȮіȱȺȩȦȷ ȲȺіȱȮȷȨȲȵȶȲȦіȴȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя � ȰȤюȶь ȳȩȴȩȦȤȪȱȬȭ ȦȳȯȬȦ ȨȲȵȯіȨȱі ȨȤȱі, Ȥ ȳȲȻȤ-ȶȮȲȦȤ ȲȺіȱȮȤ ȱȩ ȦіȨіȧȴȤє ȳȴȤȮȶȬȻȱȲ ȱіяȮȲї ȴȲȯі. ǷȦȬȻȤȭȱȲ, (˔.˙˓) ȫȥіȧȤє-ȶьȵя ȫ іȱȶȷїȶȬȦȱȲю ȲȺіȱȮȲю ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі �, яȮȷ ȥіȯьȼіȵȶь ȯюȨȩȭ ȫȴȲȥȬȯȬȥ і ȥȩȫ ȨȲȳȲȰȲȧȬ ȶȩȲȴȩȰȬ ǱȤєȴȤ. ȂȤ ȱȤȦіȶь ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ її ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰȤє ȳȩȴȩȦȤȧȬ:(a) ǽȤ ȨȲȨȤȻȷ ȨȲ ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȱȤȭȦіȴȲȧіȨȱіȼȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя�, (˔.˘˜) ȨȲȫȦȲ-ȯяє ȱȤȰ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ � ȯȩȪȬȶь ȷ ȳȩȦȱȲȰȷ ȨіȤ-ȳȤȫȲȱі ȫȱȤȻȩȱь. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȱȤȨіȭȱіȵȶь ȲȺіȱȮȬ(˔.˙˓).



˗˓ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ(b) ǷȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȳȴȬȫȱȤȻȩȱȱя ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ, ȱȤȭȦіȴȲȧіȨȱіȼȩ ȫȱȤȻȩȱȱя θ௠ȰȲȪȩ ȭ ȱȩ ȥȷȶȬ ȱȤȭȤȨȩȮȦȤȶȱіȼȲю ȲȺіȱȮȲю �. ЯȮȽȲ, ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, „Ⱥі-ȱȤ“ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя ȲȺіȱȮȬ θ ȦіȨ ȱȩȦіȨȲȰȲȧȲ ȵȳȴȤȦȪȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя �ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȨȲ |θ − �| ȤȥȲ |θ − �|ଶ, ȶȲ ȱȤȭȮȴȤȽȲю ȲȺіȱȮȲю ȥȷȨȩ,ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ȰȩȨіȤȱȤ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȤȥȲ ȷȵȩȴȩȨȱȩȱȤȭȰȲȦіȴȱіȵȶь.(c) ǷȤȰіȵȶь ȱȤȰȤȧȤȱȱя ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȻȬȵȶȲ ȩȰȳіȴȬȻȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя � ȫ ȩȮȵȳȩ-ȴȬȰȩȱȶȷ Ȩȯя ȭȲȧȲ ȳȲȴіȦȱяȱȱя ȫ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȰȬ ȰȲȧȯȬȥ ȲȨȩȴȪȤȶȬ ȱȤȭȮȴȤȽȷ ȲȺіȱȮȷ Ȩȯя�, ȦȫяȦȼȬ ȨȲ ȷȦȤȧȬ ȱȩȶȲȻȱіȵȶь ȶȩȲ-ȴȩȶȬȻȱȬȹ ȲȥȻȬȵȯȩȱь і ȲȥȰȩȪȩȱȬȭ Ȳȥȵяȧ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱȬȹ ȨȤȱȬȹ.ȂȩȲȴія ȰȲȧȯȤ ȥ ȨȤȶȬ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, ȤȱȤȭȨȲȵȶȲȦіȴȱіȼȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ȰȤȮȵȬȰȷȰȷ ȮіȱȺȩȦȲȧȲȴȲȫȳȲȨіȯȷ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі (˔.˘˜).
ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ͳǿȲȦȱі ȳȲȵȬȯȤȱȱя ȱȤȦȩȨȩȱȲ Ȧ ǱіȥȯіȲґȴȤȸії ȱȤȳȴȬȮіȱȺі ȮȱȬȧȬ.
ʑˈˍ˕ˑ˓ˋ ˌ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˋǴіȴȤȮ [˗˜]: ȦȬȮȯȤȨ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷ ȥȴȤ- і Ȯȩȶ-ȦȩȮȶȲȴіȦ ȭȲȧȲ ȤȦȶȲȴȲȰ.Яȷȹ [˜˚]: ȳȩȴȩȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȨіȴȤȮȲȦȲȧȲ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷ Ȧ ȰȩȪȤȹ ȰȤȶȩȰȤȶȬ-ȻȱȲї ȶȩȲȴії ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.ǴȪȲȴȨȤȱ [˜˜]: ȵȶȬȵȯȬȭ ȳȩȴȩȯіȮ ȶȬȹ ȤȵȳȩȮȶіȦ ȶȩȲȴії ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲ-ȴȷ, ȽȲ є ȱȤȭіȵȶȲȶȱіȼȬȰȬ Ȩȯя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ.ǱȲȰ, ǰ. [˖˓]: ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȷ ȮȦȤȱȶȲ-Ȧіȭ ȰȩȹȤȱіȺі.
Іˏˑ˅і˓ːі˔˕ьІȵȱȷє ȦȩȯȬȮȤ ȮіȯьȮіȵȶь ȮȱȬȪȲȮ ȱȤ Ⱥю ȶȩȰȷ, і ȶȷȶ ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȯȬȼȩ ȨȩяȮі ȫȱȬȹ, ȽȲ ȵȶȤȱȲȦȯяȶь ȲȵȲȥȯȬȦȬȭ іȱȶȩȴȩȵ.ǺȲȮȵ [˗˙]: ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȮіȯьȮіȵȱȬȹ ȫȤȮȲȱіȦ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴ-ȱȬȹ яȮіȵȱȬȹ ȳȲȵȶȷȯȤȶіȦ.Ȁȩȱі [˔˘˕]: ȵȶȴȲȧȬȭ ȴȲȫȧȯяȨ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȱȤ ȳіȨȵȶȤȦі її ȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȮȷȫ ȶȩȲȴією ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя.ȄȤȭȱ [˙˓]: ȮȴȬȶȬȻȱȬȭ ȤȱȤȯіȫ ȮіȯьȮȲȹ ȳіȨȹȲȨіȦ ȨȲ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі.



ǷȤȨȤȻі ˗˔ǺȩȮ [˔˓˔]: ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȨȲ ȶȤȮȬȹ ȱȩȦȯȤȵȶȬȦȬȹ Ȩȯя ȱȩїȨȬȵȺȬȳȯіȱ, яȮ ȶȩȲȴія ȻȬȵȩȯ.
З˃ˇ˃˚і

ͳ.ͳ. ǴȲȦȩȨіȶь Ⱥі ȱȩȴіȦȱȲȵȶі ȈȦȤȴȺȤ ȶȤ ȶȴȬȮȷȶȱȬȮȤ, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȤȮȵіȲȰ, ȽȲȦȬȫȱȤȻȤюȶь Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ.ǲȮȤȪіȶь ȱȩȲȥȹіȨȱі ȶȤ ȨȲȵȶȤȶȱі ȷȰȲȦȬ Ȩȯя ȶȲȧȲ, ȽȲȥ ȱȩȴіȦȱȲȵȶі ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴюȦȤȯȬȵя ȱȤ ȴіȦȱȲȵȶі.
ͳ.ʹ. ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȷȵіȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȯі-ȱіȭȱȬȹ ȮȲȰȥіȱȤȺіȭ ȱȤȵȶȷȳȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ: ͳ, sin �, cos �, sinଶ �, cosଶ �, sin(ʹ�),cos(ʹ�). ЯȮȤ ȴȲȫȰіȴȱіȵȶь ȺьȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ? ǲȮȤȪіȶь ȰȲȪȯȬȦȬȭ ȱȤȥіȴ ȥȤȫȬ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ і ȨȲȦȩȨіȶь, ȽȲ Ȧіȱ ȳȲȦȱȬȭ.
ͳ.͵. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ ȵȯіȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, Tr� = ∑௡⟨�௡|�|�௡⟩, ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȧȲ ȥȤȫȬȵȷ {|�௡⟩}, ȲȥȴȤȱȲȧȲ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱь.
ͳ.Ͷ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȯіȱіȭȱȤ ȮȲȰȥіȱȤȺія ȰȤȶȴȬȺь ȲȨȱȤȮȲȦȲї ȸȲȴȰȬ ȨȤє ȰȤȶȴȬȺюȶȤȮȲї Ȫ ȸȲȴȰȬ, ȶȲ їȹ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲ-ȴȷ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȥȷȨь-яȮȷ ʹ × ʹ-ȰȤȶȴȬȺю ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȯіȱіȭȱȷȮȲȰȥіȱȤȺію ȶȤȮȬȹ ȻȲȶȬȴьȲȹ ȰȤȶȴȬȺь:� = ቈͳ ͲͲ ͳ቉ , σ௫ = ቈͲ ͳͳ Ͳ቉ ,

σ௬ = ቈͲ −�� Ͳ቉ , σ௭ = ቈͳ ͲͲ −ͳ቉ .
ͳ.ͷ. ЯȮȽȲ � і � ȰȤȶȴȬȺі ȲȨȱȤȮȲȦȲї ȸȲȴȰȬ, ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ (�, �) = Tr(�ற�)ȰȤє Ȧȵі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȦȱȷȶȴіȼȱьȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ. ǲіȨȶȤȮ ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȻȲȶȬȴȬȰȤȶȴȬȺі іȫ ǷȤȨȤȻі ˔.˗ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱі ȫȤ ȺȬȰ ȨȲȥȷȶȮȲȰ.
ͳ.͸. ǷȱȤȭȨіȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȰȤȶȴȬȺі

቎Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ቏ǿȲȥȷȨȷȭȶȩ ȦіȨȳȲȦіȨȱі ȳȴȲȩȮȺіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ і ȳȩȴȩȦіȴȶȩ Ȩȯя Ⱥієї ȰȤȶȴȬȺіȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȷ ȶȩȲȴȩȰȷ.



˗˕ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬ
ͳ.͹. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ˔ˋˏˈ˕˓ˋˊ˃˕ˑ˓ �, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȭ ȱȤ ȨȲȦіȯьȱіȭ ȸȷȱȮȺіїϕ(�), яȮ ��(�) = ଵଶ [ϕ(�) + ϕ(−�)], і ˃ː˕ˋ˔ˋˏˈ˕˓ˋˊ˃˕ˑ˓ �, ��(�) =ଵଶ [ϕ(�) − ϕ(−�)], є ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ.
ͳ.ͺ. ǲȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȻȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȸȷȱȮȺії ȦіȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ,�(�) = ∑௜ �(�௜)|�௜⟩⟨�௜|,ȫ �|�௜⟩ = �௜|�௜⟩ і ⟨�௜|�௝⟩ = Ɂ௜௝ , ȨȲȦȩȨіȶь, ȽȲ ȵȶȩȳȩȱȩȦȤ ȸȷȱȮȺія �௡(�) ≡ �௡ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱю �௡�௠ = �௡ା௠.
ͳ.ͻ. ȃ Ⱥіȭ ȫȤȨȤȻі ȴȲȫȧȯяȨȤєȶьȵя ȴȲȵȶіȴ ȮȦȤȨȴȤȶȬȻȱȲ іȱȶȩґȴȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱ-ȮȺіȭ.(a) ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ ℋ, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ ɗ(�),Ȩȯя яȮȬȹ ାஶනିஶ |ɗ(�)|ଶ�� < ∞.

ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ Ȧ ℋ іȵȱȷюȶь ȶȤȮі ȸȷȱȮȺії, Ȩȯя яȮȬȹ �ϕ(�) ≡ �ϕ(�) ȱȩȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ℋ.(b) ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȳȴȲȵȶіȴ Ω, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ ɗ(�), яȮі ȫȤȨȲȦȲȯь-ȱяюȶь ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ ȳȩȴȩȯіȮȷ ȷȰȲȦ:ାஶනିஶ |ɗ(�)|ଶ(ͳ + |�|௡) �� < ∞ Ȩȯя � = Ͳ, ͳ, ʹ, …
ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲї ɗ(�) іȫ Ω ȸȷȱȮȺія �ϕ(�) ≡ �ϕ(�) ȶȤȮȲȪȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ Ω. (Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȫȤȵȦіȨȻȷє, ȽȲ ȲȥȯȤȵȶь ȦȬȫȱȤȻȩȱȱяȲȳȩȴȤȶȲȴȤ� ȦȮȯюȻȤє Ȧȩȵь ȳȴȲȵȶіȴΩ, Ȥȯȩ ȱȩ ȳȲȼȬȴюєȶьȵя ȱȤ Ȧȩȵьℋ.

ͳ.ͳͲ. ȀȲȫȼȬȴȩȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ Ω× ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ ɖ(�), ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯь-ȱяюȶь ȷȰȲȦі
(ɖ, ϕ) = ାஶනିஶ ɖ∗(�)ϕ(�) �� Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ іȫ Ω.

ЯȨȩȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ Ω і ȧіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ ℋ ȦȬȫȱȤȻȩȱі Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȭ ȫȤȨȤȻі.ǲȮȤȪіȶь, яȮȤ ȫ ȱȤȦȩȨȩȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ Ω, ȨȲ ℋ і (ȤȥȲ) ȨȲ Ω×: (a)sin �; (b) (sin �)/�; (c) �ଶ cos �; (d) �ି௔௫ (� > Ͳ); (e) [log(ͳ + |�|)]/(ͳ + |�|);(f) exp(−�ଶ); (g) �ସ�ି|௫|.



ǷȤȨȤȻі ˗˖
ͳ.ͳͳ. ЯȮі ȧȴȤȱȬȻȱі ȷȰȲȦȬ ȶȴȩȥȤ ȱȤȮȯȤȵȶȬ ȱȤ ȸȷȱȮȺії {ϕ(�)}, ȦȬȫȱȤȻȩȱіȦ ȳȩȦȱіȭ ȲȥȰȩȪȩȱіȭ ȤȥȲ ȱȩȲȥȰȩȪȩȱіȭ ȨіȯяȱȺі ȶȴȬȦіȦȬȰіȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ,ȽȲȥ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȯȤȳȯȤȵіȤȱ �ଶ ȥȷȦ ȩȴȰіȶȲȦȬȰ?
ͳ.ͳʹ. ǽȩȹȤȭ ⟨ɗ|�|ɗ⟩ = ⟨ɗ|�|ɗ⟩ Ȩȯя Ȧȵіȹɗ. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ� = � Ȧ ȶȲȰȷ ȵȩȱȵі,ȽȲ ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ = ⟨ϕଵ|�|ϕଶ⟩ Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕଵ і ϕଶ.
ͳ.ͳ͵. ȃ ȱȤȼіȭ ґȤȯȤȮȶȬȺі ȥȯȬȫьȮȲ � = ͳͲଵଵ ȫіȴȲȮ. ǿȴȬȭȰіȶь, яȮ ȸȤȮȶ, ȱȤ-ȵȶȷȳȱі ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя: ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȫіȴȮȤ ȰȤє ȳȯȤȱȩȶȬ, є � = ͳͲିଶ;ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȷȰȲȦȬ ȱȤ ȳȯȤȱȩȶі ȳȴȬȨȤȶȱі ȨȲ ȪȬȶȶя, є � = ͳͲିଶ; ȭȰȲȦіȴ-ȱіȵȶь, ȽȲ ȪȬȶȶя ȰȲȪȩ ȴȲȫȦȬȱȷȶȬȵь ȫȤ ȵȳȴȬяȶȯȬȦȬȹ ȷȰȲȦ, є � = ͳͲିଶ. (ǲȵіȱȤȦȩȨȩȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȺіȯȮȲȰ ȨȲȦіȯьȱі.)(a) ЯȮȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь іȵȱȷȦȤȱȱя ȪȬȶȶя Ȧ ȱȤȦȰȤȱȱя ȲȥȴȤȱіȭ ȵȲȱяȻȱіȭ ȵȬ-ȵȶȩȰі? (ǼȤєȶьȵя ȱȤ ȷȦȤȫі ȥȷȨь-яȮȤ ȫȲȴя ȫ ȳȯȤȱȩȶȤȰȬ, яȮȽȲ ȦȲȱȬ ȶȤȰіȵȱȷюȶь.)(b) ЯȮȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȪȬȶȶя іȵȱȷє ȥȲȨȤȭ Ȧ ȲȨȱіȭ ȵȲȱяȻȱіȭ ȵȬȵȶȩȰіȱȤȼȲї ґȤȯȤȮȶȬȮȬ?
ͳ.ͳͶ. Ȇя ȫȤȨȤȻȤ іȯюȵȶȴȷє ȫȤȮȲȱ ȦȩȯȬȮȬȹ ȻȬȵȩȯ.(a) ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȦȬȳȤȨȤȱȱя „ȲȴȯȤ“ ȳȴȬ ȮȬȨȤȱȱі ȲȨȱієїȰȲȱȩȶȬ є Ͳ, ͷ. ǿȲȴіȦȱяȭȶȩ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȲȶȴȬȰȤȶȬ ͷ „ȲȴȯіȦ“ ȷ ͳͲ ȮȬȨȤ-ȱȱяȹ ȰȲȱȩȶȬ ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ȦȬȳȤȨȤȱȱя ͷͲ „ȲȴȯіȦ“ ȷ ͳͲͲ ȵȳȴȲȥȤȹ.(b) ǾȥȻȬȵȯіȶь Ȩȯя ͳͲ і ͳͲͲ ȵȳȴȲȥ ȦȬȮȬȨȤȱȱя ȰȲȱȩȶ іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲȻȤȵȶȮȤ „ȲȴȯіȦ“ ȯȩȪȤȶȬȰȩ Ȧ ȳȴȲȰіȪȮȷ ȦіȨ Ͳ, ͶͶͷ ȨȲ Ͳ, ͷͷͷ.
ͳ.ͳͷ. ǿȬȶȲȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȴȲȫȳȤȨȷ ȴȤȨіȲȤȮȶȬȦȱȲȧȲ яȨȴȤ є �(�) = α�ି஑௧ ,Ȩȩ � ≥ Ͳ — (ȱȩȳȩȴȩȨȥȤȻȷȦȤȱȬȭ) ȻȤȵ ȪȬȶȶя яȨȴȤ, Ȥ αିଵ — ȵȩȴȩȨȱіȭ ȻȤȵȭȲȧȲ ȪȬȶȶя. ȀȲȫȴȤȹȷȭȶȩ ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь Ȩȯя |�ଵ − �ଶ|, Ȩȩ �ଵ і �ଶ — ȻȤȵȪȬȶȶя ȨȦȲȹ ȲȨȱȤȮȲȦȬȹ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ яȨȩȴ.
ͳ.ͳ͸. ǽȩȹȤȭ �ଵ, �ଶ, … , �௡ — ȦȫȤєȰȱȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱі ȦȬȳȤȨȮȲȦі ȫȰіȱȱі, ȮȲȪȱȤȫ яȮȬȹ ȰȤє ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь�ଵ(�) = α�ି஑௫ (� ≥ Ͳ)�ଵ(�) = Ͳ (� ≤ Ͳ)ȫȤ ȳȩȦȱȲї ȷȰȲȦȬ �. ȂȲȥȶȲ, Prob(� < �௝ < � + �� |�) = �ଵ(�) �� Ȩȯя ͳ ≤ � ≤�. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȳȬȶȲȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь Ȩȯя ȵȷȰȬ ȺȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ, � = �ଵ + �ଶ +⋯+ �௡, є �௡(�) = α(α�)௡ିଵ�ି஑௫/(� − ͳ)!



˗˗ ȀȲȫȨіȯ ˔. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȷȰȲȦȬȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵя ȺȬȰ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ Ȩȯя ȳȴяȰȲї ȨȩȰȲȱȵȶȴȤȺії (ȥȩȫ ȫȦȩȴȱȩȱȱяȨȲ ȫȤȮȲȱȷ ȦȩȯȬȮȬȹ ȻȬȵȩȯ), ȽȲ ȵȩȴȩȨȱє ȺȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ, �/�, ȥȷȨȩ ȭȰȲȦіȴȱȲȥȯȬȫьȮȬȰ ȨȲ ൻ�௝ൿ = αିଵ ȳȴȬ ȦȩȯȬȮȬȹ �.
ͳ.ͳ͹. ǴȪȩȴȩȯȲ ȦȬȳȷȵȮȤє ȻȤȵȶȮȬ іȫ ȵȩȴȩȨȱьȲю іȱȶȩȱȵȬȦȱіȵȶю λ ȻȤȵȶȲȮ ȫȤȵȩȮȷȱȨȷ, ȳȴȲȶȩ ȮȲȪȩȱ ȦȬȮȬȨ ȻȤȵȶȮȬ ȵȶȲȹȤȵȶȬȻȱȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȭ ȦіȨ ȳȲȳȩȴȩ-ȨȱьȲȧȲ. ǾȥȻȬȵȯіȶь іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȨȪȩȴȩȯȲ ȦȬȳȷȵȶȬȶь ȴіȦȱȲ� ȻȤȵȶȲȮȳȴȲȶяȧȲȰ ȻȤȵȷ �.



ȀȲȫȨіȯ ˕
ʣˑ˓ˏ˖ˎю˅˃ːːя ˍ˅˃ː˕ˑ˅ˑї ˏˈ˘˃ːіˍˋ

§ ʹ.ͳ. ʝ˔ːˑ˅ːі ˕ˈˑ˓ˈ˕ˋ˚ːі ˒ˑːя˕˕яǺȲȪȱȤ ȸіȫȬȻȱȤ ȶȩȲȴія ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȳȩȦȱȬȹ ȫȤȵȤȨȱȬȻȬȹ ȳȲȱяȶь, ȰȤȶȩȰȤ-ȶȬȻȱȲȧȲ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷ ȶȤ ȱȤȥȲȴȷ ȳȴȤȦȬȯ, ȽȲ ȳȲȦ’яȫȷюȶь Ⱥі ȳȲȱяȶȶя ȫ ȰȤ-ȶȩȰȤȶȬȻȱȬȰȬ Ȳȥ’єȮȶȤȰȬ, яȮі їȹ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь. Ȇі ȳȴȤȦȬȯȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ-ȵȶі ȵȳȩȴȼȷ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷюȶь, ȽȲȥ ȦȬȴȤȫȬȶȬ ȸіȫȬȻȱȷ ȫȤȨȤȻȷ ȰȲȦȲю ȰȤȶȩȰȤ-ȶȬȮȬ. ǺȲȯȬ ȫȤȨȤȻȷ ȵȸȲȴȰȷȯьȲȦȤȱȲ Ȧ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі, її ȰȲȪȱȤȴȲȫȦ’яȫȤȶȬ ȻȬȵȶȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȰȬ ȰȩȶȲȨȤȰȬ, ȽȲ ȱȩ ȳȲȶȴȩȥȷюȶь ȱіяȮȲї ȸі-ȫȬȻȱȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії. ǿіȵȯя ȻȲȧȲ ȸȲȴȰȤȯьȱȩ ȴіȼȩȱȱя, Ȼȩȴȩȫ ȳȴȤȦȬȯȤ ȦіȨ-ȳȲȦіȨȱȲȵȶі, ȫȱȲȦȷ ȳȲȦȩȴȶȤєȶьȵя Ȧ ȵȦіȶ ȸіȫȬȮȬ Ȩȯя ȱȤȯȩȪȱȲȧȲ ȶȯȷȰȤȻȩȱȱя.ȇȤȵȲȰ Ⱥȩȭ ȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȲȮ ȰіȪ ȸіȫȬȻȱȬȰȬ ȶȤ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȰȬ Ȳȥ’єȮȶȤȰȬȱȤȵȶіȯьȮȬ ȲȻȩȦȬȨȱȬȭ, ȽȲ ȱȤȰ ȱȩ ȨȲȦȲȨȬȶьȵя ȭ ȫȤȰȬȵȯюȦȤȶȬȵя ȱȤȨ ȱȬȰ.ȃ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȻȤȵȶȮȬ (ȸіȫȬȻȱȩ ȳȲȱяȶȶя) ȦіȨȲȥȴȤȪȤ-єȶьȵя ȱȤ Ȩіȭȵȱȩ ȻȬȵȯȲ ȤȥȲ ȱȤȥіȴ ȨіȭȵȱȬȹ ȻȬȵȩȯ (ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȩ ȳȲȱяȶȶя).І ȹȲȻȤ іȨȩя ȨіȭȵȱȲȧȲ ȻȬȵȯȤ ȫ ȳȲȧȯяȨȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȮȬ ȤȪ ȱіяȮ ȱȩ ȶȴȬȦіȤȯь-ȱȤ, ȥіȯьȼіȵȶь ȯюȨȩȭ ȫȨȤȶȱі іȱȶȷїȶȬȦȱȲ ȫȥȤȧȱȷȶȬ Ⱥȩ ȳȴȤȦȬȯȲ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶіȥȩȫ ȱȤȭȰȩȱȼȲȧȲ ȴȬȫȬȮȷ ȫȤȳȯȷȶȤȶȬȵя. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ ȸȲȴȰȤȯіȫȰ ȮȦȤȱȶȲ-ȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱіȼȬȭ і ȱȩ ȶȤȮȬȭ іȱȶȷїȶȬȦȱȬȭ, яȮ ȷ ȮȯȤȵȬ-Ȼȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі. ȁȦіȶ ȱȩ ȫȨȤєȶьȵя ȵȶȦȲȴȩȱȬȰ іȫ ȩȴȰіȶȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ˘ ȶȤ ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱȲȦіȰіȴȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȤєȰȲ ȱȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲ ȷȦȤȪȱȲ, ȫ ȧȴȤ-ȱȬȻȱȲю ȲȥȩȴȩȪȱіȵȶю ȳіȨȹȲȨȬȶȬ ȨȲ ȳȴȤȦȬȯ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі, яȮі ȳȲȦ’яȫȷюȶьȤȥȵȶȴȤȮȶȱȬȭ ȸȲȴȰȤȯіȫȰ ȫі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю Ȩіȭȵȱіȵȶю.Є ȨȦȤ ȦȤȪȯȬȦі ȤȵȳȩȮȶȬ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії, ȽȲ ȳȲȶȴȩȥȷюȶь ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ-ȧȲ ȦȬȴȤȪȩȱȱя, — ȰȩȹȤȱіȻȱȬȭ і ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ.
˘Ȃȷȶ і ȨȤȯі ȤȦȶȲȴ ȳȩȴȩȦȤȪȱȲ ȦȪȬȦȤє ȶȩȴȰіȱ „ȩȴȰіȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ“, ȽȲ, ȫ ȲȧȯяȨȷ ȱȤ ȭȲȧȲȦȬȵȲȮȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȷ ȳȴȬȵȮіȳȯȬȦіȵȶь, є ȯȬȼȩ ȨȤȱȬȱȲю ȳȴȬȭȱяȶіȭ ȷ ȸіȫȬȻȱіȭ ȯіȶȩȴȤȶȷȴіȶȴȤȨȬȺії. ǽȤȵȳȴȤȦȨі Ȫ, і ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȵȶȤȱȷ і ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ Ȩȯя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ ȳȲȦȬȱȱіȥȷȶȬ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȰȬ, Ȥ Ƚȩ ȶȲȻȱіȼȩ, ˅ і˔˕ˑ˕ːˑˏ˖ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȰȬ — ȶȲȥȶȲ, ȰȤȶȬ єȨȬȱȩȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȩ ȴȲȫȼȬȴȩȱȱя. ǷȤȧȤȯȲȰ, ȩȴȰіȶȲȦȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȰȤє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹȦȩȮȶȲȴіȦ ȷ ȵȩȱȵі ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲї ȶȩȲȴȩȰȬ (§ ˔.˗) є Ȧ іȵȶȲȶȱȲȰȷ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȰ.(ʞ˓ˋˏ. ˒ˈ˓ˈˍˎ.)



˗˙ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ
ʛˈ˘˃ːі˚ːˋˌ ˃˔˒ˈˍ˕ǿȩȦȱі ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі, яȮі, ȫȧіȨȱȲ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲю ȰȩȹȤȱіȮȲю, ȰȤȯȬ ȥ ȱȤȥȷ-ȦȤȶȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȮȲȱȶȬȱȷȷȰȷ ȫȱȤȻȩȱь, ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȦȬяȦȯяюȶьȵя ȨȬȵȮȴȩ-ȶȱȬȰȬ, „ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȬȰȬ“. ǴȩяȮі ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱі ȵȦіȨȻȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȰȬ ȴȲȫ-ȧȯяȱȷȯȬ ȷ ǲȵȶȷȳі. ȉȩ ȲȨȬȱ ȧȤȴȱȬȭ ȳȴȬȮȯȤȨ ȨȤюȶь ȤȶȲȰȱі ȵȳȩȮȶȴȬ. ǲіȨȳȲ-ȦіȨȱȲ ȨȲ ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȶȤ ȩȯȩȮȶȴȲȨȬȱȤȰіȮȬ, ȩȯȩȮȶȴȲȱ Ȧ ȤȶȲȰі ȰȷȵȬȦȥȬ ȦȬȳȴȲȰіȱюȦȤȶȬ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱі ȹȦȬȯі ȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲ ȫȰіȱȱȲю ȻȤȵȶȲ-ȶȲю, ȳȲȵȶȷȳȲȦȲ ȦȶȴȤȻȤюȻȬ ȩȱȩȴґію і ȳȲ ȵȳіȴȤȯьȱіȭ ȶȴȤєȮȶȲȴії ȱȤȥȯȬȪȤ-юȻȬȵь ȨȲ яȨȴȤ. ǰȯȩ ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤєȶьȵя ȯȬȼȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴȦȬȳȴȲȰіȱȩȱȱя, і ȱȤ Ⱥіȭ ȳіȨȵȶȤȦі ǽ. ǱȲȴ ȨіȭȼȲȦ ȦȬȵȱȲȦȮȷ, ȽȲ ȫȦ’яȫȤȱȬȭ ȦȤȶȲȰі ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȰȲȪȩ ȫȤȭȰȤȶȬ ȯȬȼȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȹ ȴіȦ-ȱіȦ, і ȳȴȬ ȳȩȴȩȹȲȨі ȰіȪ ȱȬȰ ȦȬȳȴȲȰіȱює ȫ ȻȤȵȶȲȶȲю, ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȲю ȴіȫȱȬȺіȩȱȩȴґіȭ ȺȬȹ ȴіȦȱіȦ.ǿȴȲȶȩ ȵȤȰȤ ȩȱȩȴґія ȱȩ ȫȤȦȪȨȬ ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȤ, і ȦіȯьȱȬȭ ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȰȲȪȩȱȤȥȷȦȤȶȬ ȥȷȨь-яȮȲȧȲ її ȫȱȤȻȩȱȱя, Ȥ ȳіȨ ȻȤȵ ȴȷȹȷ ȫ ȳȴȬȵȮȲȴȩȱȱяȰ ȦȬȳȴȲ-ȰіȱюȦȤȶȬ Ȧ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȰȷ ȨіȤȳȤȫȲȱі ȻȤȵȶȲȶ. ǲіȨȶȤȮ ȵȶȤє ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ, ȽȲȨȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȰȬ ȳȲȶȴȩȥȷє-ȰȲ ȳȴȬȱȺȬȳȲȦȲ іȱȼȬȹ, ȳȲȴіȦȱяȱȲ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲю ȶȩȲȴією, ȫȤȵȲȥіȦ, яȮі ȲȨȱȲ-ȻȤȵȱȲ ȨȲȫȦȲȯяȯȬ ȥ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ і ȨȬȵȮȴȩȶȱі, і ȱȩȳȩȴȩȴȦȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ. Ȇȩ ȨȲ-ȵяȧȤєȶьȵя ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ:
ʞˑ˔˕˖ˎ˃˕ ͳ. ǺȲȪȱіȭ ˇˋː˃ˏі˚ːіˌ ˊˏіːːіˌ (ȸіȫȬȻȱȩ ȳȲȱяȶȶя) ȵȶȤȦȬȶьȵя ȷȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ˎіːіˌːˋˌ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ (ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ Ȳȥ’єȮȶ), і її ȰȲȪȯȬȦі ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȺьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ.ЄȨȬȱȩ ȦȬȳȴȤȦȨȤȱȱя ȺьȲȧȲ ȳȲȵȶȷȯȤȶȷ ȱȤȴȤȫі ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȬ ȰȲȪȷȶь ȰȤȶȬ і ȻȬȵȶȲ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь, і ȻȬȵȶȲ ȱȩ-ȳȩȴȩȴȦȱȬȭ, і ȴіȫȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії ȶȲȧȲ ȭ іȱȼȲȧȲ, ȲȹȲȳȯююȻȬ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ ȷȵіȰȲȪȯȬȦі ȦȤȴіȤȱȶȬ. ǿȴȲȶȩ Ⱥȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȱȩ ȱȤȥȷȨȩ ȧȯȬȥȲȮȲȧȲ ȫȰіȵȶȷ, ȳȲ-ȮȬ ȰȬ ȱȩ ȦȬȴȲȥȬȰȲ ȳȴȤȦȬȯȤ ȳȴȬȫȱȤȻȩȱȱя ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȮȲȱȮȴȩ-ȶȱȬȰ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰ ȫȰіȱȱȬȰ.
ʠ˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ːˋˌ ˃˔˒ˈˍ˕ǼȬ ȳȲȶȴȩȥȷєȰȲ ȳȩȦȱȬȹ ȫȤȵȲȥіȦ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȤȥȲ ȦіȨȱȲȵȱȲїȻȤȵȶȲȶȬ ȳȲяȦȬ ȴіȫȱȬȹ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȫȤ ȳȩȦ-ȱȬȹ ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȹ ȸіȫȬȻȱȬȹ ȲȥȵȶȤȦȬȱ. Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȳȴȲіȯюȵȶȴȷȦȤȶȬ ȱȤ ȳȴȬ-ȮȯȤȨі ȤȶȲȰȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ, Ȧ яȮȲȰȷ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ іȱȶȩȱȵȬȦȱіȵȶь ȵȳȩȮȶȴȤȯь-ȱȬȹ ȯіȱіȭ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȮіȯьȮȲȵȶі ȳȩȴȩȹȲȨіȦ ȰіȪ ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȰȬ ȴіȦȱяȰȬȱȤ ȲȨȬȱȬȺю ȻȤȵȷ; Ȥ Ⱥя ȦȩȯȬȻȬȱȤ, ȵȦȲєю ȻȩȴȧȲю, ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі



§ ˕.˔. ǾȵȱȲȦȱі ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȳȲȱяȶȶя ˗˚ȳȩȴȩȹȲȨȷ ȤȶȲȰȤ ȫ ȲȨȱȲȧȲ ȴіȦȱя ȩȱȩȴґії ȱȤ іȱȼȬȭ. ǿȴȲȶȩ Ƚȩ ȱȤȧȯяȨȱіȼȲюіȯюȵȶȴȤȺією ȭȰȲȦіȴȱіȵȱȲȧȲ ȤȵȳȩȮȶȷ ȱȤȼȲї ȫȤȨȤȻі ȥȷȨȩ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ȫ ȴȲȫ-ȵіяȱȱя.ȇȤȵȶȮȷ ȥȷȯȲ ȳіȨȨȤȱȲ ȳȴȲȺȩȨȷȴі ˒˓ˋˆˑ˕˖˅˃ːːя, ȽȲ ȳȲȯяȧȤȯȤ Ȧ ȳȴȬȵȮȲ-ȴȩȱȱі ȭ ȮȲȯіȰȤȺії (ȶȲȥȶȲ, ȦȬȴіȦȱюȦȤȱȱі її ȶȴȤєȮȶȲȴії) ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȳȴȬ-ȵȶȴȲю, ȵȹȩȰȤȶȬȻȱȲ ȫȲȥȴȤȪȩȱȲȧȲ ȱȤ ȀȬȵ ˕.˔. ȇȤȵȶȮȤ ȴȲȫȵіюєȶьȵя ȱȤ Ȱіȼȩȱі

ʟˋ˔. ʹ.ͳ. ǵȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ іȫ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȦȧȲȴі ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȳȴȬȵȶȴіȭ, ȱȬȪȻȩ — ȲȶȴȬȰȤȱіȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ.ȭ ȦіȨȯіȶȤє ȳіȨ ȮȷȶȲȰ θ ȱȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴ ȷ ȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі ȴȬȵȷȱȮȤ. ǰ ȲȨȬȱȬȻȱȩ
˅ˋˏі˓ю˅˃ːːя ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲȥ ȫȤȴȩєȵȶȴȷȦȤȶȬ ȻȤȵȶȮȷ ȭ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ Ȯȷȶїї ȴȲȫȵіяȱȱя θ. ЯȮȽȲ ȶȤȮ ȵȤȰȲ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ іȨȩȱȶȬȻȱȷ (ȤȥȲ ȱȤȦіȶь Ⱥю ȵȤ-Ȱȷ) ȻȤȵȶȮȷ, ȶȲ Ȯȷȶ ȴȲȫȵіяȱȱя, ȫȤȧȤȯȲȰ, ȥȷȨȩ іȱȼȬȰ. ǺȲȪȱȤ ȶȤȮȤ ȳȲȨія, ȳȲ-ȳȴȬ іȨȩȱȶȬȻȱіȵȶь ȷȵіȹ ȷȰȲȦ, ȨȤȦȤȶȬȰȩ іȱȨȬȦіȨȷȤȯьȱȬȭ, ȱȩ ȦіȨȶȦȲȴюȦȤȱȬȭȴȩȫȷȯьȶȤȶ.˙ǰ ȳȴȲȶȩ, Ȧ ˔˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ːˑˏ˖ ˈˍ˔˒ˈ˓ˋˏˈː˕і, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȨȲȦȧȲїȱȬȫȮȬ іȨȩȱȶȬȻȱȬȹ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱь і ȦȬȰіȴюȦȤȱь, ȦіȨȱȲȵȱі ȻȤȵȶȲȶȬ ȴіȫȱȬȹ ȰȲ-ȪȯȬȦȬȹ ȱȤȵȯіȨȮіȦ ȲȮȴȩȰȬȹ ȦȬȰіȴюȦȤȱь ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȱȤȥȯȬȪȤюȶьȵя ȨȲ ȵȶіȭ-˙ȇȬ є ȶȤȮȤ ȱȩȦіȨȶȦȲȴюȦȤȱіȵȶь ȱȤȵȯіȨȮȲȰ іȱȨȩȶȩȴȰіȱіȫȰȷ, ȻȬ ȳȴȲȵȶȲ ȲȥȰȩȪȩȱȱяȰ (ȳȴȤ-ȮȶȬȻȱȬȰ ȤȥȲ ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȰ) ȷ ȳȴȲȺȩȨȷȴі ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя — ȳȬȶȤȱȱя, ȱȤ яȮȩ ȰȬ ȱȩ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȶȷȶ ȦіȨȳȲȦіȵȶȬ, ȶȤ ȭ ȱȩ ȰȤєȰȲ Ȧ ȺьȲȰȷ ȳȲȶȴȩȥȬ. ȁȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ ȳіȨȹіȨ ȦȬȳȴȤȦȨȲȦȷєȵȩȥȩ ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȹ ȲȥȵȶȤȦȬȱ.



˗˛ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȮȲї ȰȩȪі. Ȇȩ ȱȤȧȯяȨȱȲ іȯюȵȶȴȷє ґȴȤȸіȮ ȷ ȱȬȪȱіȭ ȻȤȵȶȬȱі ȀȬȵ. ˕.˔, Ȩȩ ȳȲȮȤ-ȫȤȱȲ ȦіȨȱȲȵȱȷ ȮіȯьȮіȵȶь ȻȤȵȶȲȮ, ȫȤȴȩєȵȶȴȲȦȤȱȬȹ ȮȲȪȱȬȰ ȨȩȶȩȮȶȲȴȲȰ, ȷ ȫȤ-ȯȩȪȱȲȵȶі ȦіȨ ȮȷȶȤ ȭȲȧȲ ȴȲȫȶȤȼȷȦȤȱȱя. ȃ ȺьȲȰȷ ȳȲȯяȧȤє ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȤ ȴȬȵȤȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲȧȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ: ȱȩȦіȨȶȦȲȴюȦȤȱі ȲȨȬȱȬȻȱі ȳȲȨії, Ȧ ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶі ȦȩȯȬȮȲї ȮіȯьȮȲȵȶі їȹ ȳȲȦȶȲȴіȦ, ȨȤюȶь ȵȶȤȥіȯьȱȷ ȧȴȤȱȬȻȱȷ ȻȤȵȶȲȶȷ.ȃ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі Ⱥя ȲȵȲȥȯȬȦіȵȶь ȳȴȲяȦȯяєȶьȵя яȮȱȤȭȦȬȴȤȫȱіȼȩ.ǲȲȱȤ ȱȩ ȫȨȤȶȱȤ ȳȩȴȩȨȥȤȻȬȶȬ ȱȤȵȯіȨȮȬ ȲȮȴȩȰȲї ȳȲȨії; ȱȩ іȵȱȷє ȪȲȨȱȲȧȲȵȳȲȵȲȥȷ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ Ȯȷȶ ȴȲȫȵіяȱȱя Ȩȯя ȲȨȱієї ȮȲȱȮȴȩȶȱȲї ȻȤȵȶȮȬ, ȫȤȶȩ ȰȲ-ȪȱȤ ȴȲȫȴȤȹȷȦȤȶȬ ˌˏˑ˅і˓ːі˔˕ь ȴіȫȱȬȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ ȶȤȮȲȧȲ ȩȮȵ-ȳȩȴȬȰȩȱȶȷ. ȄȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȭ ȫȦ’яȫȲȮ ȰіȪ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ȶȤ ȻȤȵȶȲȶȲю (ȨȬȦ.§ ˔.˘) ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ ȳȲȴіȦȱяȶȬ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȰȬȦіȨȱȲȵȱȬȰȬ ȻȤȵȶȲȶȤȰȬ Ȧ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲȰȷ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі.ǷȴȷȻȱȲ ȳȲȨіȯяȶȬ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ȱȤ ȨȦі ȸȤȫȬ — ˒˓ˋˆˑ˕˖-
˅˃ːːя і ˅ˋˏі˓ю˅˃ːːя. ǲ ȨȲȵȯіȨі ȫ ȴȲȫȵіяȱȱя ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȳȴȲ-ȹȲȨȪȩȱȱі ȻȤȵȶȮȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȴȬȵȮȲȴюȦȤȯьȱȬȭ ȶȤ ȮȲȯіȰȤȺіȭȱȬȭ ȳȴȬȵȶȴіȭ і Ȧ їїȨȲȳȷȽȩȱȱі ȨȲ ȦȫȤєȰȲȨії ȫ Ȱіȼȩȱȱю. ǲȬȰіȴюȦȤȱȱя ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȴȩєȵȶȴȤ-Ⱥії ȻȤȵȶȮȬ ȭ ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȮȷȶȤ, ȱȤ яȮȬȭ ȦȲȱȤ ȦіȨȹȬȯȬȯȤȵя ȦіȨ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲїȶȴȤєȮȶȲȴії. ȂȤȮȬȭ ȳȲȨіȯ ȦȬȳȴȤȦȨȤȱȬȭ ȶȬȰ, ȽȲ Ⱥі ȨȦі ȸȤȫȬ іȵȶȲȶȱȲ ȱȩȫȤ-ȯȩȪȱі. ǾȳȬȵȤȱȷ ȳȴȲȺȩȨȷȴȷ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȰȲȪȱȤ ȳȲєȨȱȤȶȬ ȫ ȨȩȶȩȮȶȲȴȤȰȬіȱȼȲȧȲ ȶȬȳȷ, яȮі ȦȬȰіȴюȦȤȶȬȰȷȶь ȩȱȩȴґію ȻȤȵȶȮȬ ȫȤȰіȵȶь її ȳȲȯȲȪȩȱȱя. ІȱȤȦȳȤȮȬ — ȫȲȥȴȤȪȩȱȬȭ ȱȤ ȀȬȵ. ˕.˔ ȱȤȥіȴ ȨȩȶȩȮȶȲȴіȦ ȰȲȪȩ ȳȴȤȺюȦȤȶȬ ȫіȱȼȬȰȬ ȰіȼȩȱяȰȬ і ȱȤȦіȶь іȫ ȺіȯȮȲȰ ȦіȨȰіȱȱȬȰȬ ȳȴȬȵȶȴȲяȰȬ Ȩȯя ȳȴȬȧȲ-ȶȷȦȤȱȱя ȻȤȵȶȲȮ.ǲȵȶȤȱȲȦȯююȻȬ ȴіȫȱȬȺю ȰіȪ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱяȰ ȶȤ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱяȰ, ȰȬ ȰȤ-єȰȲ ȶȲȻȱіȼȩ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬȵя ȫ ȶȬȰ, ȽȲ́ ȱȤȵȳȴȤȦȨі є ȱȤȵȯіȨȮȲȰ ȳȩȴȼȲї ȳȴȲȺȩ-ȨȷȴȬ. ǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȱȤȳȴȲȼȷєȶьȵя ȦіȨȳȲȦіȨь, ȽȲ Ⱥȩ ȻȤȵȶȮȬ (ȤȥȲ, ȫȤȧȤȯьȱі-ȼȩ, Ȳȥ’єȮȶȬ Ȩȯя ȳȲȨȤȯьȼȲȧȲ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя). ǿȲȳȴȬ ȵȦȲю ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶь, ȶȤ-Ȯȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя Ȩȯя ȱȤȵ ȱȩȳȴȬȭȱяȶȱȩ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȲȱȲ ȱȩ Ȧ ȫȰȲȫі ȳȲяȵȱȬȶȬȵȳȩȺȬȸіȻȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ. ǴȦȤ іȨȩȱȶȬȻȱі Ȳȥ’єȮȶȬ, ȽȲ ȫȤȫȱȤ-ȯȬ ȲȨȱȤȮȲȦȲї ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя, ȰȲȪȷȶь ȳȲȦȲȨȬȶȬȵя ȴіȫȱȬȰ ȻȬ-ȱȲȰ ȳȴȬ ȳȲȨȤȯьȼȲȰȷ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱі. Ƿ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȨȦȤ Ȳȥ’єȮȶȬ, ȽȲ ȨȤȯȬȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȳȴȬ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱі, ȰȲȧȯȬ ȥȷȶȬ ȳȴȬȧȲȶȲȦȯȩȱі ȺіȯȮȲȰіȱȤȮȼȩ. ȃ ȳȴȬȮȯȤȨі ȱȤ ȀȬȵ ˕.˔ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя ȦȬȫȱȤȻȤє ȯȬȼȩ ȱȤȳȴяȰȲȮ ȴȷ-ȹȷ ȻȤȵȶȮȬ ȳіȵȯя ȴȲȫȵіяȱȱя ȱȤ Ȱіȼȩȱі. ЯȮȽȲ ȱіȻȲȧȲ ȱȩ ȦіȨȲȰȲ ȳȴȲ ȴȲȫȶȤ-ȼȷȦȤȱȱя ȳȴȬȵȶȴȲю Ȩȯя ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя, ȶȲ ȫ ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȱȩ ȰȲȪȱȤȫ’яȵȷȦȤȶȬ, Ȧ яȮȲȰȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȯȩȶіȯȤ ȻȤȵȶȮȤ ȨȲ ȫȷȵȶȴіȻі ȫ Ȱіȼȩȱȱю. ЯȮȽȲ ȰȬȹȲȻȩȰȲ ȲȹȤȴȤȮȶȩȴȬȫȷȦȤȶȬ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȫȤ ȱȤȵȯіȨȮȲȰ, ȨȲ яȮȲȧȲ ȦȲȱȲ ȳȴȬ-ȫȦȲȨȬȶь, ȶȲ ȰȷȵȬȰȲ ȲȶȲȶȲȪȱȬȶȬ Ⱥȩȭ ȱȤȵȯіȨȲȮ іȫ ȻȬȰȲȵь іȱȼȬȰ, ȱіȪ ȮȲȱ-ȮȴȩȶȱȬȭ Ȳȥ’єȮȶ, ȽȲ ȫȤȫȱȤȦ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя, ȲȵȮіȯьȮȬ, яȮ ȷȪȩ ȫȤȫȱȤȻȤȯȲȵя



§ ˕.˔. ǾȵȱȲȦȱі ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȳȲȱяȶȶя ˗˜ȦȬȽȩ, іȨȩȱȶȬȻȱі ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȰȲȪȷȶь ȳȴȬȫȦȩȵȶȬ ȨȲ ȴіȫȱȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦȦȬȰіȴюȦȤȱȱя, Ȥ ȲȨȱȤȮȲȦі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȱȤȵȯіȨ-ȮȲȰ ȴіȫȱȬȹ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱь.ǿȩȦȱȩ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȦȬȫȱȤȻȤє ȱȩ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȳȲȨȤȯьȼȲȧȲ ȦȬȰіȴюȦȤȱ-ȱя, Ȥ ˌˏˑ˅і˓ːі˔˕ь ȴіȫȱȬȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȭȲȧȲ ȱȤȵȯіȨȮіȦ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱ-ȱя є ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȰ ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȰȩȹȤȱіȫȰȷ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя, ȦȲȱȲ ȰȤє ȦȬ-ȫȱȤȻȤȶȬ ȴȲȫȳȲȨіȯȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя Ȧȵіȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȦȬȰіȴюȦȤȱь. Ȇȩ ȳіȨȦȲ-ȨȬȶь ȱȤȵ ȨȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȱя ȳȲȱяȶȶя ˔˕˃ː˖, яȮȬȭ ȨȤє ȳȲȦȱȷ ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬ-Ȯȷ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ. (ʠ˒ˑ˔˕ˈ˓ˈ-
ˉː˃ є ȨȬȱȤȰіȻȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю, яȮȷ, Ȧ ȳȴȬȱȺȬȳі, ȰȲȪȱȤ ȦȬȰіȴяȶȬ.)ǱȷȨь-яȮȬȭ ȳȲȦȶȲȴюȦȤȱȬȭ ȳȴȲȺȩȵ, ȽȲ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩ-ȱȬȹ іȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˒˓ˑ˙ˈˇ˖-
˓ˑю ˒˓ˋˆˑ˕˖˅˃ːːя ˔˕˃ːі˅. Ȇȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȳȴȲȨȷȰȤȱȲю ȯȤȥȲȴȤȶȲȴȱȲю Ȳȳȩ-ȴȤȺією, яȮ ȷ ȱȤȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, Ȥ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȭ ȳȴȬȴȲȨȱȬȰ ȳȴȲȺȩȵȲȰ, ȽȲ ȦіȨ-ȥȷȦȤєȶьȵя ȥȩȫ ȯюȨȵьȮȲȧȲ ȦȶȴȷȻȤȱȱя. ЯȮȽȲ ȨȦі ȤȥȲ ȥіȯьȼȩ ȳȴȲȺȩȨȷȴ ȷȶȦȲ-ȴююȶь ȶȤȮі Ȫ ȵȤȰі ȱȤȥȲȴȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ, ȦȲȱȬ є ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ і ȨȲȫȦȲ-ȯяюȶь ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦі ȵȶȤȱȬ.ǵȰȳіȴȬȻȱȬȭ ȫȰіȵȶ іȰȲȦіȴȱіȵȱȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȦȬяȦȯяєȶьȵя ȯȬȼȩ ȷ ȦіȨ-ȱȲȵȱȬȹ ȻȤȵȶȲȶȤȹ ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȳȩȦȱȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ ȷ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі ȳȲȨіȭ,ȵȳȴȬȻȬȱȩȱȬȹ ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ (ȤȥȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ) ȳȴȲȺȩȨȷȴȤȰȬ ȳȴȬȧȲȶȷ-ȦȤȱȱя ȵȶȤȱіȦ. ȂȲȰȷ, ȳȲȴяȨ іȫ ȳȩȴȦіȵȱȬȰ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ ȵȶȤȱȷ, яȮ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲ-ȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, ȰȬ ȶȤȮȲȪ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȤȵȲȺіюȦȤȶȬ ȭȲȧȲ ȫ˃ː˔˃ˏ˄ˎˈˏȲȨȱȤȮȲȦȲ ȳȴȬȧȲȶȲȦȯȩȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ. ǿȴȲ-ȶȩ ȦȤȪȯȬȦȲ ȳȤȰ’яȶȤȶȬ, ȽȲ Ⱥȩȭ ȤȱȵȤȰȥȯь є іȨȩȤȯіȫȲȦȤȱȬȰ ȳȲȱяȶȶяȰ, ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱȲю ȵȷȮȷȳȱіȵȶю Ȧȵіȹ ȶȤȮȬȹ ȵȬȵȶȩȰ, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȷȶȦȲȴȬȶȬȵя Ȧ ȴȩ-ȫȷȯьȶȤȶі ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȵȶȤȱіȦ, Ȥ ȱȩ ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤȰȬ,яȮі ȴȩȤȯьȱȲ ȵȳіȦіȵȱȷюȶь ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ȃ ȦȬȳȤȨȮȷ ȫ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȲȰ ȴȲȫȵія-ȱȱя, ȵȬȵȶȩȰȲю є ȲȨȬȱȬȻȱȤ ȻȤȵȶȮȤ, Ȥ ȤȱȵȤȰȥȯȩȰ — ȷяȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȶȲȻȱȬȹȮȲȳіȭ ȶȤȮȲї ȻȤȵȶȮȬ ȫ ȷȵіȰ її ȲȶȲȻȩȱȱяȰ. ǽȩ ȵȯіȨ ȳȯȷȶȤȶȬ ȤȱȵȤȰȥȯь ȫ ȳȷ-ȻȮȲȰ ȻȤȵȶȲȮ, яȮȬȭ є ȫȲȦȵіȰ іȱȼȲю (ȥȤȧȤȶȲȻȤȵȶȮȲȦȲю) ȵȬȵȶȩȰȲю. ȁȶȴȲȧȲȮȤȪȷȻȬ, ȳȴȬȵȮȲȴюȦȤȯьȱі ȭ ȮȲȯіȰȤȺіȭȱі ȳȴȬȵȶȴȲї Ȧ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі ȫ ȴȲȫȵія-ȱȱя ȰȲȪȷȶь ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȵя, яȮ ȳȴȲȺȩȨȷȴȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя Ȩȯя ȲȨȱȲȻȤȵȶȮȲ-ȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȦȬȱяȶȮȲȦȲ ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȮȲȯȬ ȧȷȵȶȬȱȤ ȳȷȻȮȤ ȻȤȵȶȲȮ ȶȤȮȤ ȰȤȯȤ, ȽȲȦ ȲȨȬȱ і ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ ȻȤȵ ȱȤ ȼȯяȹȷ ȰіȪ ȳȴȬȵȮȲȴюȦȤȻȩȰ і ȨȩȶȩȮȶȲȴȲȰ ȳȩȴȩ-ȥȷȦȤє ȯȬȼȩ ȲȨȱȤ ȫ ȱȬȹ, Ȥ ȶȲȰȷ ȦіȨȵȷȶȱя ȥȷȨь-яȮȤ ȮȲȴȩȯяȺія ȰіȪ ȱȩю ȶȤȳȲȳȩȴȩȨȱьȲю ȭ ȱȤȵȶȷȳȱȲю ȻȤȵȶȮȤȰȬ.ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȵȶȤȱȷ ȰȤє ȥȷȶȬ ȶȤȮȬȰ, ȽȲ ȨȲȫȦȲȯяȯȲ ȥȱȤȰ ȲȥȻȬȵȯюȦȤȶȬ ȴȲȫȳȲȨіȯȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ.ЯȮ ȦȬяȦȯяєȶьȵя, Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȨȲȵȬȶь ȳȲȵȶȷȯюȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȸȲȴȰȷȯȷ Ȩȯя ȵȩȴȩ-



˘˓ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȨȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя.
ʞˑ˔˕˖ˎ˃˕ ʹ. ǺȲȪȱȲȰȷ ȵȶȤȱȲȦі ȦіȨȳȲȦіȨȤє єȨȬȱȬȭ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ˔˕˃ː˖. ȁȩȴȩ-Ȩȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї ℛ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲї ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ �, ȷ Ȧіȴ-ȶȷȤȯьȱȲȰȷ ȤȱȵȤȰȥȯі ȳȲȨіȭ, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȱȤȵȯіȨȮȲȰ ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ ȳȴȬȧȲ-ȶȷȦȤȱȱя ȵȶȤȱȷ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ρ, є

⟨ℛ⟩ = Tr(ρ�)Tr ρ (˕.˔)
Ȃȷȶ Tr ȳȲȫȱȤȻȤє ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȬȭ ȵȯіȨ. ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȶȤȮȲȪ ȦіȨȲȰȬȭ, яȮ

˔˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ːˋˌ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓, Ȥ іȱȲȨі ȭȲȧȲ ȱȤȫȬȦȤюȶьˏ˃˕˓ˋ˙ˈю ˆ˖˔˕ˋːˋ, ȹȲ-ȻȤ ȲȵȶȤȱȱіȭ ȶȩȴȰіȱ ȫȦȲȨȬȶь ȭȲȧȲ ȨȲ ȰȤȶȴȬȻȱȲї ȸȲȴȰȬ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі. Іȵȱȷюȶь ȳȩȦȱі ȲȥȰȩȪȩȱȱя ȱȤ ȶȩ, яȮȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬȲȳȩȴȤȶȲȴ ρ; їȹ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȫȧȲȨȲȰ. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȺьȲȧȲ ȳȲȵȶȷȯȤȶȷȱȤȦȰȬȵȱȲ ȥȷȯȲ ȫȴȲȥȯȩȱȲ ȶȤȮȬȰ ȦȤȪȮȬȰ і ȥȤȧȤȶȲȵȯіȦȱȬȰ, ȽȲȥ ȦіȨȲȮȴȩȰȬ-ȶȬ ȸіȫȬȻȱі ȳȲȱяȶȶя ȦіȨ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȹ Ȳȥ’єȮȶіȦ, яȮі їȹ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь. ǰȮȲȯȬ ȱȩ ȥȲяȶȬȵя, ȽȲ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶь ȶȤȮȲȧȲ ȻіȶȮȲȧȲ ȴȲȫȰȩȪȷȦȤȱȱя ȳȴȬȫȦȩȨȩȨȲ ȳȯȷȶȤȱȬȱȬ, ȰȲȪȱȤ ȳȴȲȵȶȲ ȵȮȤȫȤȶȬ: „ȁȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї �ȷ ȵȶȤȱі ρ є … (˕.˔).“[[ ǿȲȱяȶȶя ȵȶȤȱȷ є ȲȨȱȬȰ іȫ ȱȤȭȦȴȤȫȯȬȦіȼȬȹ і ȱȤȭȵȳіȴȱіȼȬȹ ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤ-ȱіȺі. ȃ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȵȯȲȦȲ „ȵȶȤȱ“ ȦȪȬȦȤєȶьȵя ȽȲȨȲ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷȲȮȴȩȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ, ȶȲȪ ȳȲȳȩȴȦȤȹ ȳȴȬȳȷȵȮȤȯȲȵя, ȽȲ ȭ ȲȳȬȵ ȮȦȤȱȶȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȰȤєȦȮȤȫȷȦȤȶȬ ȱȤ ȳȩȦȱі ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬȮȬ ȲȮȴȩȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȰȩȶȤ ȸіȫȬȮȬ ȫȤȦ-ȪȨȬ ȳȲȯяȧȤȯȤ Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲȥ ȱȤȨȤȶȬ Ȳȥ’єȮȶȬȦȱȷ ȭ ȴȩȤȯіȵȶȬȻȱȷ ȮȤȴȶȬȱȷ ȵȦіȶȷ, ȶȲ ȫȨȤ-ȦȤȯȲȵя ȱȤȭȳȴȬȴȲȨȱіȼȬȰ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷȦȤȦȼȬ ȮȦȤȱȶȲȦȬȭ ȵȶȤȱ (ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ, Ȧȩ-ȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȤȥȲ ȹȦȬȯьȲȦȷ ȸȷȱȮȺію), яȮ ȩȯȩȰȩȱȶ ȴȩȤȯьȱȲȵȶі Ȧ ȶȲȰȷ Ȫ ȵȤȰȲȰȷ ȵȩȱ-ȵі, Ȧ яȮȲȰȷ ȶȤȮȬȰ ȩȯȩȰȩȱȶȲȰ ȴȩȤȯьȱȲȵȶі є ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȩ ȳȲȯȩ. ȂȤȮі іȨȩї, ȨȷȪȩȳȲȼȬȴȩȱі Ȧ ȯіȶȩȴȤȶȷȴі, ȱȤȭȻȤȵȶіȼȩ ȦȬȱȬȮȤюȶь, яȮ ȱȩяȦȱі ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя, ȫȴȲȥȯȩ-ȱі ȥȩȫ ȨȲȵȶȤȶȱьȲȧȲ ȴȲȫȧȯяȨȷ, ȱіȪ яȮ яȦȱȲ ȵȸȲȴȰȷȯьȲȦȤȱі ȤȴґȷȰȩȱȶȬ. ǾȨȱȤȻȩ ȶȤȮіȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȳȴȬȫȦȲȨяȶь ȨȲ ȵȷȳȩȴȩȻȱȲȵȶȩȭ (ȨȬȦ. ȀȲȫȨіȯ ˜), ȶȲȰȷ ȦіȨ ȱȬȹ ȶȴȩȥȤȦіȨȰȲȦȬȶȬȵя.ǾȳȬȵ ȮȦȤȱȶȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȰȤє ґȴȷȱȶȷȦȤȶȬȵя ȱȤ ȤȱȤȯіȫі ȳȲȦȩȨіȱȮȬ ȤȱȵȤȰȥȯюȲȨȱȤȮȲȦȲ ȳȴȬȧȲȶȲȦȯȩȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ. ǾȨȱȬȰ іȫ ȱȤȭȳȩȴȼȬȹ і, ȫȦȬȻȤȭȱȲ, ȱȤȭȦȬȨȤȶȱі-ȼȬȰ ȳȴȬȥіȻȱȬȮȲȰ ȤȱȵȤȰȥȯȩȦȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȥȷȦ ǰ. ǵȭȱȼȶȩȭȱ. ȁȦȲї ȳȲȧȯяȨȬ ȱȤȺȩ ȳȬȶȤȱȱя Ȧіȱ ȵȶȬȵȯȲ ȦȬȮȯȤȦ ȷ ȱȤȦȩȨȩȱіȭ ȱȬȪȻȩ ȺȬȶȤȶі (ȨȬȦ. [˘˘]):„ȁȳȴȲȥȤ ȫȥȤȧȱȷȶȬ ȮȦȤȱȶȲȦȷ ȶȩȲȴію, яȮ ȳȲȦȱȬȭ ȲȳȬȵ ȲȮȴȩȰȬȹ ȵȬȵȶȩȰ,ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȱȩȳȴȬȴȲȨȱȬȹ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȬȹ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ, яȮі ȱȩȧȤȭ-ȱȲ ȵȶȤюȶь ȱȩȳȲȶȴіȥȱȬȰȬ, ȮȲȯȬ ȦȬ ȳȴȬȭȰȤєȶȩ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію, яȮȤȴȲȫȧȯяȨȤє ȤȱȵȤȰȥȯь ȵȬȵȶȩȰ, Ȥ ȱȩ ȱȤ ȲȨȱȷ ȲȮȴȩȰȷ ȵȬȵȶȩȰȷ.“



§ ˕.˕. ȃȰȲȦȬ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ˘˔ǺȴȬȶȬȻȱі ȫȤȷȦȤȪȩȱȱя ȱȤ ȤȨȴȩȵȷ˃ː˔˃ˏ˄ˎˈ˅ˑї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȻȤȵȶȲ ȥȷȯȬ ȦȬȮȯȬȮȤȱіȱȩȴȲȫȷȰіȱȱяȰ ȴіȫȱȬȺі ȰіȪ ȦіȴȶȷȤȯьȱȬȰ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȰ ȱȤȥȲȴȲȰ ȲȨȱȤȮȲȦȲ ȳіȨȧȲ-ȶȲȦȯȩȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ і ȮȲȱȮȴȩȶȱȲї ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі ȤȥȲ ȵȷȮȷȳȱȲȵȶі ȵȹȲȪȬȹ ȵȬȵȶȩȰ. ȆюȮȴȬȶȬȮȷ, ȹȲȻȤ ȦȲȱȤ ȭ ȹȬȥȱȤ, ȰȲȪȱȤ ȶȴȲȹȬ ȳȲȰ’яȮȼȬȶȬ, ȦȨȤȦȼȬȵь ȨȲ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱі-ȼȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії, Ȧ яȮіȭ ȵȶȤȱ ȲȶȲȶȲȪȱюєȶьȵя ȫ ˒˓ˑ˙ˈˇ˖˓ˑю ȭȲȧȲ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя.ȂȲȥȶȲ, „ȵȶȤȱ“ є ȳȴȲȵȶȲ ȵȮȲȴȲȻȩȱȱяȰ Ȩȯя ȵȯȲȦȲȵȳȲȯȷȻȩȱȱя „ȳȴȲȺȩȨȷȴȤ ȳȴȬȧȲȶȷ-ȦȤȱȱя ȵȶȤȱȷ“. ȂȤȮȬȭ ȳіȨȹіȨ ȰȤє ȵȦȲї ȳȩȴȩȦȤȧȬ, Ȥȯȩ ȦȲȨȱȲȻȤȵ ȵȹȬȯяєȶьȵя ȨȲ Ȳȳȩ-ȴȤȺіȲȱȤȯіȫȰȷ, ȥȲ ȱȩ ȳȴȬȳȷȵȮȤє ȰȲȪȯȬȦȲȵȶі, ȽȲ ȨȦі ȱȩȫȰіȱȩȱі ȳȴȲȺȩȨȷȴȬ ȰȲȪȷȶьȷȶȦȲȴȬȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȵȶȤȱ. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, Ȧіȱ ȫȦȲȨȬȶь ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤ-ȱіȮȬ ȨȲ ȯȤȥȲȴȤȶȲȴȱȬȹ ȷȰȲȦ ȷ ȳȴȬȵȷȶȱȲȵȶі ȨȲȵȯіȨȱȬȮȤ, ȽȲ ȳȴȲȦȲȨȬȶь ȳȴȬȧȲȶȷȦȤ-ȱȱя ȭ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя. ǰȯȩ, ȫȦіȵȱȲ Ȫ, ȫȤȮȲȱȬ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȶȤȮ ȵȤȰȲ ȻȬȱȱі ȭȨȯя ȤȶȲȰіȦ ȷ ȫȲȴяȹ, і ȦȲȱȬ ȨіяȯȬ ȱȤȦіȶь ȶȲȨі, ȮȲȯȬ ȱȤ ǷȩȰȯі Ƚȩ ȱȩ ȦȬȱȬȮȯȲ ȪȬȶȶя!ǾȶȲȶȲȪȱȩȱȱя ȳȲȱяȶȶя ȵȶȤȱȷ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ ȫ ȱȤȥȲȴȲȰ ȴȲȫȳȲȨіȯіȦ іȰȲȦіȴȱȲ-ȵȶі ȨȲȫȦȲȯяє ȷȱȬȮȱȷȶȬ Ȧȵіȹ ȫȤȳȩȴȩȻȩȱь. Ȇȩȭ ȳіȨȹіȨ ȶȤȮȲȪ ȴȲȥȬȶь ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ ȶȲȭȸȤȮȶ, ȽȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȦȬȥȲȴȷ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіїȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ]]
§ ʹ.ʹ. ʢˏˑ˅ˋ ˇˎя ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓і˅ȁȸȲȴȰȷȯьȲȦȤȱі Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȳȲȵȶȷȯȤȶȬ ȳȲȦ’яȫȷюȶь іȫ ȮȲ-ȪȱȬȰ ȵȶȤȱȲȰ ȶȤ ȮȲȪȱȲю ȨȬȱȤȰіȻȱȲю ȫȰіȱȱȲю ȳȩȦȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ. ǴȤȯі ȰȬȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȷȰȲȦȬ, яȮі ȶȴȩȥȤ ȱȤȮȯȤȵȶȬ ȱȤ Ⱥі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȦіȨȳȲ-ȦіȨȤȯȬ ȴȩȤȯьȱȬȰ ȸіȫȬȻȱȬȰ ȵȬȵȶȩȰȤȰ.ǿȩȴȼȤ ȫ ȱȬȹ, Ⱥȩ ȳȴȲȵȶȲ ȨȲȰȲȦȯȩȱіȵȶь ȳȴȲ ȱȲȴȰȤȯіȫȤȺіюTr ρ = ͳ, (˕.˕)яȮȤ ȨȲȫȦȲȯяє ȳȲȫȥȷȶȬȵя ȫȱȤȰȩȱȱȬȮȤ Ȧ (˕.˔).ǽȤȵȶȷȳȱі ȨȦі ȷȰȲȦȬ Ȱȩȱȼ ȶȴȬȦіȤȯьȱі. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȧіȳȲȶȩȶȬȻȱȷ ȵȳȲȵȶȩ-ȴȩȪȱȷ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȷ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ �௨ = |�⟩⟨�|, Ȩȩ |�⟩ — ȳȩȦ-ȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȲȨȬȱȬȻȱȲї ȱȲȴȰȬ. Ȇȩȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȬȮ ȶȤȮȲї ȫȰіȱȱȲї, ȽȲ ȱȤȥȷȦȤє ȯȬȼȩ ȨȦȲȹ ȫȱȤȻȩȱь — ͳ і ʹ. ǴȤȯі, ȵȩȴȩ-Ȩȱє ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї, яȮȤ ȱȤȥȷȦȤє ȯȬȼȩ ˇіˌ˔ːˋ˘ ȫȱȤȻȩȱь, ȶȤȮȲȪ ȰȤє ȥȷ-ȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ, Ȥ ȲȶȪȩ, Tr(ρ�௨) = ⟨�|ρ|�⟩ Ȩіȭȵȱȩ. ЯǺȽȲ Ⱥя ȦȬȰȲȧȤ ȱȤȮȯȤȨȩȱȤȱȤ ˅˔і ȦȩȮȶȲȴȬ |�⟩, ȶȲ ȫ ȂȩȲȴȩȰȬ ˔ ȷ § ˔.˖, ȰȤєȰȲρ = ρற. (˕.˖)ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȫȰіȱȱȲї, яȮȤ ȱȤȥȷȦȤє ȯȬȼȩ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȹȫȱȤȻȩȱь, ȶȤȮȲȪ ȰȤє ȥȷȶȬ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȰ. ǷȦіȨȵȬ,⟨�|ρ|�⟩ ≥ Ͳ. (˕.˗)



˘˕ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȆȩ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя Ȩȯя Ȧȵіȹ |�⟩, ȶȲȰȷ ρ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ːˈ˅іˇ’єˏːˋˏ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ.ЯȮȥȬ ȰȬ ȱȤȳȩȦȱȲ ȫȱȤȯȬ, ȽȲ Ȧȵі ȳȴȲȩȮȺіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫі ȵȳȲ-ȵȶȩȴȩȪȱȬȰȬ, ȶȲ ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶь ȷȰȲȦ (˕.˖) і (˕.˗) ȥȷȯȲ ȥ ȨȲȦȩȨȩȱȲ. ǰȯȩ Ȧ ȱȤȵȱȩȰȤє ȳіȨȵȶȤȦ Ȩȯя ȶȤȮȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱȬȶȬȵяȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȱяȰ ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˕Ȥ (ȳȲȫȱȤȻȩȱȲȧȲ ȶȤȮ, ȥȲ Ȧіȱ є ȳȲȵȬȯȩȱȲю Ȧȩȴ-ȵією ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˔).
ʞˑ˔˕˖ˎ˃˕ ʹ˃. ǺȲȪȱȲȰȷ ȵȶȤȱȲȦі ȦіȨȳȲȦіȨȤє єȨȬȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ, ȽȲ ȰȤєȥȷȶȬ ȩȴȰіȶȲȦȬȰ, ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȰ, ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰ ȵȯіȨȲȰ.ǿȲȳȴȬ ȶȩ, ȽȲ ȰȬ ȱȩ ȨȲȦȩȯȬ ȨȲȮȲȱȩȻȱȲї ȱȩȲȥȹіȨȱȲȵȶі ȶȤȮȲȧȲ ȳȲȵȶȷȯȤȶȷ, ȦіȱȰȤє ȨȲȵȬȶь ȦȤȧȲȰȩ ȲȥґȴȷȱȶȷȦȤȱȱя, Ȥ ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȭȲȧȲ ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȫȤȯȬȼȤ-єȶьȵя ȦіȨȮȴȬȶȲю Ȩȯя ȦȬȳȤȨȮіȦ, ȮȲȯȬ ȱȤȥіȴ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȬяȦȬȶьȵя ȨȲȦȲ-ȯі ȼȬȴȲȮȬȰ.Ƿ ȶȲȧȲ ȸȤȮȶȷ, ȽȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ є ȨіȭȵȱȬȰȬ, Ȥ ȲȶȪȩ,ȥȷȨь-яȮȩ їȹ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤȮȲȪ ȰȤє ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȦȬȦȩ-ȵȶȬ ȦіȨȳȲȦіȨȱȷ ȷȰȲȦȷ Ȩȯя ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȹ їȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ȀȲȫȧȯяȱȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴȵȶȤȱȷ ȷ ȦȬȧȯяȨі ρ = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�), Ȩȩ |Ψ⟩є ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȨȬȱȬȻȱȲї ȱȲȴȰȬ. ǾȻȩ-ȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȶȤȮȬȭ ρ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȦȵіȰ ȶȴьȲȰ ȦȬȰȲȧȤȰ ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˕Ȥ. ȃ ȺьȲȰȷȵȶȤȱі ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲї ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ�,є Tr(ρ�) = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�) = ⟨Ψ|�|Ψ⟩.ЯȮȽȲ Ⱥȩȭ ȦȬȴȤȫ іȫ ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶю ȰȤє ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ |Ψ⟩, ȶȲ ȂȩȲȴȩ-ȰȤ ˔ іȫ § ˔.˖ ȨȤє � = �ற. (˕.˘)ǽȤ ȺьȲȰȷ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȰȷ ȩȶȤȳі ȴȲȫȦȬȶȮȷ ȶȩȲȴії ȰȬ ȱȩ ȰȲȪȩȰȲ ȲȥґȴȷȱȶȷȦȤ-ȶȬ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя, ȽȲ ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ |Ψ⟩ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȸіȫȬȻȱȲ ȴȩȤȯіȫȲȦȤȱȲȰȷȵȶȤȱȲȦі, ȶȲȰȷ ȰȷȵȬȰȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȶȬ ȳȲȵȬȯȩȱȷ Ȧȩȴȵію ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˔:
ʞˑ˔˕˖ˎ˃˕ ͳ˃. ǺȲȪȱіȭ ȨȬȱȤȰіȻȱіȭ ȫȰіȱȱіȭ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȩȴȰіȶȲȦȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ,ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя яȮȲȧȲ є ȰȲȪȯȬȦȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ Ⱥієї ȫȰіȱȱȲї.ǽȤȦȩȨȩȱȤ ȦȬȽȩ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȺія (ȤȥȲ ȳȩȦȱі її ȴіȫȱȲȦȬȨȬ) є ȱȤȭȳȲȼȬȴȩ-ȱіȼȲю ȳіȨȵȶȤȦȲю Ȩȯя ȱȤȮȯȤȨȩȱȱя ȱȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь ȵȳȲ-ȵȶȩȴȩȪȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȦȬȰȲȧȷ ȩȴȰіȶȲȦȲȵȶі. ǽȤ ȪȤȯь, ȶȤȮȤ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȺія ȰȤєȽȩ Ȱȩȱȼȩ ȳіȨȵȶȤȦ, ȱіȪ Ⱥȩ ȰȲȪȩ ȫȨȤȦȤȶȬȵя. ǲȬȮȲȴȬȵȶȤȱȱя ȨіȭȵȱȬȹ ȻȬȵȩȯȨȯя ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȫȱȤȻȩȱь ȸіȫȬȻȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ ȱȤȵȳȴȤȦȨі є ȯȬȼȩ ȨȲȰȲȦ-ȯȩȱіȵȶю. ǴȦі ȳȲȦ’яȫȤȱі ȸіȫȬȻȱі ȫȰіȱȱі ȺіȯȮȲȰ ȰȲȧȯȬ ȥ ȥȷȶȬ ȦȬȴȤȪȩȱȬȰȬȻȩȴȩȫ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱі ȻȬȵȯȤ; Ȥ ȲȨȱȤ ȲȮȴȩȰȤ ȦȩȯȬȻȬȱȤ ȰȲȧȯȤ ȥ ȥȷȶȬ ȲȳȬȵȤȱȲюȱȤȥȲȴȲȰ ȦȮȯȤȨȩȱȬȹ іȱȶȩȴȦȤȯіȦ, ȽȲ ȦȮȤȫȷȦȤȯȲ ȥ ȱȤ їȹȱю ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱіȵȶь.Іȫ ȶȲȧȲ, ȽȲ ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі є ȨіȭȵȱȬȰȬ Ȧ ȰȩȶȤȸіȫȬȻȱȲȰȷ ȵȩȱȵі, ȶȲȥȶȲ ȱȩ є



§ ˕.˖. ǷȤȧȤȯьȱі ȵȶȤȱȬ ȶȤ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ ˘˖ȱȩȴȩȤȯьȱȬȰȬ, ȤȪ ȱіяȮ ȱȩ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȦȲȱȬ ȰȤюȶь ȦіȨȳȲȦіȨȤȶȬ ȨіȭȵȱȬȰȻȬȵȯȤȰ ȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȰȷ ȵȩȱȵі.ȄȤȮȶȬȻȱȲ, Ȩȯя ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії іȵȶȲȶȱȬȰ є ȶȩ, ȽȲ ȦȵіȩȴȰіȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя — ȷ ȨȬȵȮȴȩȶȱіȭȸȲȴȰі (˔.˕˚) ȤȥȲ Ȧ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȭ (˔.˖˚). ǾȥȻȬȵȯȩȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, яȮȩ ȰȬȳȴȲȦȩȨȩȰȲ Ȧ § ˕.˗, ȺіȯȮȲȰ ґȴȷȱȶȷȦȤȶȬȰȩȶьȵя ȱȤ ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯȩȱȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, Ȥ ȳȬȶȤȱȱя ȳȴȲ ȶȩ, Ȩіȭȵȱі ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȻȬ ȮȲȰ-ȳȯȩȮȵȱі, є ȨȴȷȧȲȴяȨȱȬȰ і ȱȩȦȤȪȯȬȦȬȰ. ȃ ǷȤȨȤȻі ˕.˔ ȱȤȦȲȨȬȶьȵя ȳȴȬȮȯȤȨȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫ ȻȬȵȶȲ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ, Ȥȯȩ ȱȩȳȲȦȱȬȰ ȱȤȥȲ-ȴȲȰ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȶȲȰȷ Ȧіȱ ȱȩ ȰȤє ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя. ЯȮ-ȥȬ Ȩіȭȵȱіȵȶь ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȥȷȯȤ єȨȬȱȬȰ іȵȶȲȶȱȬȰ ȮȴȬȶȩȴієȰ, ȶȲ ȶȤȮȬȭȲȳȩȴȤȶȲȴ ȥȷȦ ȥȬ ȳȴȬȭȱяȶȱȬȰ Ȩȯя ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї. ǿȴȲȶȩ Ȩȯя ȱьȲȧȲȱȩ іȵȱȷє ȪȲȨȱȲї ȱȩȵȷȳȩȴȩȻȯȬȦȲї ȭȰȲȦіȴȱіȵȱȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії, ȲȵȮіȯьȮȬ ȭȲ-ȧȲ „ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя“ ȫȤ ȸȲȴȰȷȯȲю (˕.˔) ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲю ȦȩȯȬ-ȻȬȱȲю, ȱȩȫȦȤȪȤюȻȬ ȱȤ ȶȩ, ȽȲ Ȧȵі ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩіȭȵȱі.[[ Ȃȷȶ ȰȬ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲ ȦȪȬȦȤєȰȲ ȶȩȴȰіȱ ˔˒ˑ˔˕ˈ˓ˈˉː˃, яȮ ȸіȫȬȻȱȩ ȳȲȱяȶȶя, ȽȲȳȲȫȱȤȻȤє ȨȬȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷ, яȮȷ, Ȧ ȳȴȬȱȺȬȳі, ȰȲȪȱȤ ȦȬȰіȴяȶȬ, і ȦіȨȴіȫȱяєȰȲ її ȦіȨȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, ȽȲ ȦȬȴȤȪȤє Ⱥю ȫȰіȱȱȷ Ȧ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȰȷ ȸȲȴȰȤȯіȫȰі. ǴіȴȤȮ, яȮȲȰȷ ȰȬȫȤȦȨяȻȷєȰȲ ȥіȯьȼȲю ȻȤȵȶȬȱȲю ȵȷȻȤȵȱȲȧȲ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ,ȱȤ ȪȤȯь, ȱȤȨȶȲ ȦіȯьȱȲ ȳȲȦȲȨȬȦȵя ȫі ȵȯȲȦȲȰ „ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ“, ȦȪȬȦȤюȻȬ її ȥȩȫ ȴȲȫ-ȥȲȴȷ і ȽȲȨȲ ȸіȫȬȻȱȲї ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї, і ȽȲȨȲ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȧȲ їȭ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲȲȳȩȴȤȶȲȴȤ. ȇȤȵȶȲ Ⱥȩ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȱȩȳȲȴȲȫȷȰіȱь, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȦіȨȲȰȲї Ȧ ȯіȶȩȴȤȶȷ-ȴі ȵȷȳȩȴȩȻȮȬ ȳȴȲ ȶȩ, ȻȬ є ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю. ǾȨȱȤȵȶȲȴȲȱȤ ȵȶȦȩȴȨȪȷȦȤȯȤ, ȽȲ ȶȤȮ, і ȱȤȦȲȨȬȯȤ ȫȤ ȨȲȮȤȫ ȦȬȮȲȱȤȱȱя Ȧȵіȹ ȱȩȲȥȹіȨȱȬȹȦȬȰȲȧ Ȩȯя ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȧȲ Ⱥіȭ ȫȰіȱȱіȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ; іȱȼȤ Ȫ ȵȶȲȴȲȱȤ Ⱥȩ ȫȤȳȩȴȩȻȷȦȤȯȤȱȤ ȳіȨȵȶȤȦі ȶȲȧȲ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȦȬȰіȴяȶȬ. ]]
§ ʹ.͵. З˃ˆ˃ˎьːі ˔˕˃ːˋ ˕˃ ˚ˋ˔˕і ˔˕˃ːˋЯȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі, ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȳȴȬȭȱяȶȱȬȭȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȶȴьȲȰ ȷȰȲȦȤȰ:Tr ρ = ͳ (˕.˙)ρ = ρற (˕.˚)⟨�|ρ|�⟩ ≥ Ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ |�⟩ (˕.˛)ǺіȯьȮȤ іȱȼȬȹ ȮȲȴȬȵȱȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ ȦȬȳȯȬȦȤюȶь ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ ȫ ȱȬȹ.ЯȮ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ρ ȰȤє ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱяρ = ∑

௡ ρ|ϕ௡⟩⟨ϕ௡|, (˕.˜)



˘˗ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȻȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя і ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ (ȳȴȬȳȷȵȶіȰȲ ȨȯяȫȴȷȻȱȲȵȶі, ȽȲ ȵȳȩȮȶȴ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ). ǺȲȪȱȤ ȫ ȶȴьȲȹ ȫȤȫȱȤȻȩȱȬȹ ȦȯȤȵȶȬȦȲ-ȵȶȩȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ρ ȳȲȴȲȨȪȷє ȦіȨȳȲȦіȨȱȷ ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶь ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь:іȫ (˕.˙) ȦȬȳȯȬȦȤє∑௡ ρ௡ = ͳ; (˕.˔˓)іȫ (˕.˚) ȦȬȳȯȬȦȤєρ௡ = ρ∗௡; (˕.˔˔)іȫ (˕.˛) ȦȬȳȯȬȦȤєρ௡ ≥ Ͳ. (˕.˔˕)ȃȶіȰ, ȱȩ ȯȬȼȩ (˕.˔˕) ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ (˕.˛), ȽȲ ȰȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȲȥȴȤȦȼȬ|�⟩ = |ϕ௡⟩; Ȥ ȶȤȮȲȪ і (˕.˛) ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ (˕.˔˕). Ȇȩ ȯȩȧȮȲ ȨȲȦȲȨȬȶьȵя іȫ ȦȬȮȲ-ȴȬȵȶȤȱȱяȰ (˕.˜), ȽȲȥ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ⟨�|ρ|�⟩ = ∑௡ ρ௡|⟨�|ϕ௡⟩|ଶ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ|�⟩. ЯȮȽȲ Ȧȵі ρ௡ ȱȩȦіȨ’єȰȱі, ȶȲ ȭ Ⱥя ȵȷȰȤ ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю ȥȷȨȩ ȱȩȦіȨ’єȰȱȲю.ǽȩȴіȦȱіȵȶь (˕.˔˕) ȨȤє ȫȴȷȻȱіȼȬȭ ȫ ȳȴȤȮȶȬȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ ȵȳȲȵіȥ ȳȩȴȩȦіȴȮȬρ ȱȤ ȱȩȦіȨ’єȰȱіȵȶь, ȱіȪ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱє ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȦȬȴȤȫȷ (˕.˛). ǰ ȳȲєȨ-ȱȤȦȼȬ (˕.˔˓) іȫ (˕.˔˕), ȰȬ ȲȶȴȬȰȤєȰȲͲ ≤ ρ௡ ≤ ͳ. (˕.˔˖)ǴȴȷȧȤ ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȶȲȰȷ, ȽȲ ȵȷȰȤ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȹ ȨȲȨȤȱȮіȦ ȱȩ ȰȲ-Ȫȩ ȥȷȶȬ ȰȩȱȼȲю ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȫ ȺȬȹ ȨȲȨȤȱȮіȦ.ȁȷȮȷȳȱіȵȶь ȷȵіȹ ȳȴȬȭȱяȶȱȬȹ ȫ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȶȤ-ȱȷ ȷȶȦȲȴює ȶȤȮ ȫȦȤȱȷ ˑ˒˖ˍˎ˖ ˏːˑˉˋː˖. Ȇȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ ȨȦȲєȤȥȲ ȥіȯьȼȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ {ρ(௜)} ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȷȰȲȦȤȰ (˕.˙)–(˕.˛), ȶȲ їȰ ȫȤ-ȨȲȦȲȯьȱяє і ρ = ∑௜ �௜ρ(௜), ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ Ͳ ≤ �௜ ≤ ͳ і ∑௜ �௜ = ͳ. ȂȤȮȬȭȲȳȩȴȤȶȲȴ ρ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˑ˒˖ˍˎˑю ˍˑˏ˄іː˃˙ією ȰȱȲȪȬȱȬ {ρ(௜)}.
Чˋ˔˕і ˔˕˃ːˋȁȩȴȩȨ ȷȵіȹ ȵȶȤȱіȦ іȵȱȷє ȲȵȲȥȯȬȦȬȭ ȮȯȤȵ ˚ˋ˔˕ˋ˘ ˔˕˃ːі˅, яȮі ȦіȨȴіȫȱяюȶьȵяȦіȨ ȴȩȼȶȬ ȵȦȲїȰȬ ȳȴȲȵȶіȼȬȰȬ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ. ʝ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ˚ˋ˔˕ˑˆˑ ˔˕˃ː˖,ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|, (˕.˔˗)Ȩȩ ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ |Ψ⟩ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ ˔˕˃ː˖. ȁȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱ-ȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℛ ȷ ȺьȲȰȷ ȻȬȵȶȲȰȷ ȵȶȤȱі є⟨ℛ⟩ = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�⟩). (˕.˔˘)ǲȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȱȩ є єȨȬȱȲ ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ; ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȦȬȧȯяȨȷ �௜஑|Ψ⟩ ȫȨȲȦіȯьȱȬȰ ȨіȭȵȱȬȰαȸіȫȬȻȱȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȭ ȭȲȰȷ, ȥȲ ȳȲȫȱȤȻȤє ȲȨȬȱ і ȶȲȭ



§ ˕.˖. ǷȤȧȤȯьȱі ȵȶȤȱȬ ȶȤ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ ˘˘ȵȤȰȬȭ ȵȶȤȱ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ (˕.˔˗) ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȸȤȫȲȦȲȧȲ ȰȱȲȪȱȬ-ȮȤ ȦȩȮȶȲȴȤ |Ψ⟩.ǰȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȬȰ ȵȳȲȵȲȥȲȰ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ є ȷȰȲȦȤρଶ = ρ. (˕.˔˙)ǲȲȱȤ є ȱȩȲȥȹіȨȱȲю ȷȰȲȦȲю Ȩȯя (˕.˔˗), ȥȲ ρଶ = |Ψ⟩⟨Ψ|Ψ⟩⟨Ψ| = |Ψ⟩⟨Ψ| = ρ,і ȦȲȨȱȲȻȤȵ є ȨȲȵȶȤȶȱьȲю — ȽȲ ȰȲȪȱȤ ȨȲȦȩȵȶȬ, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ρ, яȮі, Ȧ ȵȬȯȷ (˕.˔˙), ȰȤюȶь ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦі ρଶ௡ = ρ. ǾȵȮіȯьȮȬρ௡ є ȨіȭȵȱȬȰȬ і ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȰȬ, ȶȲ іȵȱȷє ȯȬȼȩ ȨȦȤ ȰȲȪȯȬȦі ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱ-ȱя, ρ௡ = Ͳ і ρ௡ = ͳ. ȂȤ ȲȵȮіȯьȮȬ, ȫȧіȨȱȲ ȫ (˕.˔˓), ȵȷȰȤ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱьȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȺі, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Ȧȵі ȦȲȱȬ, ȮȴіȰȲȨȱȲȧȲ, ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȱȷȯьȲȦȬȰȬ. ǾȶȪȩ, ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя (˕.˜)ȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩ ȲȨȬȱ ȨȲȨȤȱȲȮ, ȶȲȰȷ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ρ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ (˕.˔˗) ȨȯяȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ.ȉȩ ȲȨȱȤ, ȶȴȩȶя ȷȰȲȦȤ, ȽȲ ȨȤє ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ, ȦȬȧȯяȨȤє ȵȯȤȥ-ȼȲю, ȹȲȻ ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȤ ȨȦȲȰ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȰ:Tr ρଶ = ͳ. (˕.˔˚)ǽȩȲȥȹіȨȱіȵȶь Ⱥієї ȷȰȲȦȬ ȲȻȩȦȬȨȱȤ, ȶȲȪ ȰȬ ȳȲȶȴȩȥȷєȰȲ ȯȬȼȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱяȨȲȵȶȤȶȱȲȵȶі. Іȫ (˕.˔˖) ȰȬ ȰȤєȰȲ ρଶ௡ ≤ ρ௡, ȶȲȰȷ Tr ρଶ = ∑௡ ρଶ௡ ≤ ∑௡ ρ௡ = ͳ.ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, Tr ρଶ ≤ ͳ Ȩȯя ȫȤȧȤȯьȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ. ȀіȦȱіȵȶь ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȯȬȼȩȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ρଶ௡ = ρ௡ Ȩȯя Ȧȵіȹ �, Ȥ ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȨȴȷȧȲȧȲ ȵȳȲȵȲȥȷ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȦȪȩ ȳȲȮȤȫȤȯȬ, ȽȲ Ⱥȩ ȰȲȪȯȬȦȲ ȦȬȱяȶȮȲȦȲ Ȩȯя ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ.ǽȤȵȶȷȳȱȤ ȶȩȲȴȩȰȤ, ȽȲ ȦȬȲȮȴȩȰȯює ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ ȫ-ȳȲȰіȪ ȷȵіȹ іȱȼȬȹ, ȶȤ-ȮȲȪ ȰȲȪȩ ȵȯȷȪȬȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ:
ʡˈˑ˓ˈˏ˃. Чˋ˔˕ˋˌ ˔˕˃ː ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȦȬȴȤȫȬȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȲїȲȳȷȮȯȲї ȮȲȰȥіȱȤȺії іȱȼȬȹ ȵȶȤȱіȦ, ȶȲȨі яȮ ˊˏі˛˃ːˋˌ ˔˕˃ː˚ ȫȤȦȪȨȬ є ȶȤȮȲюȮȲȰȥіȱȤȺією.
ʓˑ˅ˈˇˈːːя.Ǵȴȷȧȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȶȩȲȴȩȰȬ є ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȵȳȩȮȶȴȤȯь-ȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя (˕.˔˓) Ȩȯя ȫȰіȼȤȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ яȮȴȤȫ і є ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȲюȲȳȷȮȯȲю ȮȲȰȥіȱȤȺією ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ. Ǵȯя ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȳȩȴȼȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱяȰȬ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȲ ȫȦȲȴȲȶȱȩ — ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ,яȮ ȲȳȷȮȯȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію іȱȼȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ:ρ = ∑

௜ �௜ρ(௜), Ͳ ≤ �௜ ≤ ͳ, ∑

௜ �௜ = ͳ, (˕.˔˛)
˚ǲ ȲȴȬґіȱȤȯі ȦȪȬȦȤєȶьȵя ȶȩȴȰіȱ „unpure state“ (ȱȩȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ) ȫȤȰіȵȶь „mixed state“ (ȫȰі-ȼȤȱȬȭ ȵȶȤȱ), ȳȴȲȶȩ ȷȮȴȤїȱȵьȮȲȰȷ ȳȩȴȩȮȯȤȨі ȰȬ ȥȷȨȩȰȲ ȨȲȶȴȬȰȷȦȤȶȬȵя ȫȤȧȤȯьȱȲȳȴȬȭȱя-ȶȲї ȶȩȴȰіȱȲȯȲґії. (ʞ˓ˋˏ. ˒ˈ˓ˈˍˎ.)



˘˙ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȤ ȨȤȯі ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя (˕.˔˚), ȽȲȥ ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȦȤȶȬ ȵȷȳȩȴȩȻȱіȵȶь.Іȫ (˕.˔˛) ȲȶȴȬȰȷєȰȲTr ρଶ = ∑

௜
∑

௝ �௜�௝ Tr{ρ(௜)ρ(௝)}. (˕.˔˜)
ǺȲȪȩȱ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ Ⱥіȭ ȵȷȰі ȰȤє ȦȯȤȵȱȩ ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ρ(௜) =∑௡ ρ(௜)௡ |ϕ(௜)௡ ⟩⟨ϕ(௜)௡ |. ȂȲȰȷTr{ρ(௜)ρ(௝)} = ∑

௡
∑

௠ ρ(௜)௡ ρ(௝)௠ Tr{|ϕ(௜)௡ ⟩⟨ϕ(௜)௡ |ϕ(௝)௠ ⟩⟨ϕ(௝)௠ |} == ∑

௡
∑

௠ ρ(௜)௡ ρ(௝)௠ |⟨ϕ(௜)௡ |ϕ(௝)௠ ⟩|ଶ ≤
≤ ∑

௡
∑

௠ ρ(௜)௡ ρ(௝)௠ = ൭∑௠ ρ(௜)௡ ൱൭∑௡ ρ(௝)௠ ൱ = ͳ. (˕.˔˜a)
Ȇя ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ ȴіȦȱіȵȶь ȶȲȨі і ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ |⟨ϕ(௜)௡ |ϕ(௝)௠ ⟩|ଶ =ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ � і � ȶȤȮȬȹ, ȽȲ ρ(௜)௡ ρ(௝)௠ ≠ Ͳ. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȤюȶьȲȨȬȱȬȻȱȷ ȱȲȴȰȷ, ȶȲ ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȈȦȤȴȺȤ (˔.˔) ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ ȶȤȮі |ϕ(௜)௡ ⟩ і|ϕ(௝)௠ ⟩ ȦіȨȴіȫȱяюȶьȵя ȶіȯьȮȬ ȸȤȫȲȦȬȰ ȰȱȲȪȱȬȮȲȰ. ǿȴȲȶȩ ȮȲȪȩȱ ȱȤȥіȴ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ є ȲȴȶґȲȱȤȯьȱȬȰ, ȶȲȰȷ Ȩȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя � ȰȲȪȩ іȵȱȷ-ȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȲȨȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя �, ȽȲ ȨȤє ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȬȭ ȦȱȩȵȲȮ ȷ ȨȴȷȧȬȭ ȴя-ȨȲȮ (˕.˔˜a). ǿȩȴȩȦȳȲȴяȨȮȷȦȤȦȼȬ ȱȤȥіȴ {|ϕ(௝)௠ ⟩} ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ȭȲȧȲ Ȧȩ-ȮȶȲȴȬ, ȮȲȯіȱȩȤȴȱі ȦȩȮȶȲȴȤȰ іȫ {|ϕ(௜)௡ ⟩}, ȰȤȯȬ ȫ ȱȬȰȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȱȲȰȩȴ, ȰȬȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ Ⱥȩȭ ȴяȨȲȮ ȷ ȦȬȧȯяȨі

∑

௡
∑

௠ ρ(௜)௡ ρ(௝)௠ |⟨ϕ(௜)௡ |ϕ(௝)௠ ⟩|ଶ = ∑

௡ ρ(௜)௡ ρ(௝)௡ .
ǺȲȯȬ ȳȴȬȳȷȵȶȬȶȬ, ȽȲ ȲȥȬȨȦȤ ȵȶȤȱȬ є ȫȰіȼȤȱȬȰ, ȶȲρ(௜)௡ < ͳ і ρ(௝)௡ < ͳ ȨȯяȦȵіȹ �, Ȥ ȲȶȪȩ, ȭ ∑௡ ρ(௜)௡ ρ(௝)௡ < ͳ. ȁȶȴȲȧȤ ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȫȥȩȴіȧȤєȶьȵя ȭ ȷ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ȲȨȬȱ ȫі ȵȶȤȱіȦ ȫȰіȼȤȱȬȭ, Ȥ іȱȼȬȭ ȻȬȵȶȬȭ, ȥȲ ȶȲȨі Ȧ ȵȷȰі ȫȤȯȬ-ȼȤєȶьȵя єȨȬȱȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ρ(௜)௡ ρ(௝)௡ , ȽȲ яȦȯяє ȵȲȥȲю ȨȲȥȷȶȲȮ єȨȬȱȲȧȲ ȱȩȱȷ-ȯьȲȦȲȧȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ (ȴіȦȱȲȧȲ ȲȨȬȱȬȺі)і ȲȨȱȲȧȲ ȫ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫȰіȼȤȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ (ȵȶȴȲȧȲ ȰȩȱȼȲȧȲȫȤ ȲȨȬȱȬȺю). ǲȱȤȵȯіȨȲȮ ȺьȲȧȲ ȤȱȤȯіȫȷ ȰȬ ȨȲȹȲȨȬȰȲ ȦȬȵȱȲȦȮȷ, ȽȲ ȱȩȴіȦ-ȱіȵȶь ȷ (˕.˔˜a) ȵȶȤє ȴіȦȱіȵȶю ȯȬȼȩ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ρ(௜)௡ = ρ(௝)௠ = ͳ ȨȯяяȮȲїȵь єȨȬȱȲї ȳȤȴȬ �, � іρ(௜)௡ = ρ(௝)௠ = Ͳ Ȩȯя ȴȩȼȶȬ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȳȤȴ, ȶȲȥȶȲȲȥȬȨȦȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ. Ȇȩȭ ȱȤȼ ȦȬ-ȵȱȲȦȲȮ ȵȸȲȴȰȷȯюєȰȲ ȷ ȦȬȧȯяȨȬ ȯȩȰȬ:



§ ˕.˖. ǷȤȧȤȯьȱі ȵȶȤȱȬ ȶȤ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ ˘˚
ʚˈˏ˃. Ǵȯя ȨȦȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȶȤȱȷ, ρ(௜) і ρ(௝), ȰȤєȰȲ ȱȩȴіȦȱіȵȶьͲ ≤ Tr{ρ(௜)ρ(௝)} ≤ ͳ, (˕.˕˓)ȳȴȬȻȲȰȷ Ȧȩȴȹȱя ȰȩȪȤ ȨȲȵяȧȤєȶьȵя ȶȲȨі і ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ ρ(௜) = ρ(௝) є Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȲȰ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ Ⱥю ȯȩȰȷ ȨȲ (˕.˔˜), ȲȶȴȬȰȷєȰȲTr ρଶ = ∑

௜
∑

௝ �௜�௝ Tr{ρ(௜)ρ(௝)} ≤≤ ∑

௜
∑

௝ �௜�௝ = ͳ.
ǿȴȲȶȩ, ȫȤ ȱȤȼȬȰ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱяȰ, ρ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ, ȶȲȰȷ, ȫȧіȨȱȲȫ (˕.˔˚), ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȰȤє ȳȩȴȩȹȲȨȬȶȬ Ȧ ȴіȦȱіȵȶь, Ȥ ȫȤ ȽȲȭȱȲ ȨȲȦȩȨȩȱȲю ȯȩ-ȰȲю Ⱥȩ ȰȲȪȯȬȦȲ ȯȬȼȩ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ρ(௜) = ρ(௝) Ȩȯя Ȧȵіȹ � ȶȤ �. ǰ ȶȤȮȬȭ ȴȩ-ȫȷȯьȶȤȶ ȵȷȳȩȴȩȻȬȶь ȳȴȬȳȷȽȩȱȱю, ȽȲ ȵȷȰȤ Ȧ (˕.˔˛) є ːˈ˕˓ˋ˅і˃ˎьːˑю Ȳȳȷ-ȮȯȲю ȮȲȰȥіȱȤȺією ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȥȲ ȸȤȮȶȬȻȱȲ ȦȬȹȲȨȬȶь, ȽȲ Ȧȵі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȦȺіȭ ȵȷȰі ȶȲȶȲȪȱі. ǾȶȪȩ, ȦȨȤȦȼȬȵь ȨȲ ȳȴȬȭȲȰȷ ad absurdum, ȰȬ ȨȲȦȩȯȬ, ȽȲȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȷ ȲȳȷȮȯȷ ȮȲȰȥіȱȤȺіюіȱȼȬȹ ȵȶȤȱіȦ.Ȇя ȶȩȲȴȩȰȤ ȱȤȦȲȨȬȶь ȱȤ ȨȷȰȮȷ, ȽȲ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ, Ȧ ȳȩȦȱȲȰȷ ȵȩȱȵі, ȸȷȱȨȤ-ȰȩȱȶȤȯьȱіȼі ȫȤ ȫȰіȼȤȱі, Ȥ ȲȵȶȤȱȱі ȰȲȪȷȶь ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȵя, яȮ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȤȵȷȰіȼ ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ. ǿȴȲȶȩ ȶȤȮȷ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію ȱȩ ȦȤȴȶȲ ȵȳȴȬȭȰȤȶȬ ȥȷ-ȮȦȤȯьȱȲ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫȰіȼȤȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ Ȼȩȴȩȫ Ȳȳȷ-Ȯȯȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȱіȮȲȯȬ ȱȩ ȥȷȦȤє єȨȬȱȬȰ. ǴȦȲȦȬ-ȰіȴȱȬȭ ȳȴȬȮȯȤȨ ȷ ȨȲȵȶȤȶȱіȭ Ȱіȴі ȨȩȰȲȱȵȶȴȷє Ⱥȩȭ ȸȤȮȶ. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ρ௔ = �|�⟩⟨�| + (ͳ − �)|�⟩⟨�|, (˕.˕˔)Ȩȩ Ͳ < � < ͳ, Ȥ |�⟩ і |�⟩ — ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȲю ȱȲȴȰȲю.ǲȬȫȱȤȻȬȰȲ ȨȦȤ ȦȩȮȶȲȴȬ,|�⟩ = √�|�⟩ + √ͳ − �|�⟩ =,|�⟩ = √�|�⟩ − √ͳ − �|�⟩.ǻȩȧȮȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ ρ௔ = ଵଶ |�⟩⟨�| + ଵଶ |�⟩⟨�|. (˕.˕˕)



˘˛ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȄȤȮȶȬȻȱȲ, іȵȱȷє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȤ ȮіȯьȮіȵȶь ȵȳȲȵȲȥіȦ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȫȰіȼȤȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȲȳȷȮȯȲї ȮȲȰȥіȱȤȺії ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴіȦ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ.ǾȳȷȮȯȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȮȦȤȱȶȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦ ȵȹȩȰȤȶȬȻȱȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˕.˕.ȂȲȻȮȬ ȱȤ ȧȴȤȱȬȺі ȲȳȷȮȯȲї ȰȱȲȪȬȱȬ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ, Ȥ Ȧȱȷȶȴі-ȼȱі ȶȲȻȮȬ — ȫȰіȼȤȱі ȵȶȤȱȬ. ǷȰіȼȤȱȬȭ ȵȶȤȱ ρ௔ ȰȲȪȱȤ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȦȬȴȤ-ȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȵȷȰіȼ ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ � і �, яȮ ȷ (˕.˕˔), іȫ ȳȬȶȲȰȲю ȦȤȧȲю, Ȳȥȩȴ-ȱȩȱȲ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȲю ȨȲ ȦіȨȵȶȤȱȩȭ ȶȲȻȲȮ� і� ȦіȨ ȶȲȻȮȬ�. ȂȤȮ ȵȤȰȲ Ⱥȩȭ ȵȶȤȱȰȲȪȱȤ ȳȴȩȨȵȶȤȦȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȵȷȰіȼ ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ � ȶȤ �, яȮ ȷ (˕.˕˕), ȤȥȲ ȥȤ-ȧȤȶьȰȤ іȱȼȬȰȬ ȵȳȲȵȲȥȤȰȬ. ȄіȫȬȻȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤȮȲї ȱȩȲȨȱȲȫȱȤȻȱȲȵȶі ȳȲ-

ʟˋ˔. ʹ.ʹ. ȁȹȩȰȤȶȬȻȱȩ ȫȲȥȴȤȪȩȱȱя ȻȬȵȶȬȹ і ȫȰіȼȤȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ, яȮ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ ȲȳȷȮȯȲїȰȱȲȪȬȱȬ.
ȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ і ȻȬȵȶі, і ȫȰіȼȤȱі ȵȶȤȱȬ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȲȳȬȵȷюȶьȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱі ȤȱȵȤȰȥȯі. ǼȬ ȳȲȦȩȴȱȩȰȲȵя ȨȲ Ⱥієї ȦȤȪȯȬȦȲї ȶȩ-ȰȬ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˜.ȇȬȰȤȯȲ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȻȬȵȶȬȹ і ȫȰіȼȤȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ ȥȷȨȩ ȦȬȦȻȩȱȲ Ȧ ȳȲȨȤȯь-ȼȬȹ ȴȲȫȨіȯȤȹ, Ȥ ȱȤȴȤȫі ȥȷȨȩ ȮȲȴȬȵȱȲ ȦȮȤȫȤȶȬ Ȧ ȫȤȧȤȯьȱȬȹ ȴȬȵȤȹ, Ȩȩ Ⱥі ȨȦȤȶȬȳȬ ȵȶȤȱіȦ ȰȲȪȷȶь ȫ’яȦȬȶȬȵя. ǽȩȦȬȴȲȨȪȩȱȬȭ ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȭ ȴіȦȩȱь ȤȶȲ-ȰȤ, ȤȥȲ ȥȷȨь-яȮȲї іȱȼȲї іȫȲȯьȲȦȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ, є ȳȴȬȮȯȤȨȲȰ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ.ȁȶȤȱ ȶȩȳȯȲȦȲї ȴіȦȱȲȦȤȧȬ ȫȤȦȪȨȬ є ȫȰіȼȤȱȬȰ, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȵȬȶȷȤȺії ȳȴȬȤȥȵȲȯюȶȱȲȰȷ ȱȷȯі ȶȩȰȳȩȴȤȶȷȴȬ. ȁȶȤȱ ȷȶȦȲȴȩȱȲȧȲ ȯȤȫȩȴȲȰ ȳȲȯяȴȬȫȲȦȤ-ȱȲȧȲ ȰȲȱȲȹȴȲȰȤȶȬȻȱȲȧȲ ȵȦіȶȯȤ ȰȲȪȩ ȱȤȥȯȬȪȤȶȬȵя ȨȲ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȩȯȩ-ȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȲȧȲ ȳȲȯя. ǽȩȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱȩ ȰȲȱȲȹȴȲȰȤȶȬȻȱȩ ȵȦіȶȯȲ, Ȥ ȶȤȮȲȪȦȬȳȴȲȰіȱȩȱȱя ȤȥȵȲȯюȶȱȲ ȻȲȴȱȲȧȲ ȶіȯȤ, є ȳȴȬȮȯȤȨȤȰȬ ȫȰіȼȤȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷȩȯȩȮȶȴȲȰȤȧȱіȶȱȲȧȲ ȳȲȯя. ȅȤȴȤȮȶȩȴ іȱȸȲȴȰȤȺії, ȱȩȲȥȹіȨȱȲї Ȩȯя ȦȬȫȱȤȻȩ-ȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ і ȫ’яȫȷȦȤȱȱя, ȻȬȵȶȬȭ Ȧіȱ ȻȬ ȫȰіȼȤȱȬȭ, ȰȬ ȥȷȨȩȰȲȨȲȵȯіȨȪȷȦȤȶȬ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˛.



§ ˕.˗. ȀȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˘˜
§ ʹ.Ͷ. ʟˑˊ˒ˑˇіˎ іˏˑ˅і˓ːˑ˔˕іǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˕, ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ ℛ,ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲї ȩȴȰіȶȲȦȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ �, ȷ ȵȶȤȱі, ȽȲ ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȲȰ ρ, є ȶȤȮȬȰ: ⟨ℛ⟩ = Tr(ρ�). (˕.˕˖)ǼȬ ȲȥȴȤȯȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ρ ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȰ ȫȤ ȨȲȰȲȦȯȩȱіȵȶю (˕.˕). Ȇієї ȸȲȴȰȷ-ȯȬ Ȩȯя ȵȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȦȬяȦȯяєȶьȵя ȨȲȵȶȤȶȱьȲ, ȽȲȥ ȦȬȦȩȵȶȬ ȳȲȦȱȬȭ ȴȲȫȳȲ-Ȩіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі, ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲȵȶі ȱȤȵȶȷȳȱȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя: ȨіȭȵȱȤȸȷȱȮȺія �(ℛ) ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ ℛ ȶȤȮȲȪ є ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю ȦȩȯȬȻȬ-ȱȲю і ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ�(�), ȷȶȦȲȴȩȱȲȧȲ ȫ� ȫȤ ȵȳȩ-ȮȶȴȤȯьȱȬȰ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱяȰ (˔.˕˛) ȤȥȲ (˔.˖˛). ȂȤȮȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя є ȺіȯȮȲȰ Ȳȥ-ґȴȷȱȶȲȦȤȱȬȰ, ȥȲ яȮȽȲ ȸіȫȬȻȱȤ ȦȩȯȬȻȬȱȤ ȰȤє ȫȱȤȻȩȱȱя �, ȶȲ її ȸȷȱȮȺія ȳȲ-ȦȬȱȱȤ ȰȤȶȬ ȫȱȤȻȩȱȱя �(�), і ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ ȫȤȨȲȦȲȯьȱя-юȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ � і �(�).ǽȩȹȤȭ �(�) �� — іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℛ ȯȩ-ȪȬȶь ȷ ȳȴȲȰіȪȮȷ [�, � + ��]. ǲіȨȶȤȮ, ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ,

⟨�(ℛ)⟩ = ାஶනିஶ �(�′)�(�′) ��′. (˕.˕˗)
ǰ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя (˕.˕˖) ȨȲ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї �(ℛ) ȨȤє⟨�(ℛ)⟩ = Tr{ρ�(�)}. (˕.˕˘)ǾȥȬȴȤȦȼȬ ȱȤȯȩȪȱȷ ȸȷȱȮȺію �, ȰȲȪȱȤ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȶȬ Ⱥі ȨȦȤ ȴіȦȱяȱȱя, ȽȲȥȨȲȥȷȶȬ ȫ ȱȬȹ ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь�(�). ǼȬ ȫȴȲȥȬȰȲ Ⱥȩ ȲȮȴȩȰȲ Ȩȯя ȨȬȵȮȴȩ-ȶȱȲȧȲ ȭ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȧȲ ȵȳȩȮȶȴіȦ.
ʓˋ˔ˍ˓ˈ˕ːˋˌ ˔˒ˈˍ˕˓. ǽȩȹȤȭ � — ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ іȫ ȻȬȵȶȲ ȨȬȵ-ȮȴȩȶȱȬȰ ȵȳȩȮȶȴȲȰ. ǹȲȧȲ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �௡ і Ȳȴ-ȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ |�௡⟩:� = ∑

௡ �௡|�௡⟩⟨�௡|.ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȸȷȱȮȺію �(ℛ) = θ(� − ℛ), ȽȲ ȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȺі ȳȴȬ ℛ < �, іȱȷȯю ȳȴȬ ℛ > �. ȁȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя Ⱥієї ȸȷȱȮȺії, ȫȧіȨȱȲ ȫ (˕.˕˗), є
⟨θ(� − ℛ)⟩ = ௥නିஶ �(�′) ��′ == Prob(ℛ > � |ρ).



˙˓ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȆȩ є ȨȲȵȶȲȶȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȦȩȯȬȻȬȱȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℛ ȰȩȱȼȤ ȫȤ �.ǿȴȲȶȩ ȫ (˕.˕˘) ȰȤєȰȲ⟨θ(� − ℛ)⟩ = Tr{ρθ(� − �)} == Tr൝ρ∑௡ θ(� − �௡)|�௡⟩⟨�௡|ൡ == ∑

௡ ⟨�௡|ρ|�௡⟩θ(� − �௡).ǿȴȬȴіȦȱяȦȼȬ ȳȴȤȦі ȻȤȵȶȬȱȬ ȲȥȲȹ ȦȬȴȤȫіȦ і ȳȴȲȨȬȸȩȴȩȱȺіюȦȤȦȼȬ їȹ ȫȤ �,ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь:�(�) = ∂∂� Prob(ℛ < � |ρ) == ∑

௡ ⟨�௡|ρ|�௡⟩Ɂ(� − �௡).ЄȨȬȱȤ ȳȴȬȻȬȱȤ, ȻȲȰȷ ȰȬ ȳȴȲȦȩȯȬ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ˒ˋ˕ˑˏˑї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȨȯяȨȬȵȮȴȩȶȱȲї ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲȥ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ �(�) = Ͳ ȨȯяȦȵіȹ �, яȮі ȱȩ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ. ǰ ȲȶȪȩ, ȭȰȲ-Ȧіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȨȬȱȤȰіȻȱȤ ȫȰіȱȱȤ ȱȤȥȷȨȩ ȫȱȤȻȩȱь ȳȲȫȤ ȰȩȪȤȰȬ ȵȳȩȮȶȴȷ,ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю; іȱȤȮȼȩ ȮȤȪȷȻȬ, ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ ȦȲȱȤ ȰȲ-Ȫȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȳȩȦȱȬȹ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь, яȮі ȫȥіȧȤюȶьȵя ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ. Ȇȩ ȨȷȪȩ ȳȴȬєȰȱȩ ȵȦіȨȻȩȱȱя ȷȫȧȲȨȪȩȱȲȵȶі ȵȶȤȶȬ-ȵȶȬȻȱȲȧȲ ǿȲȵȶȷȯȤȶȷ ˕ іȫ ȰȩȹȤȱіȻȱȬȰ ǿȲȵȶȷȯȤȶȲȰ ˔.ІȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȨȬȱȤȰіȻȱȤ ȫȰіȱȱȤ ℛ ȰȤȶȬȰȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя � ȷȦіȴȶȷȤȯьȱȲȰȷ ȤȱȵȤȰȥȯі, яȮȬȭ ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ ρ, єProb(ℛ = � |ρ) = limக→଴{Prob(ℛ < � + ɂ |ρ) − Prob(ℛ < � − ɂ |ρ)} == ∑

௡ ⟨�௡|ρ|�௡⟩Ɂ௥,௥೙ . (˕.˕˙)
Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȰȲȪȱȤ ȵȶȬȵȯіȼȩ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ�(�) = ∑௡ |�௡⟩⟨�௡| Ɂ௥,௥೙ , яȮȬȭ ȳȴȲȩȮȶȷє ȱȤ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ, ȱȤȶяȧȱȩȱȬȭ ȱȤ ȦȵіȦȬȴȲȨȪȩȱі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ �௡ = �:Prob(ℛ = � |ρ) = Tr{ρ�(�)}. (˕.˕˚)ȃ ȵȳȩȺіȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ˚ˋ˔˕ˑˆˑ ȵȶȤȱȷ ρ = |Ψ⟩⟨Ψ| і ȱȩȦȬȴȲȨȪȩȱȲȧȲ ȦȯȤ-ȵȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя � Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲProb(ℛ = �௡|Ψ) = |⟨�|Ψ⟩|ଶ. (˕.˕˛)



§ ˕.˗. ȀȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˙˔
ʑˎ˃˔ːі ˔˕˃ːˋ. ȃ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȨȬȱȤȰіȻȱȤ ȫȰіȱȱȤ ȰȤȶȬȰȩ ȱȩȱȷȯьȲ-ȦȬȭ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȭ ȴȲȫȮȬȨ ȳȲ ȳȩȦȱіȭ ȻȤȵȶȬȱі ȵȳȩȮȶȴȷ ȵȦȲїȹ ȨȲȳȷȵȶȬȰȬȹȫȱȤȻȩȱь. ǿȴȲȶȩ Ȩȯя ȨȬȵȮȴȩȶȱȲї ȫȰіȱȱȲї ȰȲȪȯȬȦȤ ȵȬȶȷȤȺія, ȽȲ Ȧȵя ȭȰȲ-Ȧіȴȱіȵȶь ȥȷȨȩ ȵȮȲȴȺȩȱȶȴȲȦȤȱȤ ȯȬȼȩ ȱȤ ȲȨȱȲȰȷ ȫȱȤȻȩȱȱі. ЯȮȽȲ ȨȬȱȤȰіȻȱȤȫȰіȱȱȤ ℛ ȱȤȥȷȦȤє єȨȬȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя �଴ (ȱȩȹȤȭ Ȩȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ Ⱥȩ ȥȷȨȩ ȱȩ-ȦȬȴȲȨȪȩȱȩ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя) ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ͳ ȷ ȳȩȦȱȲȰȷ ȵȶȤȱі, ȶȲ ȫ (ʹ.ʹ͸)ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ρ ȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦі ⟨�଴|ρ|�଴⟩ = ͳ. ǰȲȵȮіȯьȮȬ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ Tr ρଶ ≤ ͳ, ȶȲ

∑

௡,௠⟨�௡|ρ|�௠⟩⟨�௠|ρ|�௡⟩ = ∑

௡,௠ |⟨�௡|ρ|�௠⟩|ଶ ≤ ͳ.
ȃ ȵȬȯȷ ȶȲȧȲ, ȽȲ ȲȨȬȱ Ȼȯȩȱ Ⱥієї ȵȷȰȬ, ⟨�଴|ρ|�଴⟩ = ͳ, ȷȪȩ ȫȤȥȩȫȳȩȻȷє ȳȩȴȩ-ȹіȨ ȱȩȴіȦȱȲȵȶі Ȧ ȴіȦȱіȵȶь, ȶȲ Ȧȵі ȴȩȼȶȤ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȹ і ȱȩȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȹ ȩȯȩ-ȰȩȱȶіȦ ρ ȰȤюȶь ȲȥȩȴȶȤȶȬȵя ȱȤ ȱȷȯь. ǾȶȪȩ, єȨȬȱȬȭ ȵȶȤȱ, ȷ яȮȲȰȷ ℛ ȱȤȥȷ-ȦȤє ȱȩȦȬȴȲȨȪȩȱȲȧȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя �଴ ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ͳ, є ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱρ = |�଴⟩⟨�଴|. ȂȤȮȬȭ ȵȶȤȱ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ρ ȤȥȲ ȦȩȮȶȲȴȲȰ |�଴⟩,ȴȲȫȧȯяȨȤєȶьȵя, яȮ ˅ˎ˃˔ːˋˌ ˔˕˃ː ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℛ.
ʜˈ˒ˈ˓ˈ˓˅ːˋˌ ˔˒ˈˍ˕˓. ǽȩȹȤȭ � — ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȰȤє ȻȬ-ȵȶȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ ȵȳȩȶȴ:

� = න�′|�′⟩⟨�′| ��′.
ǹȲȧȲ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱі ȫȤ ȱȲȴȰȲю ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ (ȷ ȵȩȱȵі ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȵȳȩ-ȮȶȴȤȯьȱȲї ȶȩȲȴȩȰȬ) ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȲȴȶȲȱȲȴȰȷȦȤȯьȱȲȰȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱ-ȱю ⟨�′|�ᇳ⟩ = Ɂ(�′ − �ᇳ). ǽȩȹȤȭ �(�) �� ȥȷȨȩ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶю ȶȲȧȲ, ȽȲ ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ � ȯȩȪȬȶь ȷ ȳȴȲȰіȪȮȷ [�, � + ��]. ЯȮ і Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷȦȬȳȤȨȮȷ, ȰȤєȰȲ

⟨θ(� − �)⟩ = ௤නିஶ �(�′) ��′ == Prob(� < � |ρ),ȽȲ є ȭȰȲȦіȱіȵȶю Ȩȯя � ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȫȱȤȻȩȱь ȰȩȱȼȬȹ ȫȤ �. ǰȯȩ ȶȤȮȲȪ ȰȬ ȰȤє-



˙˕ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȰȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя⟨θ(� − �)⟩ = Tr{ρθ(� − �)} =
= Trቐρ ାஶනିஶ θ(� − �′)|�′⟩⟨�′| ��′ቑ =
= ௤නିஶ ⟨�′|ρ|�′⟩ ��′.

ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȳȬȶȲȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь Ȩȯя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї� ȷ ȦіȴȶȷȤȯьȱȲȰȷ Ȥȱ-ȵȤȰȥȯі, яȮȬȭ ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ ρ, є�(�) = ∂∂� Prob(� < � |ρ) == ⟨�|ρ|�⟩. (˕.˕˜)
Ǵȯя ȲȮȴȩȰȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ ˚ˋ˔˕ˑˆˑ ˔˕˃ː˖ ρ = |Ψ⟩⟨Ψ| Ⱥȩ ȨȤє�(�) = |⟨�|Ψ⟩|ଶ (˕.˖˓)І ȹȲȻȤ ȦȬȴȤȫȬ Ȩȯя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȶȤ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȴіȫȱяȶьȵя ȦȨȩȶȤȯяȹ, ȦȲȱȬ ȫȤȦȪȨȬ Ȱіȵȶяȶь ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȰȬ:ȲȨȬȱ ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȫȷє ȵȶȤȱ, Ȥ ȨȴȷȧȬȭ — ȻȤȵȶȬȱȷ ȵȳȩȮȶȴȷ ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї,ȽȲ є ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю. ǼȬ ȱȤȫȬȦȤȶȬȰȩȰȲ їȹ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ˗˖ːˍ˙і-
єю ˔˕˃ː˖ і ˗іˎь˕˓-˗˖ːˍ˙ією. ȃ (ʹ.ʹ͹) Ⱥȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ρ і ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȭȲȳȩȴȤȶȲȴ�(�). ǰ ȷ (ʹ.ʹͺ) і (ʹ.͵Ͳ) ȱȬȰȬ ȦȬȵȶȷȳȤюȶь ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷΨ і ȦȯȤȵȱіȸȷȱȮȺії, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱіȭ ȦȩȯȬȻȬȱі. ǿȴȲȶȩ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱіȵȶь,іȫ яȮȲю Ⱥі ȨȦȤ ȤȴґȷȰȩȱȶȬ ȫ’яȦȯяюȶьȵя Ȧ ȴіȦȱяȱȱяȹ, ȱȩ ȳȲȦȬȱȱȤ ȦіȨȦȩȴȶȤȶȬȷȦȤȧȷ ȦіȨ їȹ ȴіȫȱȲї ȫȷȶȱȲȵȶі. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ |Ψ⟩ ȱȤȯȩ-ȪȬȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, Ȥ ȸіȯьȶȴ-ȸȷȱȮȺія |�⟩ Ȧ (ʹ.͵Ͳ) ȱȩ є ȭȲȧȲȩȯȩȰȩȱȶȲȰ, Ȥ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȴȲȫȼȬȴȩȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷΩ× іȫ ȶȴȬȳȯȩȶȤ ȲȵȱȤȽȩ-ȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ (ȨȬȦ. § ˔.˗).
ʞˈ˓ˈ˅і˓ˍ˃ ˃ˍ˔іˑˏ ˕ˈˑ˓ії ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕і. ȃ ȺьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȱȤȦȩȯȬȮіȯьȮȤ ȸȲȴȰȷȯ Ȩȯя ȮȦȤȱȶȲȦȬȹ іȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ, Ȥȯȩ ȳȲȮȬ ȱȩ ȰȤєȰȲ ȦȤȧȲȰȬȹȳіȨȵȶȤȦ ȵȶȦȩȴȨȪȷȦȤȶȬ, ȽȲ ȦȲȱȬ ȵȳȴȤȦȨі ȦȬȴȤȪȤюȶь іȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȥȲ ȨȯяȺьȲȧȲ Ƚȩ ȶȴȩȥȤ ȨȲȦȩȵȶȬ їȹ ȷȫȧȲȨȪȩȱіȵȶь іȫ ȤȮȵіȲȰȤȰȬ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі.ǿȩȴȼ ȱіȪ ȫȴȲȥȬȶȬ Ⱥȩ, ȥȷȨȩ ȮȲȴȬȵȱȲ ȵȮȲȱȵȶȴȷюȦȤȶȬ ȫȤȧȤȯьȱȷ ȸȲȴȰȷȯȷȨȯя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, яȮȤ ȦȮȯюȻȤȶȬȰȩ Ȧ ȵȩȥȩ Ȧȵі ȴȲȫȧȯяȱȷȶі ȦȬȽȩ ȦȬȳȤȨȮȬ.



§ ˕.˗. ȀȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˙˖ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲї ȶȩȲȴȩȰȬ, Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲї ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱ-ȱȲїℛ ȶȤ її ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � іȵȱȷє ȵіȰ’я ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴіȦ �ோ(Δ), ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ і ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰ � ȱȤ-ȵȶȷȳȱȬȰ ȻȬȱȲȰ: �ோ(Δ) = ∑

௥೙∈୼ |�௡⟩⟨�௡|. (˕.˖˔)ȁȷȰȤ ȥȩȴȩȶьȵя ȫȤ ȦȵіȰȤ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ (ȰȲȪȯȬȦȲ ȦȬȴȲȨȪȩȱȬȰȬ),ȽȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ ȳіȨȰȱȲȪȬȱȬ Δ; ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ Ⱥя ȵȷȰȤȳȩȴȩȹȲȨȬȶь Ȧ іȱȶȩґȴȤȯ. ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȫȰіȱȱȲїℛ ȯȩȪȬȶь ȷΔ, ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȸȲȴȰȷȯȲюProb(ℛ ∈ Δ|ρ) = Tr{ρ�ோ(Δ)}. (˕.˖˕)ЯȮȽȲ ȲȥȯȤȵȶь ΔȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩ ȲȨȱȩ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя, ȶȲ Ⱥя ȸȲȴȰȷȯȤ ȳȩȴȩ-ȹȲȨȬȶь ȷ (ʹ.ʹ͸) ȤȥȲ (ʹ.ʹ͹). ȃ ȦȬȳȤȨȮȷ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ (ʹ.͵ʹ) ȨȲȴіȦ-ȱює іȱȶȩґȴȤȯȷ ȳȴȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȳȲ ȲȥȯȤȵȶі Δ.ǻȩȧȮȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ (ʹ.͵ʹ) ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ǰȮȵіȲȰȤȰ ˔, ˕ ȶȤ ˖ іȫ § ˔.˘.ǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȫȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȲȵȮіȯьȮȬ �ோ(Δ) є ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ,ȶȲ ȲȳȩȴȤȺія ȵȯіȨȷ Ȧ (ʹ.͵ʹ) ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȲȥȰȩȪȷєȶьȵя ȯȬȼȩ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȲȰ, ȱȤяȮȬȭ�ோ(Δ) ȫȨіȭȵȱює ȳȴȲȩȮȺію. Іȫ Ⱥієї ȲȥȵȶȤȦȬȱȬ, Ȧ ȳȲєȨȱȤȱȱі ȫ ȨȲȰȲȦȯȩ-ȱіȵȶю ȳȴȲ ȱȲȴȰȤȯіȫȤȺію (ʹ.͸) і ȷȰȲȦȲю ȱȩȦіȨ’єȰȱȲȵȶі (ʹ.ͺ) Ȩȯя ρ, ȦȬȳȯȬ-ȦȤє, ȽȲ Ͳ ≤ Tr{ρ�ோ(Δ)} ≤ Tr ρ = ͳ. Ȇȩ ȳіȨȶȦȩȴȨȪȷє ǰȮȵіȲȰȷ ˔.ȉȲȥ ȷȵȶȤȱȲȦȬȶȬ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦіȵȶь ǰȮȵіȲȰȬ ˕, ȶȴȩȥȤ ȦȫяȶȬ ȵȶȤȱ, ȳȴȬȧȲ-ȶȲȦȯȩȱȬȭ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℛ ґȤȴȤȱȶȲȦȤȱȲ ȯȩȪȤ-ȶȬȰȩ Ȧ ȲȥȯȤȵȶі Δ. Ȇȩ ȥȷȨȩ ȶȤȮȬȭ ȵȶȤȱ, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȷȰȲȦіρ = �ோ(Δ)ρ�ோ(Δ). (˕.˖˖)ǲ ȲȮȴȩȰȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ Δ ȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩ ȲȨȱȩ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя, Ⱥȩ ȫȦȲ-ȨȬȶьȵя ȨȲ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ρ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȵȶȤȱȲȰ �. ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ (ʹ.͵͵) ȶȲȶȲȪȱȲȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȺі.Ǵȯя ȳȩȴȩȦіȴȮȬ ǰȮȵіȲȰȬ ˖b (ȫ яȮȲї ȦȬȳȯȬȦȤє ǰȮȵіȲȰȤ ˖a) ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲȨȦі ȱȩȳȩȴȩȹȴȩȵȱі ȰȱȲȪȬȱȬ, Δଵ і Δଶ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȷȰȲȦȬ ℛ ∈ Δଵ і ℛ ∈ Δଶ ȥȷ-Ȩȷȶь ȱȩȵȷȰіȵȱȬȰȬ і ȦіȨȲȥȴȤȪȤȶȬȰȷȶь ȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱі ȳȲȨії. ȂȦȩȴȨȪȩȱ-ȱя (ℛ ∈ Δଵ) ∨ (ℛ ∈ Δଶ) єȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱю ℛ ∈ (Δଵ ∪ Δଶ), ȨȩΔ∪ΔଶȳȲȫȱȤȻȤє Ȳȥ’єȨȱȤȱȱя ȨȦȲȹ ȰȱȲȪȬȱ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȰȱȲȪȬȱȬ Δଵ і Δଶ ȱȩȳȩ-ȴȩȹȴȩȵȱі, ȶȲ �ோ(Δଵ)�ோ(Δଶ) = Ͳ, Ȥ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤєȲȥ’єȨȱȤȱȱю ȺȬȹ ȰȱȲȪȬȱ, є ȳȴȲȵȶȲ ȵȷȰȲю ȲȮȴȩȰȬȹ ȳȴȲȩȮȺіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴіȦ:�ோ(Δଵ ∪ Δଶ) = �ோ(Δଵ) +�ோ(Δଶ). ȃ ȺьȲȰȷ ȴȤȫі (ʹ.͵ʹ) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷProb{(ℛ ∈ Δଵ) ∨ (ℛ ∈ Δଶ) |ρ} = Tr{ρ�ோ(Δଵ ∪ Δଶ)} == Tr{�ோ(Δଵ)} + Tr{�ோ(Δଶ)},



˙˗ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ǰȮȵіȲȰі ˖b.ǾȵȶȤȱȱє ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȳȴȲяȱȬȶȬ ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȶȤȮȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȧȲȳȴȬȮȯȤȨȷ. ǷȤȰіȵȶь ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȩȴȰіȶȲȦȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ �, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȭ, яȮ �Ψ(�) = �Ψ(�), яȮȬȭ ȷ ȀȲȫȨіȯі ˖ ȰȬ іȨȩȱȶȬȸіȮȷ-єȰȲ, яȮ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя (ȤȥȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȬ). ǽȩȹȤȭ Δଵ ȥȷȨȩіȱȶȩȴȦȤȯȲȰ α ≤ � ≤ β, Ȥ Δଶ — ɀ ≤ � ≤ Ɂ. ȂȲȨі Ȩія ȳȴȲȩȮȺіȭȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ�ொ(Δଵ) ȦȬȫȱȤȻȤȶȬȰȩȶьȵя:�ொ(Δଵ)Ψ(�) = Ψ(�) Ȩȯя α ≤ � ≤ β,�ொ(Δଵ)Ψ(�) = Ͳ Ȩȯя � ≤ α ȤȥȲ β ≤ �.ȁȹȲȪȩ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȲȶȴȬȰȤєȰȲ і Ȩȯя�ொ(Δଶ), ȫȤȰіȱȬȦȼȬ α ȱȤ ɀ і β ȱȤ Ɂ. ǿȴȲȩ-ȮȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ�ொ(Δଵ ∪Δଶ) ȨȤє�ொ(Δଵ ∪Δଶ)Ψ(�) = Ψ(�) Ȩȯя α ≤ � ≤ βȤȥȲ ɀ ≤ � ≤ Ɂ, і�ொ(Δଵ∪Δଶ)Ψ(�) = ͲȦ іȱȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ. ЯȮȽȲα < β < ɀ < ɁȤȥȲ ɀ < β < α < β, ȶȲȨі Δଵ і Δଶ ȱȩ ȳȩȴȩȶȬȱȤюȶьȵя, і ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ�ொ(Δଵ)Ψ(�) +�ொ(Δଶ)Ψ(�) = �ொ(Δଵ ∪ Δଶ)Ψ(�), Ȥ ȲȶȪȩ, ȱȤȦȩȨȩȱі ȦȬȽȩ ȦȬ-ȮȯȤȨȮȬ ȳіȨȶȦȩȴȨȪȷюȶь ȻȬȱȱіȵȶь ǰȮȵіȲȰȬ ˖b. ǰ ȫ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȲ,ȽȲ α < ɀ < β < Ɂ, ȶȲȨі іȱȶȩȴȦȤȯȬ Δଵ ȶȤ Δଶ ȳȩȴȩȶȬȱȤюȶьȵя і ȳȲȨії � ∈ Δଵ ȶȤ� ∈ Δଶ ȱȩ є ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȰȬ. ǲ ȲȥȯȤȵȶі їȹ ȳȩȴȩȶȬȱȷ, ɀ ≤ � ≤ β, ȰȬ ȰȤȶȬȰȩȰȲ�ொ(Δଵ)Ψ(�) + �ொ(Δଶ)Ψ(�) = ʹΨ(�), Ȥȯȩ �ொ(Δଵ ∪ Δଶ)Ψ(�) = Ψ(�). ȂȤȮȬȰȻȬȱȲȰ, ȫȤȯȩȪȱі ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȱȩ ȥȷȨȷȶь ȤȨȬȶȬȦȱȬȰȬ.ǽȩȳіȨȶȦȩȴȨȪȩȱȲю ȫȤȯȬȼȬȯȤȵь ǰȮȵіȲȰȤ ˗, яȮȷ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȧ § ˜.˙.
ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ʹІȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію ȳȲȱяȶȶя ȵȶȤȱȷ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі і ȨȩяȮі ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫ ȺȬȰȵȷȳȩȴȩȻȮȬ ȴȲȫȧȯяȱȷȶȲ ȷ [˔˓]. ȁȶȤȶȶя [˔˕] ȨȲȵȯіȨȪȷє ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȱȱя ȭȰȲ-ȦіȴȱіȵȱȬȹ ȰȩȶȲȨіȦ ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі і ȱȤȦȲȨȬȶь ȮіȯьȮȤ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȳȲ-ȰȬȯȮȲȦȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȧ ȺьȲȰȷ ȮȲȱȶȩȮȵȶі. ǿȲȵȬȯȤ-ȱȱя ȱȤ ȱȬȫȮȷ ȳȴȤȺь іȫ ȫȤȵȤȨ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ Ȱіȵȶяȶьȵя Ȧ “ResourceLetter”, L. Фallentine (˔˜˛˚), AА. J. Phys. ͷͷ, ˚˛˘–˚˜˔.
З˃ˇ˃˚і

ʹ.ͳ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȱȩȩȴȰіȶȲȦȤ ȰȤȶȴȬȺя � = ቈଵ ଵ଴ ଵ቉ ȰȤє ȯȬȼȩ Ȩіȭȵȱі ȫȱȤȻȩ-ȱȱя, ȳȴȲȶȩ її ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȱȩ ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ.ǲ ȵȬȯȷ ȵȦȲєї ȱȩȩȴȰіȶȲȦȲȵȶі, Ⱥя ȰȤȶȴȬȺя ȰȤє ȳȲȴȷȼȷȦȤȶȬ ȷȰȲȦȬ ȂȩȲȴȩȰȬ ˔ȫ § ˔.˖. ǷȱȤȭȨіȶь ȦȩȮȶȲȴ |�⟩, Ȩȯя яȮȲȧȲ ⟨�|�|�⟩ є ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȰ ȻȬȵȯȲȰ. (Ȇȩȭ



ǷȤȨȤȻі ˙˘ȳȴȬȮȯȤȨ іȯюȵȶȴȷє ȱȩȲȥȹіȨȱіȵȶь ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȨіȭȵȱȬȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ Ȼȩ-ȴȩȫ ȩȴȰіȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, Ȥ ȱȩ ȳȴȲȵȶȲ Ȼȩȴȩȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȰȤюȶь ȻȬȵȶȲ Ȩіȭ-ȵȱі ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ⟨�⟩ = ⟨�|�|�⟩, ȶȲ Ⱥю ȦȩȯȬȻȬȱȷ ȪȲȨȱȬȰȻȬȱȲȰ ȱȩ ȰȲȪȱȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷȦȤȶȬ, яȮ ȵȩȴȩȨȱє ȦіȨ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь �.
ʹ.ʹ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ Tr(��) = Tr(��), і, ȫȤȧȤȯьȱіȼȩ, ȽȲ ȵȯіȨ ȨȲȥȷȶȮȷȮіȯьȮȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȶȲ їȹ ȺȬȮȯіȻȱȬȹ ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȲȮ:Tr(��…��) = Tr(���…�).
ʹ.͵. ǴȲȦȩȨȬȶь, ȽȲ Tr(|�⟩⟨�|) = Tr⟨�|�⟩.
ʹ.Ͷ. Іȫ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȱȩȦіȨ’єȰȱȲȵȶі (ʹ.ͺ) ȤȥȲ (ʹ.ͳ͵) ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲȵȶȤȱȷ ρ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Tr ρଶ ≤ ͳ, яȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ ȳȴȲȺȩȵі ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȨȲ-ȵȶȤȶȱȲȵȶі ȷȰȲȦȬ (ʹ.ͳ͹). ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ Ȩȯя ȰȤȶȴȬȺь ʹ×ʹ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȩ і ȫȦȲ-ȴȲȶȱȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя: іȫ ȷȰȲȦȬ Tr ρଶ ≤ ͳ, ȷ ȳȲєȨȱȤȱȱі ȫ (ʹ.͸) і (ʹ.͹), ȦȬȳȯȬȦȤєȱȩȦіȨ’єȰȱіȵȶь ρ. ǴȤȯі ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȭȶȩ, ȽȲ Ⱥі ȷȰȲȦȬ ȱȩ є ȨȲȵȶȤȶȱіȰȬ ȨȯяґȤȴȤȱȶȷȦȤȱȱя ȱȩȦіȨ’єȰȱȲȵȶі ρ ȷ ȶȴьȲȹ і ȥіȯьȼȩ ȦȬȰіȴȤȹ.
ʹ.ͷ. ЯȮі ȫ ȱȬȪȻȩȱȤȦȩȨȩȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ є ȳȴȬȭȱяȶȱȬȰȬ Ȩȯя ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱ-ȱя ȮȦȤȱȶȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦ? ǷȱȤȭȨіȶь ȦȩȮȶȲȴȬ ȵȶȤȱȷ Ȩȯя ȶȬȹ іȫ ȱȬȹ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯяюȶь ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ. ρଵ = ቈ ଵସ ଷସଷସ ଷସ ቉ , ρଶ = ቈ ଽଶହ ଵଶଶହଵଶଶହ ଵ଺ଶହ ቉ ,ρଷ = ଵଷ |�⟩⟨�| + ଶଷ |�⟩⟨�| + √ଶଷ |�⟩⟨�| + √ଶଷ |�⟩⟨�|,Ȩȩ ⟨�|�⟩ = ⟨�|�⟩ = ͳ і ⟨�|�⟩ = Ͳ,

ρସ = ቎ ଵଶ Ͳ ଵସͲ ଵଶ Ͳଵସ Ͳ Ͳ቏ , ρହ = ቎ ଵଶ Ͳ ଵସͲ ଵସ Ͳଵସ Ͳ ଵସ ቏ .
ʹ.͸. ǽȩȹȤȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ σ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȨȬȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷ, ȽȲ ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤ-ȶȬ ȯȬȼȩ ȨȦȲȹ ȫȱȤȻȩȱь, +ͳ ȤȥȲ −ͳ. ǲȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ σ ȳȲȫȱȤȻȤюȶьȵя, яȮ |+⟩і |−⟩. Ȃȩȳȩȴ ȴȲȫȧȯяȱьȶȩ ȶȤȮі ȵȶȤȱȬ: ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȤ ȵіȰ’я ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤ-ȱіȦ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ |θ⟩ = ටଵଶ൫|+⟩ + �௜஘|−⟩൯ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ θ; іȫȰіȼȤȱȬȭ ȵȶȤȱ ρ = ଵଶ(|+⟩⟨+| + |−⟩⟨−|). ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ⟨σ⟩ = Ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȺȬȹȵȶȤȱіȦ. ȇȬ іȵȱȷюȶь ȰіȪ ȱȬȰȬ ȸіȫȬȻȱі ȦіȨȰіȱȱȲȵȶі, Ȥ ȮȲȯȬ ȶȤȮ, ȶȲ яȮі ȮȲȱ-ȮȴȩȶȱȲ і яȮ їȹ ȰȲȪȱȤ ȦȬȰіȴяȶȬ?



˙˙ ȀȲȫȨіȯ ˕. ȄȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ
ʹ.͹. ȃ ȀȲȫȨіȯі ˚ ȥȷȨȩ ȳȲȮȤȫȤȱȲ, ȽȲ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ σ௫ = ቈ ଴ ି௜௜ ଴቉ ȦіȨ-ȳȲȦіȨȤє ȮȲȰȳȲȱȩȶȲȦі ȵȳіȱȷ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȲȨȬȱȬȺяȹ ~/ʹ. Ǵȯя ȵȶȤȱȷ, ȳȴȩȨ-ȵȶȤȦȯȩȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȲȰ |Ψ⟩ =ቆ஑ஒቇ, Ȩȩ α і β — ȮȲȰȳȯȩȮȵȱі ȻȬȵȯȤ, ȴȲȫȴȤȹȷȭȶȩȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȵȳіȱȲȦȬȭ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȭ.
ʹ.ͺ. ǿȴȬȳȷȵȶіȶь, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ

� = ቎Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ቏ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȨȬȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷ. ǾȥȻȬȵȯіȶь іȰȲȦіȴȱіȵȶь Prob(� = Ͳ |ρ) ȨȯяȶȤȮȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȶȤȱȷ:
(a) ρ = ቎ ଵଶ Ͳ ͲͲ ଵସ ͲͲ Ͳ ଵସ ቏ ; (b) ρ = ቎ ଵଶ Ͳ ଵଶͲ Ͳ Ͳଵଶ Ͳ ଵଶ ቏ ; (c) ρ = ቎ ଵଶ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ଵଶ ቏ .

ʹ.ͻ. ǽȩȹȤȭ � =ቈ ଺ ିଶିଶ ଽ቉ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȨȬȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷ, Ȥ |Ψ⟩ =ቆ௔௕ቇ — ȨȲ-ȦіȯьȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ (ȫ |�|ଶ+ |�|ଶ = ͳ). ǾȥȻȬȵȯіȶь ൻ�ଶൿ ȨȦȲȰȤ ȵȳȲȵȲȥȤȰȬ:(a) ǲȬȦȩȨіȶь ൻ�ଶൿ = ⟨Ψ|�ଶ|Ψ⟩ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ.(b) ǷȱȤȭȨіȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя і ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ �:�|�௡⟩ = �௡|�௡⟩,ȴȲȫȮȯȤȨіȶь ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ, яȮ ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ:|Ψ⟩ = �ଵ|�ଵ⟩ + �ଶ|�ଶ⟩,і ȲȶȴȬȰȤȭȶȩ ൻ�ଶൿ = �ଶଵ|�ଵ|ଶ + �ଶଶ|�ଶ|ଶ.
ʹ.ͳͲ. ȀіȦȱяȱȱя (ʹ.ʹͳ) і (ʹ.ʹʹ) ȫȤȵȦіȨȻȷюȶь, ȽȲ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȫȰіȼȤȱȬȭ ȵȶȤȱȰȲȪȱȤ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ ȱȤ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ ȳȴȬȱȤȭȰȱі ȨȦȲȰȤ ȵȳȲȵȲȥȤȰȬ. ǿȲȮȤȪіȶь(ȱȤȦіȦȼȬ ȳȴȬȮȯȤȨ ȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȳȤȴȤȰȩȶȴȲȰ), ȽȲ Ⱥȩ ȰȲȪȱȤ ȫȴȲȥȬȶȬ ȱȩ-ȵȮіȱȻȩȱȱȲю ȮіȯьȮіȵȶю ȵȳȲȵȲȥіȦ.



ȀȲȫȨіȯ ˖
ʙіːˈˏ˃˕ˋˍ˃ ˕˃ ˇˋː˃ˏіˍ˃

ȀȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȀȲȫȨіȯȷ ˕ іȱȲȨі ȱȤȫȬȦȤюȶь „ȸȲȴȰȤȯьȱȲю ȵȶȴȷȮȶȷȴȲю ȮȦȤȱȶȲ-ȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ“. І ȹȲȻȤ ȥȤȧȤȶȲ ȥȷȯȲ ȱȤȳȬȵȤȱȲ ȳȴȲ її іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію, ȳȴȲ ȦȬ-ȦȩȨȩȱȱя ȫ іȽȩ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱіȼȬȹ ȤȮȵіȲȰ і ȰȲȪȯȬȦі ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱя, ȱȤȵȳȴȤȦȨіȦȲȱȤ ȰȤє Ȧ ȵȲȥі ȨȷȪȩ ȰȤȯȲ ȸіȫȬȻȱȲȧȲ ȫȰіȵȶȷ. ǷȤ ȵȤȰȬȰ ȺȬȰ ȸȲȴȰȤȯіȫȰȲȰȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȴȲȫȦ’яȫȤȶȬ ȪȲȨȱȲї ȸіȫȬȻȱȲї ȫȤȨȤȻі, ȤȪ ȳȲȮȬ ȱȩ ȥȷȨȩ ȦȵȶȤȱȲȦ-ȯȩȱȲ ˒˓˃˅ˋˎ˃ ˅іˇ˒ˑ˅іˇːˑ˔˕і, ȽȲ ȲȶȲȶȲȪȱяȶь ȮȲȱȮȴȩȶȱі ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі ȫȮȲȱȮȴȩȶȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ. ЯȮȴȤȫ Ⱥȩ ȥȷȨȩ ȫȴȲȥȯȩȱȲ Ȧ ȳȲȶȲȻȱȲȰȷ ȴȲȫȨіȯі.ȄȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱі ȸіȫȬȻȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰ-ȳȷȯьȵȷ, ȰȤюȶь ȶіȵȱȬȭ ȫȦ’яȫȲȮ іȫ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȰȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰȬȵȬȰȩȶȴії. ǲȬȦȻȩȱȱя ȺȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȵȯȷȪȬȶь ȨȦȲȰ ȺіȯяȰ: ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯь-ȱіȭ — ȦȬяȦȯȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Ȩȯя ȱȤȭȦȤȪȯȬȦіȼȬȹ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ, іȳȴȤȮȶȬȻȱіȭ — ȲȫȱȤȭȲȰȯȩȱȱя ȫ ȮȲȱȺȩȳȺією ȶȤ ȰȩȶȲȨȬȮȲю ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱьȵȬȰȩȶȴії.
§ ͵.ͳ. ʞˈ˓ˈ˕˅ˑ˓ˈːːя ˔˕˃ːі˅ і ˔˒ˑ˔˕ˈ˓ˈˉːˋ˘ ˅ˈˎˋ˚ˋːǿȴȬȭȱяȶȲ ȦȦȤȪȤȶȬ, ȽȲ ȫȤȮȲȱȬ ȳȴȲȴȲȨȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱі ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȺіȭ ȵȬȰȩȶȴії, ȦȮȯюȻȱȲ ȫ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱяȰȬ, ȲȥȩȴȶȤȱȱяȰȬ і ȳȩ-ȴȩȹȲȨȤȰȬ ȰіȪ ȴіȫȱȬȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤȰȬ ȦіȨȯіȮȷ, ȽȲ ȳȩȴȩȥȷȦȤюȶь ȷ ȴіȦȱȲȰіȴȱȲ-Ȱȷ ȦіȨȱȲȵȱȲȰȷ ȴȷȵі. ǺȲȪȱȲȰȷ ȶȤȮȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȲȰȷ ȳȴȩȶȦȲȴȩȱȱюȰȤє ȦіȨȳȲȦіȨȤȶȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ � → �′ і ȵȶȤȱіȦ |Ψ⟩ → |Ψ′⟩.(ǼȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ ȯȬȼȩ ȻȬȵȶі ȵȶȤȱȬ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱі ȦȩȮȶȲȴȰȬ, ȳȲȫȤяȮȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ ȱȩ ȨȲȨȤє ȱіȻȲȧȲ ȱȲȦȲȧȲ.) Ȇі ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȰȤюȶь ȫȥȩ-ȴіȧȤȶȬ ȳȩȦȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя, ȽȲ ȦȬȴȤȪȤюȶь ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲ-ȵȶі ȵȶȤȱіȦ ȶȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ.(a) ЯȮȽȲ �|ϕ௡⟩ = �௡|ϕ௡⟩, ȶȲ ȳіȵȯя ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȰȤєȰȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ�′|ϕ′௡⟩ = �௡|ϕ′௡⟩. ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя � і �′ є ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ, ȥȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ�′ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє, ȳȲ ȵȷȶі, ȶȷ ȵȤȰȷ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȷ, ȽȲ ȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ�, ȯȬȼȩȦ іȱȼіȭ ȵȬȵȶȩȰі ȦіȨȯіȮȷ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȦȲȱȬ ȳȲȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȱȤȥіȴȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь.



˙˛ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ(b) ЯȮȽȲ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȫȤȨȤȱȲ Ȼȩȴȩȫ |ɗ⟩ = ∑௡ �௡|ϕ௡⟩, Ȩȩ {|ϕ௡⟩} —ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ �, ȶȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȰȤȶȬȰȩ ȦȬȧȯяȨ |ɗ′⟩ =∑௡ �′௡|ϕ′௡⟩, Ȩȩ {|ϕ′௡⟩} — ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ �′. Ȇі ȨȦȤ ȦȩȮȶȲȴȬ ȳȲȦȬȱȱіȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦȤȰ |�௡|ଶ = |�′௡|ଶ; ȶȲȥȶȲ, |⟨ϕ௡|ɗ⟩|ଶ = |⟨ϕ′௡|ɗ′⟩|ଶ. ȆȩȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰȤє ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȵя, ȥȲ ȦȲȱȲ ȦȬȴȤȪȤє ȴіȦȱіȵȶь іȰȲȦіȴ-ȱȲȵȶȩȭ Ȩȯя ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȹ ȳȲȨіȭ ȷ ȴіȫȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰȤȹ ȦіȨȯіȮȷ.ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ ȹȤȴȤȮȶȩȴ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȳȴȲяȵȱює ȱȤȵȶȷȳȱȤ ȶȩȲȴȩȰȤ:
ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ʑіґːˈ˓˃. ǱȷȨь-яȮȩ ȦіȨȲȥȴȤȪȩȱȱя ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȱȤ ȵȩȥȩ,ȽȲ ȫȥȩȴȧȤє ȫȱȤȻȩȱȱя |⟨ϕ|ɗ⟩|, ȰȲȪȱȤ ȴȩȤȯіȫȷȦȤȶȬ ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ˖ːі˕˃˓ːˑ-
ˆˑ ȤȥȲ ˃ː˕ˋ˖ːі˕˃˓ːˑˆˑ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �:|ɗ⟩ → |ɗ′⟩ = �|ɗ⟩,|ϕ⟩ → |ϕ′⟩ = �|ϕ⟩, (˖.˔)
ʞˑя˔ːˈːːя. ǻіȱіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˖ːі˕˃˓ːˋˏ, яȮȽȲ �ିଵ =�ற, ȶȲȥȶȲ ��ற = �ற� = � — ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ. ǾȶȪȩ, ⟨ɗ′|ϕ′⟩ =(⟨ɗ|�ற)(�|ϕ⟩) = ⟨ɗ|ϕ⟩. ȃȱіȶȤȴȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȫȥȩȴіȧȤє ȱȩ ȯȬȼȩ ȤȥȵȲ-ȯюȶȱȩ, Ȥ ȭ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȦȱȷȶȴіȼȱьȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ. ʏː˕ˋ˖ːі˕˃˓ːˋˏȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȫі ȵȹȲȪȬȰȬ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ, ȳȴȲȶȩ ȱȩ ȯіȱіȭȱȬȭ, Ȥ˃ː-
˕ˋˎіːіˌːˋˌ, ȶȲȥȶȲ ȶȤȮȬȭ, ȽȲ �(�|ɗ⟩) = �∗�|ɗ⟩. ЯȮȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȤȱȶȬȷȱі-ȶȤȴȱȬȭ, ȶȲ ⟨ɗ′|ϕ′⟩ = (⟨ɗ|�ற)(�|ϕ⟩) = ⟨ɗ|ϕ⟩∗ = ⟨ϕ|ɗ⟩.ǵȯȩȰȩȱȶȤȴȱȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȶȩȲȴȩȰȬ ǲіґȱȩȴȤ ȨȤȦ ǱȩȴґȰȤȱ [˕˕].ǻȬȼȩ ȯіȱіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȰȲȪȷȶь ȲȳȬȵȷȦȤȶȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱі ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱ-ȱя, ȥȲ Ȧ ȮȲȪȱȲȰȷ ȶȤȮȲȰȷ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱі ȱȩяȦȱȲ ȳȴȬȵȷȶȱіȭ ȮȦȤȨȴȤȶȱȬȭ ȮȲ-ȴіȱь. ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, Ȩȯя ȳȴȬȮȯȤȨȷ, ȽȲ�(ℓ) ȲȳȬȵȷє ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя ȱȤ ȦіȨȵȶȤȱьℓ. Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȫȴȲȥȬȶȬ ȭ ȨȦȲȰȤ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȬȰȬ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱяȰȬ ȱȤ ℓ/ʹ, ȶȲ-Ȱȷ �(ℓ) = �(ℓ/ʹ)�(ℓ/ʹ) — ȦȯȤȵȱȩ, ȶȩ, ȽȲ ȭ ȰȤȯȲȵя ȱȤ ȷȦȤȫі ȳіȨ ȮȦȤȨȴȤ-ȶȱȬȰ ȮȲȴȩȱȩȰ. ǴȲȥȷȶȲȮ ȨȦȲȹ ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȨȤє ȯіȱіȭȱȬȭ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ, ȲȵȮіȯьȮȬ Ȩȴȷȧȩ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȩ ȵȳȴяȪȩȱȱя Ȥȱȷȯює ȳȲȳȩȴȩȨȱє. ȂȤȮȬȰȻȬȱȲȰ, ȱȩȫȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȶȲȧȲ, ȯіȱіȭȱȬȭ �(ℓ/ʹ) ȻȬ ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȬȭ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ�(ℓ) ȦȬяȦȯяєȶьȵя ȯіȱіȭȱȬȰ. ǰ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȱȩȰȲȪȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȲ ȰіȱяȶȬȵя ȫ ȯіȱіȭȱȲȧȲ ȱȤ ȤȱȶȬȯіȱіȭȱȬȭ, яȮ ȸȷȱȮȺія ℓ, ȶȲ-Ȱȷ�(ℓ)ȰȤє ȥȷȶȬ ȯіȱіȭȱȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ ℓ. ǰȱȶȬȯіȱіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȶȴіȥȱі ȨȯяȲȳȬȵȷ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹ ȵȬȰȩȶȴіȭ (ȨȬȦ. ȀȲȫȨіȯ ˔˖), Ȥ Ȧ ȺьȲȰȷ ȴȲȫȨіȯі ȰȬ їȹ ȱȩȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ.ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȦȩȮȶȲȴіȦ ȵȶȤȱȷ (͵.ͳ) ȵȷȳȴȲȦȲȨȪȷєȶьȵя ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ� → �′ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ. ǲȲȱȲ ȳȲȦȬȱȱȲ ȥȷȶȬ ȶȤȮȬȰ, ȽȲȥȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ ȰȤȯȤ ȶȤȮȬȭ ȵȤȰȬȭ ȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȲȮ іȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩ-ȱȬȰ ȵȶȤȱȲȰ, яȮ ȳȲȻȤȶȮȲȦȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ ȫ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȰ ȵȶȤȱȲȰ. ǷȲȮȴȩȰȤ,



§ ˖.˔. ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȵȶȤȱіȦ і ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ ˙˜яȮȽȲ �|ϕ௡⟩ = �௡|ϕ௡⟩, ȶȲ �′|ϕ′௡⟩ = �௡|ϕ′௡⟩. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ |ϕ′௡⟩ = �|ϕ௡⟩ іȫ ȫȤ-ȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ (͵.ͳ) ȨȤє �′�|ϕ௡⟩ = �௡�|ϕ௡⟩, Ȥ ȫȦіȨȵȬ, �ିଵ�′�|ϕ௡⟩ = �௡|ϕ௡⟩.ǾȵȮіȯьȮȬ �௡|ϕ௡⟩ = �|ϕ௡⟩, ȶȲ ȰȤєȰȲ (� − �ିଵ�′�)|ϕ௡⟩ = Ͳ. Ȇȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬ-ȦȲ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȳȲȦȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ {|ϕ௡⟩}, ȶȲȰȷ � − �ିଵ�′� = Ͳ. ȂȲȰȷȳȲȶȴіȥȱȩ ȱȤȰ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, яȮȬȰ ȵȷȳȴȲȦȲȨȪȷєȶьȵя (͵.ͳ), є� → �′ = ���ିଵ. (˖.˕)ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȵіȰ’ю ȷȱіȶȤȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ �(�), яȮі ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ ȲȨȱȲȧȲȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȳȤȴȤȰȩȶȴȤ �. ǽȩȹȤȭ �(Ͳ) = �, ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, і ȱȩȹȤȭ�(�ଵ+�ଶ) = �(�ଵ) �(�ଶ). ǼȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬ-ȻȱȲї ґȴȷȳȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫȤȦȪȨȬ ȫȱȤȭȨȩȶьȵя ȶȤȮȩ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȳȤȴȤȰȩ-ȶȴȤ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲї ȸȷȱȮȺії �′ = �(�), ȽȲ�′(�) = �(�(�)) ȫȤȨȲȦȲȯь-ȱяȶȬȰȩ ȷȰȲȦі �′(�ଵ + �ଶ) = �′(�ଵ) �′(�ଶ). ǴȲȦȩȨȩȱȱя ȱȤȰ ȱȩ ȳȲȶȴіȥȱȩ, ȥȲȦȵі ȲȳȩȴȤȺії ȵȬȰȩȶȴії, яȮі ȰȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ (ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, ȲȥȩȴȶȤȱȱя іȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя ȨȲ ȴȷȹȲȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȦіȨȯіȮȷ), ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю ȫȤȨȲ-ȦȲȯьȱяюȶь ȺьȲȰȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱю.Ǵȯя ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲ ȰȤȯȲȧȲ �ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȦȬȴȤȫȬȶȬ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ іː˗іːі˕ˈˊˋ-
ˏ˃ˎьːˑˆˑ ȷȱіȶȤȴȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, яȮ�(�) = � + ���� ฬ௦ୀ଴ � + �(�ଶ).ȃȰȲȦȤ ȷȱіȶȤȴȱȲȵȶі ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ��ற = � + �ቈ���� + ��ற�� ቉ቤ௦ୀ଴ + �(�ଶ)ȳȴȲȵȶȲ ȨȲȴіȦȱюȦȤȯȲ � ȱȩȫȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȫȱȤȻȩȱȱя �. ǾȶȪȩ, ȮȲȩȸіȺієȱȶ ȳȴȬ �ȰȤє ȥȷȶȬ ȱȷȯьȲȦȬȰ, і ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ���� ฬ = ��, Ȩȩ � = �ற. (˖.˖)ǵȴȰіȶȲȦȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ґˈːˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ ȵіȰ’ї ȷȱіȶȤȴȱȬȹ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴіȦ, ȲȵȮіȯьȮȬ Ȧіȱ ȦȬȫȱȤȻȤє �(�) ȱȩ ȯȬȼȩ Ȩȯя іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹ �, Ȥ ȭȨȯя Ȧȵіȹ �. Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȳȴȲȨȬȸȩȴȩȱȺіюȦȤȦȼȬ ȦȬȴȤȫ�(�ଵ + �ଶ) = �(�ଵ) �(�ଶ)ȫȤ ȫȰіȱȱȲю �ଶ і ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ (͵.͵):∂∂�ଶ�(�ଵ + �ଶ)ฬ௦మୀ଴ = �(�ଵ) ���ଶ�(�ଶ)ฬ௦మୀ଴ ,��(�)�� ฬ௦ୀ௦భ = �(�ଵ) ��.



˚˓ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤǴȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȩ ȴіȦȱяȱȱя ȳȩȴȼȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ ȫ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲю ȷȰȲȦȲю�(Ͳ) = � ȰȤє єȨȬȱȩ ȴіȼȩȱȱя: �(�) = �௜௄௦. (˖.˗)ǾȶȪȩ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȬȹ ȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ґȩ-ȱȩȴȤȶȲȴȲȰ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь.
§ ͵.ʹ. ʠˋˏˈ˕˓ії ˒˓ˑ˔˕ˑ˓˖-˚˃˔˖ǿȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦі ȵȬȰȩȶȴії ȦȮȯюȻȤюȶь ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя Ȧ ȳȴȲ-ȵȶȲȴі ȶȤ ȻȤȵі ȭ ȳȩȴȩȹȲȨȬ ȰіȪ ȴіȦȱȲȰіȴȱȲ ȴȷȹȲȰȬȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤȰȬ ȦіȨȯіȮȷ.ǾȵȶȤȱȱі, Ȧ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, є ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰȬ ǻȲȴȩȱȺȤ, ȲȨȱȤȮ ȰȬȲȥȰȩȪȬȰȲȵя ȴȲȫȧȯяȨȲȰ ȼȦȬȨȮȲȵȶȩȭ, ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȰȩȱȼȬȹ ȫȤ ȼȦȬȨȮіȵȶь ȵȦі-ȶȯȤ, ȶȲȰȷ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȰіȱȬȶȬ Ⱥі ȫȤȧȤȯьȱі ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȱȤ ȱȩȴȩȯяȶȬȦіȵȶ-ȵьȮі, ҐȤȯіȯȩєȦі. ǽȤȥіȴ ȷȵіȹ ȦȬȽȩȱȤȦȩȨȩȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ґ˓˖-
˒ˑю Ґ˃ˎіˎˈя. ǽȤȵȯіȨȮȲȰ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь є� → �′ = �� + � + ��� → �′ = � + �. (˖.˘)Ȃȷȶ � — ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱȱя (ȳȴȲȵȶȤ ͵ × ͵ ȰȤȶȴȬȺя, ȽȲ Ȩіє ȱȤ ȶȴȬȮȲȰ-ȳȲȱȩȱȶȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ �), �— ȦȩȮȶȲȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, �— ȼȦȬȨ-Ȯіȵȶь ȴȷȹȲȰȲȧȲ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя (ȤȥȲ ˄˖˔˕˖), Ȥ � — ȻȤȵȲȦȤȶȴȤȱȵȯяȺія.ǽȩȹȤȭ ɒ(�, �, �, �) ȳȲȫȱȤȻȤє ȶȤȮȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя. ǽȩȹȤȭ ɒଷ = ɒଵɒଶ ȲȨȬȱȲ-Ȼȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, ȽȲ ȨȤє ȶȤȮȬȭ ȵȤȰȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, яȮ і ȳȲȵȯіȨȲȦȱȩ ȫȨіȭȵȱȩ-ȱȱя ȳȩȴȩȶȲȦȴȩȱь ɒଵ і ɒଶ. ȂȲȥȶȲ, яȮȽȲ ɒଵ{�, �} = {�′, �′} і ɒଶ{�′, �′} = {�ᇳ, �ᇳ},ȶȲ ɒଷ{�, �} = {�ᇳ, �ᇳ}. ǲȬȮȲȱȤȦȼȬ Ⱥі ȲȳȩȴȤȺії, ȲȶȴȬȰȤєȰȲ�ᇳ = �ଶ(�ଵ� + �ଵ + �ଵ�) + �ଶ + �ଶ(� + �ଵ),�ᇳ = � + �ଵ + �ଶ,Ȥ ȫȦіȨȵȬ, �ଷ = �ଶ�ଵ,�ଷ = �ଶ + �ଶ�ଵ + �ଶ�ଵ,�ଷ = �ଶ + �ଶ�ଵ,�ଷ = �ଶ + �ଵ. (˖.˙)

ȄіȫȬȻȱі ȫȤȮȲȱȬ (Ȧ ȱȩȴȩȯяȶȬȦіȵȶȵьȮіȭ ȰȩȪі ȰȤȯȬȹ ȼȦȬȨȮȲȵȶȩȭ) іȱȦȤȴі-Ȥȱȶȱі ȦіȨȱȲȵȱȲ ȺȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь, ȶȲȰȷ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȬȭ ȲȳȬȵ ȵȬȵȶȩȰ,



§ ˖.˕. ȁȬȰȩȶȴії ȳȴȲȵȶȲȴȷ-ȻȤȵȷ ˚˔ȽȲ ȦіȨȴіȫȱяюȶьȵя ȯȬȼȩ ȶȤȮȬȰȬ ȶȴȤȱȵȸȲȴȰȤȺіяȰȬ, ȰȤє ȥȷȶȬ ȩȮȦіȦȤȯȩȱ-ȶȱȬȰ. ǾȶȪȩ, Ȩȯя ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ɒȰȤє іȵȱȷȦȤȶȬ ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȩ ȷȱіȶȤȴȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя�(ɒ) ȦȩȮȶȲȴіȦ ȵȶȤȱȷ ȶȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȳȲȵȶȩȴȩ-ȪȱȬȹ: |Ψ⟩ → |Ψ′⟩ = �(ɒ)|Ψ⟩,� → �′ = �(ɒ)��ିଵ(ɒ).ǾȵȮіȯьȮȬ ɒଶɒଵ і ɒଷ є ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȰȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя-ȰȬ, ȶȲ ȰȬ ȦȬȰȤȧȤєȰȲ, ȽȲȥ �(ɒଶ)�(ɒଵ)|Ψ⟩ і �(ɒଷ)|Ψ⟩ ȲȳȬȵȷȦȤȯȬ ˕ˑˌ ˔˃ˏˋˌȵȶȤȱ. Ȇȩ ȱȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ �(ɒଶ)�(ɒଵ) і �(ɒଷ) ȰȤюȶь ȨȤȦȤȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ Ȧȩ-ȮȶȲȴ, ȥȲ ȨȦȤ ȦȩȮȶȲȴȬ, ȽȲ ȦіȨȴіȫȱяюȶьȵя ȯȬȼȩ ȱȤ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȭ ȸȤȫȲȦȬȭȰȱȲȪȱȬȮ, є ȸіȫȬȻȱȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ; і, ȦȲȨȱȲȻȤȵ, ȶȤȮȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ — ȱȤȭ-ȥіȯьȼȩ, ȻȬȰ ȦȲȱȬ ȰȲȪȷȶь ȦіȨȴіȫȱяȶȬȵя. ǾȶȪȩ, ȰȤєȰȲ�(ɒଶɒଵ) = �௜ன(தమ ,தభ)�(ɒଶ)�(ɒଵ). (˖.˚)ǼȲȪȱȤ ȳȴȬȳȷȵȶȬȶȬ, ȽȲ ȨіȭȵȱȤ ȸȤȫȤ ɘ(ɒଶ, ɒଵ) ȶȤȮȲȪ ȰȲȧȯȤ ȥ ȫȤȯȩȪȤȶȬ ȦіȨ|Ψ⟩. ǰȯȩ Ȧ ȶȤȮȲȰȷ ȴȤȫі � ȱȩ ȥȷȦ ȥȬ ȯіȱіȭȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ, Ȥ ȫ ȶȩȲȴȩȰȬ ǲі-ґȱȩȴȤ (§ ˖.˔) ȰȬ ȫȱȤєȰȲ, ȽȲ � ȰȤє ȥȷȶȬ ȯіȱіȭȱȬȰ Ȩȯя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȹ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱь.

ʟˋ˔. ͵.ͳ. ІȯюȵȶȴȤȺія ȲȥȩȴȱȩȱȲї ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі ȰіȪ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ ȸȷȱȮȺії ȶȤ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱȱяȰ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ [ȴіȦȱяȱȱя (˖.˛)].ǲȤȪȯȬȦȲ ȫȱȤȶȬ, ȽȲ ȮȲȯȬ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ |Ψ⟩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲ ȸȷȱ-ȮȺією ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, ȶȲ іȵȱȷє ˑ˄ˈ˓ːˈː˃ ˊ˃ˎˈˉːі˔˕ь ˏіˉ
˒ˈ˓ˈ˕˅ˑ˓ˈːːяˏ ˖˗˖ːˍ˙іˑː˃ˎьːˑˏ˖ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓і і ˒ˈ˓ˈ˕˅ˑ˓ˈːːяˏ ˍˑˑ˓ˇˋː˃˕.Ȇȩ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˖.˔, Ȩȩ ȸȷȱȮȺія Ψ(�) ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȱȤ ȱȲȦȷ ȸȷȱ-ȮȺію Ψ′(�) = �(ɒ)Ψ(�). ǿȲȻȤȶȮȲȦȤ ȸȷȱȮȺія ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȤ ȳȲȥȯȬȫȷ ȶȲȻȮȬ� = �଴, Ȥ ȱȲȦȤ ȸȷȱȮȺія ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȤ ȦȪȩ ȳȲȥȯȬȫȷ � = �′଴, Ȫȩ �′଴ = ɒ�଴.ȂȲȻȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȸȷȱȮȺіяȰȬ є Ψ′(ɒ�) = Ψ(�); ȫȱȤȻȩȱȱяȱȲȦȲї ȸȷȱȮȺії Ȧ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱіȭ ȶȲȻȺі ȶȤȮȩ ȵȤȰȩ, яȮ ȫȱȤȻȩȱȱя ȳȲȻȤȶȮȲȦȲї Ȧ



˚˕ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȵȶȤȴіȭ ȶȲȻȺі. ǷȤȳȬȵȤȦȼȬ ɒ� = �′, ȰȤєȰȲ Ψ′(�′) = Ψ(�) = Ψ(ɒିଵ�′). ǿȴȲ-ȶȩ Ψ′(�′) = �(ɒ)Ψ(�′) ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ �(ɒ). ЯȮȽȲ ȦіȨȮȬȱȷȶȬ ȱȩȳȲȶȴіȥȱȬȭȼȶȴȬȹ ȷ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱіȭ ȫȰіȱȱіȭ, ȶȲ�(ɒ)Ψ(�) = Ψ(ɒିଵ�), (˖.˛)ȽȲ ȦȮȤȫȷє ȱȤ Ȳȥȩȴȱȩȱȷ ȦіȨȳȲȦіȨȱіȵȶь ȰіȪ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰȬ ȷ ȸȷȱȮȺіȲ-ȱȤȯьȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȭ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ.ǾȳȬȵȤȱȩ ȽȲȭȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ˃ˍ˕ˋ˅ː˖ ȶȲȻȮȷ ȫȲȴȷ, ȫȤяȮȲю Ȳȥ’єȮȶ (ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȸȷȱȮȺія) ȳȩȴȩȨȦȲȴюєȶьȵя ȦіȨȱȲȵȱȲ ȸіȮȵȲ-ȦȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. Є ȶȤȮȲȪ ˒˃˔ˋ˅ː˃ ȶȲȻȮȤ ȫȲȴȷ, ȫȤ яȮȲю ȸіȮȵȲȦȤ-ȱȬȭ Ȳȥ’єȮȶ ȱȤȱȲȦȲ ȲȳȬȵȷєȶьȵя Ȧ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱіȭ ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǾȥȬȨȦіȶȲȻȮȬ ȫȲȴȷ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі, і ȦȬȥіȴ ȲȨȱієї ȫ ȱȬȹ є ȵȳȴȤȦȲю ȲȵȲȥȬȵȶȲȧȲ ȵȰȤȮȷ.(ЄȨȬȱȤ ȱȩȥȩȫȳȩȮȤ, яȮȲї ȵȯіȨ ȵȶȤȴȤȱȱȲ ȷȱȬȮȤȶȬ, ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȱȩȲȥȩȴȩȪȱȲȰȷȳȩȴȩȹȲȨі ȦіȨ ȲȨȱієї ȶȲȻȮȬ ȫȲȴȷ ȨȲ іȱȼȲї ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȶȲȧȲ Ȫ ȵȤȰȲȧȲ ȳȬȶȤ-ȱȱя!) ȃ ȴȲȫȦȬȶȮȷ ȶȩȲȴії ȰȬ ȳȩȴȩȦȤȪȱȲ ȨȲȶȴȬȰȷȦȤȶȬȰȲȵь ȤȮȶȬȦȱȲї ȶȲȻȮȬȫȲȴȷ і ȫȴȲȥȬȰȲ ȦȬȱяȶȲȮ ȯȬȼȩ Ȧ § ˗.˖, Ȩȩ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ ȳȤȵȬȦȱȷ ȶȲȻȮȷ ȫȲȴȷ ȨȲȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ȳȴȬȮȯȤȨȷ, і Ȧ § ˚.˘, Ȩȩ ȲȥȧȲȦȲȴȬȰȲ і ȤȮȶȬȦȱі, і ȳȤȵȬȦȱі Ȳȥȩȴ-ȶȤȱȱя.
§ ͵.͵. Ґˈːˈ˓˃˕ˑ˓ˋ ґ˓˖˒ˋ Ґ˃ˎіˎˈяЯȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ § ˖.˔, ȥȷȨь-яȮȷ ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȷ ґȴȷȳȷ ȷȱіȶȤȴȱȬȹȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȩȮȵȳȲȱȩȱȶȷ ȩȴȰіȶȲȦȲȧȲ ґˈːˈ˓˃˕ˑ˓˃.ǽȤȥіȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȵȬȰȩȶȴіȭ, ȲȳȬȵȤȱȬȭ ȷ § ˖.˕, ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ґ˓˖˒ˑю
Ґ˃ˎіˎˈя і ȰȤє Ȩȩȵяȶь ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ — ȶȴȬ ȮȷȶȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȶȴȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦі ȳȩ-ȴȩȰіȽȩȱȱя, ȶȴȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ ȥȷȵȶȷ і ȲȨȱȷ ȻȤȵȲȦȷ ȶȴȤȱȵȯяȺію. ǷȤȧȤȯьȱіȼȩȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȶȤȮȲȧȲ ȶȬȳȷ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȩ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі ȨȩȵяȶȬ ȩȯȩȰȩȱ-ȶȤȴȱȬȹ ȲȨȱȲȳȤȴȤȰȩȶȴȬȻȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь, Ȥ ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȷȱіȶȤȴȱȬȭ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȨȲȥȷȶȲȮ ȨȩȵяȶȬ ȩȮȵȳȲȱȩȱȶ:

�(ɒ) = ଵ଴∏
ஜୀଵ �௜௦ಔ௄ಔ . (˖.˜)

Ȃȷȶ �ஜ (µ = ͳ, ʹ, … , ͳͲ) ȳȲȫȱȤȻȤє Ȩȩȵяȶь ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ɒ, Ȥ�ஜ = �றஜ — Ȩȩȵяȶь ȩȴȰіȶȲȦȬȹ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ. ǲȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȷȱіȶȤȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴіȦ ȦȬȫȱȤȻȤюȶьȵя їȹȱіȰȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤȰȬ. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, Ⱥі ґȩȱȩȴȤȶȲȴȬ, яȮ ȰȬȫ’яȵȷєȰȲ, ȶіȵȱȲ ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫ ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȰȬ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ȱȤȫȴȤȫȲȮ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȩȱȩȴґії.



§ ˖.˖. ҐȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ґȴȷȳȬ ҐȤȯіȯȩя ˚˖ǷȴȲȥȬȦȼȬ Ȧȵі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ �ஜ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰȬ, ȰȬ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȫȤ-ȧȤȯьȱȬȭ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȭ ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ:
� = � + � ଵ଴∑

ஜୀଵ �ஜ�ஜ. (˖.˔˓)
ǷȤȮȲȱ ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱя (͵.͹) Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ� ȦȬȴȤȪȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȱȤȥіȴȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь Ȩȯя ȭȲȧȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȨȲȥȷȶȲȮȨȦȲȹ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȶȤ ȲȥȩȴȱȩȱȬȹ ȨȲ ȱȬȹ:�௜க௄ಔ�௜க௄ಕ�ି௜க௄ಔ�ି௜க௄ಕ = � + ɂଶ(�஝�ஜ − �ஜ�஝) + �(ɂଷ) == � + ɂଶ[�஝, �ஜ] + �(ɂଷ). (˖.˔˔)

ǾȵȮіȯьȮȬ ȥȷȨь-яȮȤ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȩȮȦі-ȦȤȯȩȱȶȱȤ іȱȼȲȰȷ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱю ȫ Ⱥієї ґȴȷȳȬ, ȶȲ ȫ (͵.͹) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȱȬȭ ȨȲȥȷȶȲȮ (͵.ͳͳ)ȰȤє ȦіȨȴіȫȱȤȶȬȵя ȽȲȱȤȭȥіȯьȼȩ ȱȤ ȸȤȫȲȦȬȭ ȰȱȲ-ȪȱȬȮ ȦіȨ ȦіȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȦȬȧȯяȨȷ (͵.ͻ). ІȱȤȮȼȩ ȮȤȪȷȻȬ, ȳȲȦȬȱȩȱ іȵȱȷȦȤȶȬȱȤȥіȴ ˔˔ ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ (ɘ, �ஜ), яȮȬȭ ȫȴȲȥȬȶь �௜ன� ȴіȦȱȬȰ (͵.ͳͳ). ЯȵȱȲ, ȽȲ Ȧȵі˔˔ ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰȬ, ȳȲȴяȨȮȷ ɂଶ, ȽȲȥ (͵.ͳͳ)ȰȲȪȱȤ ȥȷȯȲ ȦȬȴȤȫȬȶȬ, яȮ
�௜ன� = � + � ଵ଴∑

ஜୀଵ �ஜ�ஜ + �ɘ�. (˖.˔˕)
ȀіȦȱяȱȱя (͵.ͳͳ) і (͵.ͳʹ) ȦȬȰȤȧȤюȶь, ȽȲȥ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ ȨȦȲȹ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȥȷȯȬȳȩȦȱȲю ȯіȱіȭȱȲю ȮȲȰȥіȱȤȺією ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ і ȲȨȬȱȬȻȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ:

[�ஜ, �஝] = �∑஛ �஛ஜ஝�஛ + ��ஜ஝�. (˖.˔˖)
ǺȲȱȵȶȤȱȶȬ �஛ஜ஝ ȦȬȫȱȤȻȤюȶьȵя ȫ ȳȴȤȦȬȯ (͵.͸) Ȩȯя ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱь ɒ(�, �, �, �). ǺȲȩȸіȺієȱȶ �ஜ஝ ȳȴȬ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴі ȦȬȱȬȮȤє ȫȸȤȫȲȦȲȧȲ ȸȤȮȶȲȴȤ Ȧ (͵.͹) і ȰȤє ȫȱȬȮȤȶȬ, яȮȽȲɘ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю. Ȇі ȫȤȧȤȯь-ȱі ȳȴȬȱȺȬȳȬ ȥȷȨȩ ȫȤȵȶȲȵȲȦȤȱȲ ȨȲ ȮȲȪȱȲї ȳȤȴȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ.ǱȤȪȤȱȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȶȬ ȱȤȲȻȱіȼȷ, ȱіȪ (͵.ͻ) ȵȬȵȶȩȰȷ ȳȲȫȱȤȻȩȱь Ȩȯя ȷȱі-ȶȤȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȲȮȴȩȰȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ ȻȤȵȲȦȬȰ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱȱяȰ:



˚˗ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ
ǿȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȃȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴǾȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі α (α = ͳ, ʹ, ͵)� → �஑(θ஑) � �ି௜஘ಉJಉǿȩȴȩȰіȽȩȱȱя ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі α�஑ → �஑ + �஑ �ି௜௔ಉ௉ಉǱȷȵȶ ȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ α�஑ → �஑ + �஑� �௜௩ಉீಉȇȤȵȲȦȤ ȶȴȤȱȵȯяȺія� → � + � �௜ு௦

Ȇі Ȩȩȵяȶь ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ {−J஑, −�஑, �஑, �} (α = ͳ, ʹ, ͵) є ȵȳȩȺіȤȯьȱȬȰȬȸȲȴȰȤȰȬ ȫȤȧȤȯьȱȬȹ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ�ஜ (µ = ͳ, ʹ, … , ͳͲ). ǷȱȤȮȬ Ȱіȱȷȵ ȫȤȳȴȲȦȤ-ȨȪȩȱȲ ȯȬȼȩ Ȩȯя ȷȫȧȲȨȪȩȱȱя іȫ ȫȤȧȤȯьȱȲȳȴȬȭȱяȶȲю ȵȬȵȶȩȰȲю ȳȲȫȱȤȻȩȱь.
ʝ˄˚ˋ˔ˎˈːːя ˍˑˏ˖˕˃˕ˑ˓і˅ȁȳȲȵіȥ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȦȬȧȯяȨȷ (͵.ͳ͵) ȳȲȯяȧȤєȦ ȱȤȵȶȷȳȱȲȰȷ. ǼȬ ȲȥȬȴȤєȰȲ ȳȤȴȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ і ȳіȨȵȶȤȦȯяєȰȲ їȹ ȷ (͵.ͳͳ).ǴȤȯі ȦȬȮȲȱȷєȰȲ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь іȫ ȻȲȶȬȴьȲȹ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴȩȱь Ȩȯя ȲȶȴȬȰȤȱȱя єȨȬȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, яȮȩ є їȹ ȲȵȶȤȶȲȻȱȬȰ ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶȲȰ. ǺȲȰȷȶȤȶȲȴ ȲȥȴȤȱȲї ȳȤȴȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȰȤє ȦіȨȴіȫȱяȶȬȵя ȦіȨ ґȩȱȩȴȤ-ȶȲȴȤ ȲȵȶȤȶȲȻȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȯȬȼȩ ȱȤ ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȳȲȰȱȲȪȩ-ȱȬȭ ȱȤ ȳȩȦȱȷ ȵȮȤȯяȴȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ.ǴȩяȮі ȳȤȴȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю ȮȲȰȷȶȷ-юȶь. Ȇȩ ȵȶȲȵȷєȶьȵя ˚ˋ˔˕ˋ˘ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь і ȻȤȵȲȦȬȹ ȶȴȤȱȵȯяȺіȭ,Ȩȯя яȮȬȹ (͵.͸) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȦȬȧȯяȨȷ, ȱȩȫȤȯȩȪȱȲȧȲ ȦіȨ ȳȲȴяȨȮȷ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴȩȱь ɒଵ і ɒଶ: �ଷ = �ଶ+�ଵ, �ଷ = �ଶ+�ଵ. ǺȲȰȷȶȤȶȲȴȬ ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȹ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦȰȲȪȷȶь ȨȤȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȫі ȵȮȤȯяȴȱȬȰ ȰȱȲȪȱȬȮȲȰ:[�஑, �ஒ] = Ͳ + (?) �, (˖.˔˗)[�஑, �] = Ͳ + (?) �. (˖.˔˘)Ƿ ȱȩȦіȨȲȰȬȰȬ ȰȱȲȪȱȬȮȤȰȬ (?) ȳȩȴȩȨ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȰȬ ȴȲȫ-ȥȩȴȩȰȲȵя ȫȧȲȨȲȰ.ȂȤȮі Ȫ ȤȴґȷȰȩȱȶȬ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦі Ȩȯя ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь і ȥȷȵȶіȦ,Ȩȯя яȮȬȹ (͵.͸) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ �ଷ = �ଶ + �ଵ і �ଷ = �ଶ + �ଵ, Ȥ ȲȶȪȩ,[�஑, �ஒ] = Ͳ + (?) �, (˖.˔˙)[�஑, �ஒ] = Ͳ + (?) �. (˖.˔˚)



§ ˖.˖. ҐȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ґȴȷȳȬ ҐȤȯіȯȩя ˚˘ȂȤȮȲȪ ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȮȲȰȷȶȷюȶь іȫ ȻȤȵȲȦȬȰȬ ȶȴȤȱȵȯяȺіяȰȬ:[J஑, �] = Ͳ + (?) �. (˖.˔˛)ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȮȲȰȷȶȷюȶь іȫ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȰȬ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱяȰȬ і ȥȷ-ȵȶȤȰȬ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȶȲȰȷ[J஑, �஑] = Ͳ + (?) �, (˖.˔˜)[J஑, �஑] = Ͳ + (?) �. (˖.˕˓)ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȱȩȱȼ ȶȴȬȦіȤȯьȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ:�௜கு�௜கீభ�ି௜கு�ି௜கீభ = � + ɂଶ[�ଵ, �] + ⋯ ,ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє (ȫ ȳȴȤȦȲȧȲ ȥȲȮȷ ȱȤȯіȦȲ)ȥȷȵȶȷ −ɂ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі �, ȻȤȵȲȦіȭȶȴȤȱȵȯяȺії ȱȤ −ɂ, ȥȷȵȶȷ +ɂ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі �, ȻȤȵȲȦіȭ ȶȴȤȱȵȯяȺії ȱȤ +ɂ. ǽȤȵȯіȨ-ȮȲȰ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь є(�ଵ, �ଶ, �ଷ, �) → (�ଵ − ɂ�, �ଶ, �ଷ, �) →→ (�ଵ − ɂ�, �ଶ, �ଷ, � − ɂ) →→ (�ଵ − ɂ� + ɂ(� − ɂ), �ଶ, �ଷ, � − ɂ) →→ (�ଵ − ɂଶ, �ଶ, �ଷ, �).ǲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴі ȱȤ−ɂଶ ȷȫȲȦȪ Ȳȵі �, ȶȲ-Ȱȷ ȨȲȥȷȶȲȮ ȺȬȹ ȻȲȶȬȴьȲȹ ȷȱіȶȤȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȦіȨȴіȫȱяȶȬȰȩȶьȵя ȯȬȼȩȱȤ ȸȤȫȲȦȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȦіȨ �௜கమ௉భ = � + �ɂଶ�ଵ +⋯ЯȵȱȲ, ȽȲ Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲ ȭ Ȩȯя ȴȩȼȶȬ ȨȦȲȹ Ȳȵȩȭ, ȶȲȰȷ ȰȤєȰȲ[�஑, �] = ��஑ + (?) �. (˖.˕˔)Ȃȩȳȩȴ ȱȤȨіȭȼȯȤ ȻȩȴȧȤ ȲȥȩȴȶȤȱь:
�௝ → ଷ∑

௞ୀଵ(�)௝௞�௞ .Ǵȯя ȮȲȪȱȲї ȫ ȶȴьȲȹ Ȳȵȩȭ ȰȤȶȴȬȺя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨ
�ଵ(θ) = ቎ͳ Ͳ ͲͲ cos θ − sin θͲ sin θ cos θ቏ ,



˚˙ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ
�ଶ(θ) = ቎ cos θ Ͳ sin θͲ ͳ Ͳ− sin θ Ͳ cos θ቏ ,
�ଷ(θ) = ቎cos θ − sin θ Ͳsin θ cos θ ͲͲ Ͳ ͳ቏ .ǼȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ Ȧ ȵȶȩȳȩȱȩȦȬȭ ȴяȨ�஑ = � − �θ�஑ +⋯ ,Ȩȩ �஑ = ���஑/�θ|஘ୀ଴:

�ଵ = ቎Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −�Ͳ � Ͳ቏ , �ଶ = ቎ Ͳ Ͳ �Ͳ Ͳ Ͳ−� Ͳ Ͳ቏ , �ଷ = ቎Ͳ −� Ͳ� Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ቏ .ȃ ȨȴȷȧȲȰȷ ȳȲȴяȨȮȷ ȫȤ ȰȤȯȬȰ ȮȷȶȲȰ ɂ, ȰȬ ȰȤєȰȲ�ଶ(−ɂ)�ଵ(−ɂ)�ଶ(ɂ)�ଵ(ɂ) = � + ɂଶ(�ଵ�ଶ −�ଶ�ଵ) == � + ɂଶ��ଷ == �ଷ(−ɂଶ).ǲіȨȳȲȦіȨȱі ȷȱіȶȤȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȳȲȦȬȱȱі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȶȤȮȬȰȵȤȰȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ ȫ ȶȲȻȱіȵȶю ȨȲ ȸȤȫȲȦȲȧȲ ȰȱȲȪȱȬȮȤ:�௜கJమ�௜கJభ�ି௜கJమ�ି௜கJభ = �௜ன�௜கమJయ ,Ȥ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя їȹȱіȹ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ, ȰȤє ȦȬȧȯяȨ[Jଵ, Jଶ] = �Jଷ + (?) �.ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя ȴȩȼȶȬ ȨȦȲȹ ȮȲȰȥіȱȤȺіȭ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȲȥȩȴȶȤȱь ȰȲȪȱȤȦȬȦȩȵȶȬ ȫ ȺȬȮȯіȻȱȲї ȫȰіȱȬ ȶȴьȲȹ Ȳȵȩȭ і ȫ ȤȱȶȬȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲȵȶі ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȤȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȮȬ ȨȦȲȹ ȤȴґȷȰȩȱȶіȦ. Ȇȩ ȨȲȫȦȲȯяє ȫȤȳȬȵȤȶȬ:[J஑, Jஒ] = �ɂ஑ஒஓJஓ + (?) �, (˖.˕˕)Ȩȩ ɂଵଶଷ = ɂଶଷଵ = ɂଷଵଶ = ͳ, ɂଶଵଷ = ɂଵଷଶ = ɂଷଶଵ = −ͳ і ɂ஑ஒஓ = Ͳ, ȮȲȯȬ ȥȷȨь-яȮіȨȦȤ іȱȨȩȮȵȬ ȲȨȱȤȮȲȦі.ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ�௜கீమ�௜கJభ�ି௜கீమ�ି௜கJభ = � + ɂଶ[Jଵ, �ଶ] + ⋯ ,



§ ˖.˖. ҐȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ґȴȷȳȬ ҐȤȯіȯȩя ˚˚ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȲȥȩȴȶȤȱȱю ɂ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі �ଵ, ȥȷȵȶȷ−ɂ ȷȫȨȲȦȪ �ଶ, ȲȥȩȴȶȤȱȱю−ɂ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі �ଵ, ȥȷȵȶȷ ɂ ȷȫȨȲȦȪ �ଶ. ǽȤȵȯіȨȮȲȰ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь є(�ଵ, �ଶ, �ଷ) → (�ଵ, �ଶ cos ɂ − �ଷ sin ɂ, �ଶ sin ɂ + �ଷ cos ɂ) →→ (�ଵ, �ଶ cos ɂ − �ଷ sin ɂ − ɂ�, �ଶ sin ɂ + �ଷ cos ɂ) →→ (�ଵ, �ଶ − ɂ� cos ɂ, �ଷ + ɂ� sin ɂ) →→ (�ଵ, �ଶ − ɂ� cos ɂ + ɂ�, �ଷ + ɂ� sin ɂ) ∼∼ (�ଵ, �ଶ, �ଷ + ɂଶ�),Ȧ ȲȵȶȤȱȱьȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȦіȨȮȬȱȷȶȲ ȻȯȩȱȬ ȦȬȽȩ ȨȴȷȧȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ ȫȤ ɂ. Ȇȩ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱȱя ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȩ ȥȷȵȶȷ ɂଶ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі �ଷ, ȶȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȬȭ ȨȲȥȷȶȲȮȦіȨȴіȫȱяȶȬȰȩȶьȵя ȽȲȱȤȭȥіȯьȼȩ ȱȤ ȸȤȫȲȦȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȦіȨ�௜கమீయ = � + �ɂଶ�ଷ +⋯ .ǾȶȪȩ, ȰȤєȰȲ [Jଵ, �ଶ] = ��ଷ + (?) �.ȂȤȮі Ȫ ȦȬȮȯȤȨȮȬ Ȩȯя ȴȩȼȶȬ ȮȲȰȳȲȱȩȶіȦ ȨȤюȶь[J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ + (?) �. (˖.˕˖)ǰȱȤȯȲґіȻȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȳȴȲȦȲȨяȶьȵя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя Ȩȯя ȲȥȩȴȶȤȱь і ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹȳȩȴȩȰіȽȩȱь. ЇȹȱіȰ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ є ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя[J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ + (?) �. (˖.˕˗)
ʛːˑˉːˋˍˋ ˑˇˋːˋ˚ːˑˆˑ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȴȲȫіȥȴȤȶȬȵя ȫ ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰȬ ȰȱȲȪȱȬȮȤȰȬ ȳȩȴȩȨ ȲȨȬ-ȱȬȻȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȷ (͵.ͳͶ)— (͵.ʹͶ), ȽȲ ȦȬȳȯȬȦȤюȶь іȫ ȱȩȦіȨȲȰȲȧȲ ȸȤȫȲ-ȦȲȧȲ ȸȤȮȶȲȴȤ Ȧ ȫȤȮȲȱі ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱя (͵.͹). ȇȯȩȱȬ ȦȬȧȯяȨȷ (?) � ȥȷȦȤюȶьȶȴьȲȹ ȶȬȳіȦ:(a) ȶȤȮі, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȦȬȫȱȤȻȩȱі ȫ ȷȰȲȦ ȵȷȰіȵȱȲȵȶі;(b) ȨȲȦіȯьȱі, яȮȬȹ ȰȲȪȱȤ ȳȲȫȥȷȶȬȵя ȱȤȯȩȪȱȬȰ ȦȬȥȲȴȲȰ ȸȤȫ ȳȩȦȱȬȹ Ȧȩ-ȮȶȲȴіȦ;(c) ȱȩȷȵȷȦȱі ȻȯȩȱȬ, ȽȲ є ȸіȫȬȻȱȲ іȵȶȲȶȱȬȰȬ.



˚˛ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȫȤȭȰȩȰȲȵя ȦȬȳȤȨȮȲȰ (a). ǲȵі ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȬ ˃ː˕ˋ˔ˋˏˈ˕˓ˋ˚ːі,[�ஜ, �஝] = [�஝, �ஜ],і ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ˕ˑ˕ˑˉːˑ˔˕і Яˍˑ˄і:[[�ஜ, �஝], �஛] + [[�஝, �஛], �ஜ] + [[�஛, �ஜ], �஝] = Ͳ.Ƿ ȤȱȶȬȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲȵȶі ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Ȧȵі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȮȲȰȷȶȷюȶь іȫ ȵȤȰȬȰȬȵȲȥȲю, ȶȲȪ Ȩȯя α = β ȰȱȲȪȱȬȮȬ ȲȨȬȱȬȻȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȷ ȦȬȴȤȫȤȹ (͵.ͳͶ),(͵.ͳ͹) і (͵.ʹʹ) ȳȲȦȬȱȱі ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȱȷȯю.ȂȲȶȲȪȱіȵȶь ЯȮȲȥі ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ Ȧ ȫȴȷȻȱіȼȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі:[[�ஜ, �஝], �஛] = [[�஛, �஝], �ஜ] + [[�ஜ, �஛], �஝]. (˖.˕˘)ЯȮ ȳȴȬȮȯȤȨ її ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя, ȦіȫьȰȩȰȲ �ஜ = Jଶ, �஝ = �ଷ і �஛ = �:[[Jଶ, �஝], �] = [[�, �ଷ], Jଶ] + [[Jଶ, �], �ଷ].ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͵.ʹͶ), (͵.ͳͷ) і (͵.ͳͺ), ȰȤєȰȲ[��ଵ + (?) �, �] = [(?) �, Jଶ] + [(?) �, �ଷ].ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰ, ȶȲ�[�ଵ, �] = Ͳ.ǷȴȲȫȷȰіȯȲ, ȽȲ Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȳȲȼȬȴюєȶьȵя ȭ ȱȤ ȨȦі іȱȼі Ȳȵі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ:[�஑, �] = Ͳ. (˖.˕˙)ǿіȨȵȶȤȦȯяюȻȬ Ȧ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь ЯȮȲȥі ȴіȫȱі ȶȴіȭȮȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ, ȦіȨȶȤȮ ȫȤ-ȵȶȲȵȲȦȷюȻȬ ȲȶȴȬȰȤȱі ȱȤȰȬ ȦȬȴȤȫȬ Ȩȯя ȮȲȰȷȶȤȶȲȴіȦ (͵.ͳͶ) — (͵.ʹͶ) і ȦȬ-ȹȲȨяȻȬ ȫ ȸȤȮȶȷ, ȽȲ ȮȲȪȩȱ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ, Ȩȩ ȳȴȬȵȷȶȱіȭ ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ,ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ[�஑, �ஒ] = Ͳ, (˖.˕˚)[�஑, �ஒ] = Ͳ, (˖.˕˛)[J஑, �] = Ͳ. (˖.˕˜)ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȶȬȳ (b), ȨȲ яȮȲȧȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲȦіȯьȱі ȰȱȲȪȱȬȮȬ, яȮіȰȲȪȱȤ ȲȥȱȷȯȬȶȬ, ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȬȦȼȬ ȸȤȫȬ ȳȩȦȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǾȨȬȱ ȫ ȶȤȮȬȹ



§ ˖.˖. ҐȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ґȴȷȳȬ ҐȤȯіȯȩя ˚˜ȦȬȳȤȨȮіȦ — ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͵.ʹʹ). Ƿ ȤȱȶȬȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲȵȶі ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȤ ȦȬ-ȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȱȩȦіȨȲȰȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ:[J஑, Jஒ] = �ɂ஑ஒஓJஓ + �ɂ஑ஒஓ�ஓ�, (˖.˕˕b)Ȩȩ �ஓ (ɀ = ͳ, ʹ, ͵) — Ȩіȭȵȱȩ ȻȬȵȯȲ. ǴȲȨȤȱȮȤ ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȰȲ-ȪȱȤ ȳȲȫȥȷȶȬя ȼȯяȹȲȰ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȬ J஑ + �஑� → J஑ Ȩȯя α = ͳ, ʹ, ͵. ǽȤ ȦȪȩȴȲȫȧȯяȱȷȶі ȱȤȰȬ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȬ ȶȤȮȤ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȱȩ ȦȳȯȬȦȤє, Ȥ Ȩȯя ґȩȱȩȴȤ-ȶȲȴіȦ J ȨȤє [J஑, Jஒ] = �ɂ஑ஒஓJஓ. (˖.˖˓)Ȇя ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȫȤȰіȱює ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱȱя�(�஑) = �ି௜஘Jಉ ȱȤ�௜஘௕ಉ�ି௜஘Jಉ ; ȶȲȥȶȲ, ȰȬ ȰіȱяєȰȲ |Ψ′⟩ = �|Ψ⟩ȱȤ �௜஘௕ಉ|Ψ′⟩. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȤȥȵȲȯю-ȶȱȤ ȸȤȫȤ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ȸіȫȬȻȱȲ ȱȩіȵȶȲȶȱȤ, ȶȤȮȩ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱяȳȴȬȳȷȵȶȬȰȩ.ȁȬȶȷȤȺія ȫі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰȬ (͵.ʹ͵) і (͵.ʹͶ) ȤȱȤȯȲґіȻȱȤ, ȹȲȻȤ її ȴȲȫ-ȧȯяȨ ȳȲȶȴȩȥȷє ȨȲȦȼȬȹ ȦȬȮȯȤȨȲȮ. ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя (͵.ʹͷ) ȨȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ Jଵ,
Jଶ і �ଷ ȨȤє [[Jଵ, Jଶ], �ଷ] = [[�ଷ, Jଶ], Jଵ] + [[Jଵ, �ଷ], Jଶ],�[Jଷ, �ଷ] = −�[�ଵ, Jଵ] − �[�ଶ, Jଶ],[Jଷ, �ଷ] = [Jଵ, �ଵ] + [Jଶ, �ଶ].ǾȵȶȤȱȱє ȴіȦȱяȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨ�ଷ = �ଵ + �ଶ.ǰ ȫ ȺȬȮȯіȻȱȲї ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȮȭ ȶȴьȲȹ Ȳȵȩȭ ȶȤȮȲȪ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ�ଵ = �ଶ + �ଷ,�ଶ = �ଷ + �ଵ.Ȇя ȵȬȵȶȩȰȤ ȲȨȱȲȴіȨȱȬȹ ȯіȱіȭȱȬȹ ȴіȦȱяȱь ȰȤє ȯȬȼȩ ȱȷȯьȲȦȩ ȴіȼȩȱȱя, ȶȲȰȷ[J஑, �஑] = Ͳ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя (͵.ʹͷ) ȨȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ Jଷ, Jଵ і �ଷ ȨȤє[[Jଷ, Jଵ], �ଷ] = [[�ଷ, Jଵ], Jଷ] + [[Jଷ, �ଷ], Jଵ],�[Jଶ, �ଷ] = �[�ଶ, Jଷ],[Jଶ, �ଷ] = −[Jଷ, �ଶ].



˛˓ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȆȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȷ ȳȲєȨȱȤȱі ȫ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȰ ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ ȫȤȳȬȵȤȶȬ:[J஑, �ஒ] = −[Jஒ, �஑].ǰȱȶȬȵȬȰȩȶȴȬȻȱіȵȶь ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȫȤ α і β ȨȲȫȦȲȯяє ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ (͵.ʹ͵), яȮ[J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ + �ɂ஑ஒஓ�ஓ�, (˖.˕˖b)ȺіȯȮȲȰ ȳȲȨіȥȱȲ ȨȲ (͵.ʹʹb), ȳȴȲȶȩ ȵȯіȨ ȰȤȶȬ ȱȤ ȷȦȤȫі ȽȲ ȶȷȶ ȰȱȲȪȱȬȮ �ஓіȱȼȬȭ. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ �஑ + �஑� → �஑ ȨȲȫȦȲȯяє ȳȲȫȥȷȶȬȵя ȨȲȨȤȱȮȤ ȫ ȲȨȬȱȬ-ȻȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȷ ȺьȲȰȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱі:[J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ. (˖.˖˔)ȂȤȮі ȵȤȰі ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя, ȴȤȫȲȰ іȫ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱяȰ �஑, ȨȤюȶь[J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ. (˖.˖˕)ǾȵȶȤȱȱє ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱя, яȮ ȦȬяȦȯяєȶьȵя, ȫȤȴȤȫȲȰ ȷȵȷȦȤє ȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȫȲȨȬȱȬȻȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱі (͵.ʹͳ) Ȩȯя �஑ і �. ȉȲȥ ȳȩȴȩȮȲ-ȱȤȶȬȵь ȷ ȺьȲȰȷ, ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя (͵.ʹͷ) іȫ Jଵ, �ଶ і �:[[Jଵ, �ଶ], �] = [[�, �ଶ], Jଵ] + [[Jଵ, �], �ଶ],�[�ଷ, �] = −�[�ଶ, Jଵ] + Ͳ,[�ଷ, �] = ��ଷ.ǿȲȫȤяȮ ȷȵі ȶȴȬ Ȳȵі ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі, ȰȬ ȴȲȥȬȰȲ ȦȬȵȱȲȦȲȮ, ȽȲ[�஑, �] = ��஑. (˖.˖˖)ǽȩȴȲȫȧȯяȱȷȶȬȰ ȫȤȯȬȼȬȦȵя ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ [�஑, �ஒ], і ȵȤȰȩ ȶȷȶ ȰȬ ȫȷȵȶȴі-ȻȤєȰȲȵя ȫ ȦȬȳȤȨȮȲȰ ȱȩȷȵȷȦȱȲȧȲ ȰȱȲȪȱȬȮȤ ȳȴȬ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі.ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͵.ʹͷ) іȫ Jଵ, �ଶ і �ଵ, ȲȶȴȬȰȤєȰȲ[[Jଵ, �ଶ], �ଵ] = [[�ଵ, �ଶ], Jଵ] + [[Jଵ, �ଵ], �ଶ],�[�ଷ, �ଵ] = Ͳ + Ͳ.ǾȶȪȩ [�஑, �ஒ] = Ͳ ȳȴȬ α ≠ β. Ȃȩȳȩȴ ȳȴȲȦȩȨȩȰȲ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȫ�ଷ ȫȤȰіȵȶь�ଵ:[[Jଵ, �ଶ], �ଷ] = [[�ଷ, �ଶ], Jଵ] + [[Jଵ, �ଷ], �ଶ],�[�ଷ, �ଷ] = Ͳ − �[�ଶ, �ଶ].ǾȶȪȩ [�஑, �஑] = [�ஒ, �ஒ]. Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, ȷ ȳȲєȨȱȤȱȱі ȫ (͵.ͳ͸), ȨȤє[�஑, �஑] = �Ɂ஑ஒ��, (˖.˖˗)



§ ˖.˗. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ˛˔Ȩȩ�— ȨіȭȵȱȤ ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ. ǷȱȤȻȩȱȱя� ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȫ ȪȲȨȱȲȧȲ ȴіȦ-ȱяȱȱя, ȽȲ ȰȬ ȰȤєȰȲ Ȧ ȱȤȼȲȰȷ ȴȲȫȳȲȴяȨȪȩȱȱі. Її ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȳȲȫȥȷȶȬȵя ȼȯя-ȹȲȰ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ. (І, ȦȯȤȵȱȩ, ȰȬ ȦȪȩ ȳȲȫȥȷȯȬȵя ȵȦȲȥȲȨȬȦȬȥȲȴȷ, ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȬȦȼȬ Ȧȵі ґȩȱȩȴȤȶȲȴȬ, ȮȴіȰ�, ȽȲȥ ȷȵȷȱȷȶȬ ȴȩȼȶȷ ȰȱȲ-ȪȱȬȮіȦ.)� ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȱȩȷȵȷȦȱȤ і, яȮ ȰȬ ȱȩȦȨȲȦȫі ȳȲȥȤȻȬȰȲ, ȰȤє ȧȯȬȥȲ-Ȯȩ ȸіȫȬȻȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя.Ǵȯя ȫȴȷȻȱȲȵȶі ȰȬ ȫȦȩȯȬ Ȧȵі ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȧ ȳіȨȵȷȰȮȲȦȷȶȤȥȯȬȺю:
ǺȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ґȴȷȳȬ ҐȤȯіȯȩя(a) [�஑, �ஒ] = Ͳ (f) [�஑, �஑] = �Ɂ஑ஒ��(b) [�஑, �ஒ] = Ͳ (g) [�஑, �] = Ͳ(c) [J஑, Jஒ] = �ɂ஑ஒஓJஓ (h) [�஑, �] = ��஑(d) [J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ (i) [J஑, �] = Ͳ(e) [J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ

(˖.˖˘)

§ ͵.Ͷ. Іˇˈː˕ˋ˗іˍ˃˙ія ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓і˅ ˊ ˇˋː˃ˏі˚ːˋˏˋ ˊˏіːːˋˏˋȃ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȨȲȵȯіȨȬȯȬ ґȩȲȰȩȶȴȬȻȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴіȦ �, J, � і �, яȮ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȵȬȰȩȶȴії ȷ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲ-ȵȶȲȴі ȵȶȤȱіȦ. ǿȴȲȶȩ ȰȬ Ƚȩ ȱȩ ȫ’яȵȷȦȤȯȬ їȹ ȨȬȱȤȰіȻȱȲȧȲ ȫȰіȵȶȷ, яȮ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴіȦ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, ȹȲȻȤ ȲȥȴȤȱȤ ȱȤȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤ ȳȲȫȱȤȻȩȱь ȷȪȩȱȤȶяȮȤє ȱȤ ȲȻіȮȷȦȤȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ, ȽȲ ȥȷȨȷȶь ȲȶȴȬȰȤȱі Ȧ ȳȲȶȲȻȱȲȰȷ ȳȤȴȤ-ґȴȤȸі.ǴȬȱȤȰіȮȤ˅іˎьːˑї ˚˃˔˕ˍˋȲȻȩȦȬȨȱȲ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȤ ȨȲ Ȧȵієї ґȴȷȳȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь, і ȺьȲȧȲ, ȦȬяȦȯяєȶьȵя, ȨȲȵȬȶь Ȩȯя ȳȲȦȱȲȧȲ ȲȶȲȶȲ-Ȫȱȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ їȹȱіȰȬ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ. Ȇȩȭ ȰȩȶȲȨ ґȴȷȱȶȷ-єȶьȵя ȱȤ ȵȶȤȶȶі Ȃ. Ȅ. ǴȪȲȴȨȤȱȤ [˔˓˓].ǼȬ ȳȴȬȳȷȵȮȤєȰȲ, ȽȲ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ˒ˑˎˑˉˈːːя ȻȤȵȶȮȬ � = (�ଵ, �ଶ, �ଷ),�஑ = �஑|�⟩ (α = ͳ, ʹ, ͵), (˖.˖˙)ȰȤє ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȬȭ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴ. Ȃȷȶ, ȦȯȤȵȱȩ, ȰіȵȶȬȶьȵя ȤȪ ȨȦȤ ȳȴȬ-ȳȷȽȩȱȱя: ȳȲ-ȳȩȴȼȩ, ȳȴȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶь ȵȳȩȮȶȴȷ, Ȥ ȳȲ-Ȩȴȷȧȩ, ȽȲ ȶȴȬ ȮȲȰ-ȳȲȱȩȱȶȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȦȫȤєȰȱȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі ȭ ȰȤюȶь ȵȳіȯьȱȬȭ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤ-ȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ (ȷ ȵȩȱȵі ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲї ȶȩȲȴȩȰȬ). ǿȩȴ-ȼȩ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȱȩȰȬȱȷȻȩ, яȮȽȲ ȰȬ ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷєȰȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱі ȶȴȤȱȵ-



˛˕ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȸȲȴȰȤȺії. І ȹȲȻȤ ȭȲȧȲ, ȰȤȥȷȶь, ȨȲȦȩȨȩȶьȵя ȳȩȴȩȧȯяȱȷȶȬ Ȧ ȶȩȲȴії, яȮȤ ȱȤ-ȰȤȧȤєȶьȵя ȦȮȯюȻȬȶȬ ȨȲ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȲȧȲ ȴȲȫȧȯяȨȷ ґȴȤȦіȶȤȺію, ȳȴȲ-ȶȩ ȱȩȰȤє ȵȩȱȵȷ ȵȷȰȱіȦȤȶȬȵя Ȧ ȭȲȧȲ ȦȬȳȴȤȦȨȤȱȲȵȶі ȱȤ ȤȶȲȰȱȲȰȷ ȶȤ яȨȩȴȱȲ-Ȱȷ ȴіȦȱі. Ǵȴȷȧȩ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȰȬ ȲȥȧȲȦȲȴȬȰȲ ȫȧȲȨȲȰ, ȷ ȮȲȱȶȩȮȵȶі ȮȲȰȳȲȫȬ-ȶȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ (§ ˖.˘).Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȵȳȴȲȥȷєȰȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȶȬ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ ˛˅ˋˇˍˑ˔˕і � ȶȤȮȬȰ ȻȬ-ȱȲȰ, ȽȲȥ ��� ⟨�⟩ = ⟨�⟩ (˖.˖˚)Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȶȤȱіȦ. ǷȲȮȴȩȰȤ, Ȩȯя ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȲȰ|Ψ(�)⟩, ȰȤє ȥȷȶȬ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ = ��� ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ == ൜ ��� ⟨Ψ(�)|ൠ �|Ψ(�)⟩ + ⟨Ψ(�)|�൜ ��� |Ψ(�)⟩ൠ .Ǵȯя ȫȱȤȹȲȨȪȩȱȱя ȳȲȹіȨȱȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ ȻȤȵȲȦȷ ȶȴȤȱȵȯяȺію. ǿȴȬ � →�′ = �+� ȦȩȮȶȲȴ |Ψ(�)⟩, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ȳȴȤȦȬȯȤ (͵.ͺ), ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ |Ψ′(�)⟩ =|Ψ(�−�)⟩. Ƿ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȰȬ ȰȤєȰȲ ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȻȤ-ȵȷ, яȮȬȭ Ȩіє ȱȤ ȵȤȰі ȦȩȮȶȲȴȬ: |Ψ′(�)⟩ = �௜௦ு|Ψ(�)⟩. ȂȲȰȷ�௜௦ு|Ψ(�)⟩ = |Ψ(� − �)⟩.ǿіȨȵȶȤȦȬȦȼȬ Ȧ Ⱥю ȴіȦȱіȵȶь � = �, ȲȶȴȬȰȤєȰȲ |Ψ(�)⟩ = �ି௜௧ு|Ψ(Ͳ)⟩, ȲȶȪȩ,��� |Ψ(�)⟩ = −��|Ψ(�)⟩. (˖.˖˛)Ƿ ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ⟨Ψ|�|Ψ⟩ = �⟨Ψ|��|Ψ⟩ − �⟨Ψ|��|Ψ⟩ == �⟨Ψ|[�, �]|Ψ⟩.ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, � = �[�, �] (˖.˖˜)ȦȬȮȲȱȷє ȴȲȯь ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȼȦȬȨȮȲȵȶі Ȩȯя ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ. ǰȯȩ ȶȷȶ Ȧіȱ ȦȬȴȤ-ȪȩȱȬȭ Ȼȩȴȩȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �, ȦȬȧȯяȨ яȮȲȧȲ Ƚȩ ȱȩ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲ.ЯȮȽȲ Ȼȩȴȩȫ |�⟩ ȳȲȫȱȤȻȬȶȬ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя � ȫȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ � = (�ଵ, �ଶ, �ଷ), ȶȲ ȳȴȬ ȲȳȩȴȤȺії ˒˓ˑ˔˕ˑ˓ˑ˅ˑˆˑ ˒ˈ˓ˈ-
ˏі˜ˈːːя � → �′ = � + � Ȧіȱ ȰȤє ȳȩȴȩȶȦȲȴюȦȤȶȬȵя ȱȤ |� + �⟩:|�⟩ → |�⟩′ = �ି௜�⋅�|�⟩ = |� + �⟩. (˖.˗˓)



§ ˖.˗. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ˛˖ǽȤȧȤȨȷєȰȲ, ȽȲ ȰȬ ȨȲȶȴȬȰȷєȰȲȵь ȤȮȶȬȦȱȲї ȶȲȻȮȬ ȫȲȴȷ, ȳȴȬ яȮіȭ ȵȶȤȱȬ ȳȩ-ȴȩȰіȽȷюȶьȵя ȦіȨȱȲȵȱȲ ȸіȮȵȲȦȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ˛. ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱі ȵȳȲ-ȵȶȩȴȩȪȱі ȳȩȴȩȥȷȦȤюȶь ȷ ȶȤȮȲȰȷ Ȫ ȦіȨȱȲȼȩȱȱі ȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤ-ȰȬ, яȮ ȳȲȻȤȶȮȲȦі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱі ȫ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲȦȬȵȱȲȦȮіȦ § ˖.˔. ǷȲȮȴȩȰȤ, � → �′ = �ି௜�⋅���௜�⋅�, (˖.˗˔)Ȥ ȶȤȮȲȪ �′஑|�⟩′ = �஑|�⟩′ (α = ͳ, ʹ, ͵). (˖.˗˕)ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ |�⟩′ = |�+�⟩, ȶȲ ȳȲȴіȦȱяȱȱя (͵.Ͷʹ) і (͵.͵͸), ȫ ȷȴȤȹȷȦȤȱȱяȰ ȳȴȬ-ȳȷȽȩȱȱя, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴȬ {|�⟩} ȷȶȦȲȴюȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ, ȨȤє�′ = � − ��. (˖.˗˖)Ƿ ȲȧȯяȨȷ ȱȤ (͵.Ͷʹ) і (͵.Ͷ͵), Ȩію ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �′ ȰȲȪȱȤ ȶȴȤȮȶȷȦȤȶȬ, яȮ ȦȬȰі-ȴюȦȤȱȱя ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȲȧȲ ȱȤ ȦіȨȵȶȤȱь � ȳȲȻȤȶȮȷ ȮȲȲȴ-ȨȬȱȤȶ.ǿȴȬȴіȦȱяȦȼȬ ȳȴȤȦі ȻȤȵȶȬȱȬ (͵.Ͷͳ) ȶȤ (͵.Ͷ͵) ȭ ȴȲȫȮȯȤȦȼȬ ȩȵȳȲȱȩȱȶȬ ȷȵȶȩȳȩȱȩȦȬȭ ȴяȨ ȫȤ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰ ȳȤȴȤȰȩȶȴȲȰ�, ȰȬ ȦіȨȮȬȱȩȰȲ ȻȯȩȱȬȦіȽȩ ȳȩȴȼȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ і ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȴіȦȱіȵȶь [�஑, � ⋅ �] = ��஑�, яȮȤ ȦȬȮȲ-ȱȷȦȤȶȬȰȩȶьȵя Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȦȩȮȶȲȴȤ � Ȧ ȶȲȰȷ і ȯȬȼȩ Ȧ ȶȲȰȷȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ [�஑, �ஒ] = �Ɂ஑ஒ�. (˖.˗˗)
ʝ˄ˈ˓˕˃ːːя ȱȤ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȭ Ȯȷȶ θ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі, ȵȳȴяȰȲȦȤȱȲїȦȫȨȲȦȪ ȲȨȬȱȬȻȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ෝ�, ȨȤє � → �′ = � + θෝ� × �. ǲіȨȳȲȦіȨȱȩ ȳȩ-ȴȩȰіȽȩȱȱя ȦȯȤȵȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ є|�⟩ → |�⟩′ = �ି௜஘ෝ�⋅J|�⟩ = |� + θෝ� × �⟩, (˖.˗˘)Ȥ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ�஑ → �′஑ = �ି௜஘ෝ�⋅J�஑�௜஘ෝ�⋅J == �஑ − �θ[ෝ� ⋅ J, �஑] + �(θଶ). (˖.˗˙)

˛Ȃȷȶ ȱȩȰȤє ȱіяȮȲї ȵȷȳȩȴȩȻȱȲȵȶі ȫ ȶȬȰ, ȽȲ ȶȴȲȹȬ ȦȬȽȩ ȰȬ, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȻȤȵȲȦȷ ȶȴȤȱȵȯя-Ⱥію, ȳȬȵȤȯȬ |ஏ(௧)⟩ → |ஏ′(௧)⟩ ୀ |ஏ(௧ ି ௦)⟩. ȂȲȨі ȻȤȵ ௧ ȥȷȦ ȤȴґȷȰȩȱȶȲȰ ȦȩȮȶȲȴȱȲї ȸȷȱȮȺії|ஏ(௧)⟩, і ȨȲ ȱьȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷȦȤȯȲȵь ȳȴȤȦȬȯȲ (ଷ.଼), Ȥ ȫȤȴȤȫ � ȦȬȵȶȷȳȤє ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ,ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȦȯȤȵȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȲȦі |�⟩, і ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ௎(�) ୀ ௘ష೔�⋅� ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь ȭȲ-ȧȲ Ȧ |� ା �⟩. ЯȮȽȲ |�⟩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȬȶȬ ȳȩȦȱȲю ȸȷȱȮȺією ஏ�(�) ȷ ȶȴȬȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȫȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ � і ȤȴґȷȰȩȱȶȲȰ �, ȶȲ (ଷ.ସ଴) ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ, яȮ ஏ�(�) → ஏ′�(�) ୀஏ�శ�(�) ୀ ஏ�(� ି �), Ȧ ȺіȯȮȲȦіȶіȭ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі ȫ (ଷ.଼).



˛˗ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤЯȮ і ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, ȰȤєȰȲ�′஑|�⟩′ = �஑|�⟩′.ǰȯȩ ȶȤȮȲȪ �஑|�⟩′ = �஑|�′⟩ = �′஑|�′⟩ = (� + θෝ� × �)஑|�′⟩ == (�′ + θෝ� × �′)஑|�⟩′.ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȩȮȶȲȴȬ {|�⟩}ȷȶȦȲȴюȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ, ȰȬ ȰȤєȰȲ� = �′+θෝ�×�′.ȃ ȳȩȴȼȲȰȷ ȳȲȴяȨȮȷ ȫȤ θ Ⱥȩ ȨȤє�′ = � − θෝ� × �. (˖.˗˚)ǿȲȴіȦȱяȦȼȬ (͵.Ͷ͹) і (͵.Ͷ͸), ȲȶȴȬȰȷєȰȲ [ෝ� ⋅ J, �] = −�ෝ� × �. Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȰȬȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ȧ ȫȴȷȻȱіȼȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі, ȵȮȤȯяȴȱȲ ȳȲȰȱȲȪȬȦȼȬ ȲȥȬȨȦіȭȲȧȲ ȻȤȵȶȬȱȬ ȱȤ ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ෝ�:[ෝ� ⋅ J, ෝ� ⋅ �] = −�(ෝ� × ෝ�) ⋅ �. (˖.˗˛a)ǾȥȬȴȤюȻȬ ෝ� іෝ� ȵȳȴяȰȲȦȤȱȬȰȬ ȦȫȨȲȦȪ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȬȹ Ȳȵȩȭ, ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȦȬ-ȴȤȫ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ: [J஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ. (˖.˗˛b)ȂȤȮȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ � ȫ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱь ȵȦіȨȻȬȶьȳȴȲ ȶȩ, ȽȲ � є 3-˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ.˜ҐȩȱȩȴȤȶȲȴ ȥȷȵȶіȦ � ȳȲȴȲȨȪȷє ˒ˈ˓ˈˏі˜ˈːːя ˖ ˛˅ˋˇˍі˔ːˑˏ˖ ˒˓ˑ˔˕ˑ˓і�௜�⋅���ି௜�⋅� = � − ��, (˖.˗˜)ȶȤȮ ȵȤȰȲ, яȮ � ȳȲȴȲȨȪȷє ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя Ȧ ȫȦȬȻȤȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі [ȳȲȴ. іȫ(͵.Ͷ͵)]. ǽȤȼ ȳȲȨȤȯьȼȬȭ ȤȱȤȯіȫ ȲȥȰȩȪȬȰȲ ȰȬȶȶєȦȬȰ ȱȤȵȯіȨȮȲȰ ȥȷȵȶȷ ȳȴȬ� = Ͳ. (ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȩȰȤє ȱіȻȲȧȲ ȲȵȲȥȯȬȦȲȧȲ Ȧ ȰȲȰȩȱȶі � = Ͳ, ȶȲ ȰȬ ȰȲȪȩ-ȰȲ ȫȴȲȥȬȶȬ ȶȤȮȬȭ ȦȬȥіȴ ȥȩȫ ȦȶȴȤȶȬ ȫȤȧȤȯьȱȲȵȶі. ǲȬȳȤȨȲȮ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȬȹ �ȴȲȫȧȯяȱȷȶȲ Ȧ ǷȤȨȤȻі ˖.˔ ȱȤȳȴȬȮіȱȺі ȺьȲȧȲ ȴȲȫȨіȯȷ.) ȃ ȶȤȮȲȰȷ ȴȤȫі ȰȬȶȶєȦȩȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȱȩ ȦȳȯȬȦȤє ȱȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, Ȥ ȶȲȰȷ[�஑, �ஒ] = Ͳ. (˖.˘˓)
˜ǱȷȨь-яȮȬȭ Ȳȥ’єȮȶ, ȽȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱі ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȻȬȱȲȰ, яȮ ȮȲȲȴȨȬ-ȱȤȶȤ � ȤȥȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя �, ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя 3-˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ (ȤȥȲ ˒˓ˑ˔˕ˑ ȦȩȮȶȲȴȲȰ, яȮȽȲȺȩ ȱȩ ȦȬȮȯȬȮȤȶȬȰȩ ȳȯȷȶȤȱȬȱȬ ȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȰȬ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȵȶȤȱіȦ).ǱȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱю (ଷ.ସ଼b) ȱȤ ȰіȵȺі �, є 3-˅ˈˍ˕ˑ˓ːˋˏ
ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, іȫ (ଷ.ଷହc,d,e) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ J, � і � є ˖-ȦȩȮȶȲȴȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ-ȰȬ.



§ ˖.˗. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ˛˘ǽȤȴȤȫі ȰȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȯȬ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱь ȵȬȰȩȶȴії J, � і � ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȳȲȯȲȪȩȱȱя� (ȳȲȮȬ єȨȬȱȬȰ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴȲȰ, ȲȶȲȶȲȪȱȩȱȬȰ іȫ ȸіȫȬȻȱȲю ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю). Ȃȩȳȩȴ ȱȤȵȶȤȦ ȻȤȵ ȦіȨ-ȱȤȭȶȬ їȹ ȮȲȱȮȴȩȶȱȷ ȸȲȴȰȷ ȭ ȨȤȶȬ їȰ ȸіȫȬȻȱȷ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію ȱȤ ȳіȨȵȶȤȦіїȹȱьȲȧȲ ȫȦ’яȫȮȷ ȫ �. Ƿ ȲȧȯяȨȷ ȱȤ (͵.ͶͶ), ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦ-ȦіȨȱȲȼȩȱȱя [�஑, �ஒ] = �Ɂ஑ஒ�� ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȰȩȶьȵя ȳȴȬ �஑ = ��஑. ǺȴіȰ ȶȲ-ȧȲ, ȶȤȮȤ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȫȥȩȴȩȪȩ ȭ ȴȩȼȶȷ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь: Ȩȯя[J஑, �ஒ] Ⱥȩ ȶȴȬȦіȤȯьȱȲ ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ (͵.Ͷͺb), Ȥ Ȩȯя ȳȩȴȩȦіȴȮȬ [�஑, �] = ��஑ȶȴȩȥȤ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ ȳȴȤȦȷ ȻȤȵȶȬȱȷ (͵.Ͷͻ) ȫȤ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰ ȳȤȴȤȰȩȶȴȲȰ�, Ȥ ȳȲȶіȰ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ȴіȦȱȲȵȶі (͵.͵ͻ), ȫȤȰіȱȬȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ȱȤ �[�, �]і ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȶȬ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь ЯȮȲȥі. ǾȨȱȤȮ Ⱥȩ Ƚȩ ȱȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ �஑ = ��஑є єȨȬȱȲ ȰȲȪȯȬȦȬȰ ȴіȼȩȱȱяȰ; ȴіȫȱȬȺя �஑ − ��஑ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȰȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷє ȫ � і �. ǴȤȯі ȵȬȶȷȤȺія ȫȤȯȩȪȤȶȬȰȩ ȦіȨ ȶȲȧȲ, ȰȤєȻȤȵȶȮȤ Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ ȻȬ ȱі.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (i): ˅іˎьː˃ ˚˃˔˕ˍ˃ ˄ˈˊ ˅ː˖˕˓і˛ːі˘ ˔˕ˈ˒ˈːі˅ ˔˅ˑ˄ˑˇˋȃ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ {�, �} ȷȶȦȲȴююȶь ːˈ˒˓ˋ˅іˇːˋˌ ː˃˄і˓, і, ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȲ ȨȲ ȯȩȰȬ ȈȷȴȤ, ȥȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȱȬȰȬ є ȮȴȤȶȱȬȰȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ. ȂȲȻȱȩ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȩ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱя і ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȺȬȹ ȶȦȩȴ-ȨȪȩȱь ȨȬȦ. ȷ ǴȲȨȤȶȮȤȹ ǰ і Ǳ. ǰ ȮіȯьȮȲȹ ȵȯȲȦȤȹ, ȤȴґȷȰȩȱȶȤȺія ȶȤȮȤ. ЯȮȽȲȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ �஑, ȶȲ Ȧіȱ ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺією ȦіȨ �஑, ȥȲ ȮȲȰȷȶȤ-ȶȲȴ [�஑, �஑] ȱȩȱȷȯьȲȦȬȭ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȱȩȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ. ǰȱȤȯȲґі-ȻȱȲ, яȮȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ �஑, ȶȲ Ȧіȱ ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺією ȦіȨ �஑.ЯȮȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȱі ȦіȨ�, ȱі ȦіȨ �, і ȦіȨȵȷȶȱі Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱіȵȦȲȥȲȨȬ, ȶȲ Ȧіȱ ȰȤє ȥȷȶȬ ȮȴȤȶȱȬȭ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ.ǾȵȮіȯьȮȬ �−�� ȮȲȰȷȶȷє і ȫ� і ȫ �, ȶȲ Ȧіȱ ȮȴȤȶȱȬȭ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ, ȲȶȪȩ,�஑ = ��஑ + �஑�. ǿȴȲȶȩ �஑ ȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ (͵.͵ͷe), ȶȲȥȶȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴюȦȤ-ȶȬȵь, яȮ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ ˖-ȦȩȮȶȲȴȤ. ǴȲȨȤȱȲȮ��஑ ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя, яȮ ˖-ȦȩȮȶȲȴȷ ȵȬȯȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͵.Ͷͺb), ȳȴȲȶȩ Ȩȯя ȨȴȷȧȲȧȲ ȨȲȨȤȱȮȤ, �஑�, Ⱥя ȦȬȰȲȧȤȱȩ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя, ȥȲ Ȧіȱ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȷȵіȰȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ J. ȂȲȰȷ ȰȬ ȰȤєȰȲ�஑ = ��஑ (˖.˘˔)Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ȥȩȫ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȹ ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ.ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȴіȦȱіȵȶю (͵.ͶͶ), ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ, ȽȲ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ
J → � × � ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ (͵.͵ͷc,d,e) і (͵.Ͷͺb); ȦȲȨȱȲȻȤȵ,ȴіȫȱȬȺя J − � × � ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȰ ȱȤȥȲȴȲȰ {�, �}. ǾȶȪȩ, ȫ ȯȩȰȬȈȷȴȤ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ J஑ = (� × �)஑ + �஑�. ЯȮ і Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ,ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ �஑ ȰȤє ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȱȷȯю, ȽȲȥ ȦȬȮȲȱȷȦȤȯȲȵя ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя



˛˙ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ(͵.͵ͷc). ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ,
J = � × � (˖.˘˕)Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ȥȩȫ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȹ ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ.ǲіȨȶȤȮ ȫȤȯȬȼȬȦȵя ȶіȯьȮȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ �, ȻȬю ȸȲȴȰȷ ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬȫі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͵.͵ͷh), яȮȩ, ȳіȵȯя ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȬ Ȧ ȱьȲȧȲ �஑ ȫ (͵.ͷͳ), ȱȤ-ȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ [�஑, �] = ��஑� .ǻȩȧȮȲ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ ȺьȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱю ȫȤȨȲȦȯьȱяє � = � ⋅ �/ʹ�. ЯȮ іȦȬȽȩ, ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȯȩȰȷ ȈȷȴȤ, ȰȬ ȨȲȹȲȨȬȰȲ ȦȬȵȱȲȦȮȷ, ȽȲ ȴіȫȱȬȺя � −� ⋅ �/ʹ� ȰȤє ȥȷȶȬ ȮȴȤȶȱȲю ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі:� = � ⋅ �ʹ� + �଴. (˖.˘˖)ǼȬ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȯȬ ȲȮȴȩȰȩ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя �଴ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, ȮȴȤȶȱȲȧȲ ȲȨȬȱȬ-ȻȱȲȰȷ, ȥȲ Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȭȲȧȲ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȳȲȫȥȷȶȬȵя, ȲȵȮіȯьȮȬ � є ȱȩ ˖-ȦȩȮȶȲȴȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ, Ȥ ȵȮȤȯяȴȱȬȰ і ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȷȵіȰȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ J.Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ ȷ ȦȬȴȤȫі (͵.͵ͻ) Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȼȦȬȨȮȲȵȶі: � = ��. (˖.˘˗)ǽȤȯȩȪȱі ȸіȫȬȻȱі іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ �, � і J ȦȬȳȯȬȦȤюȶь іȫ ȺьȲȧȲȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ. Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȤєȰȲ� = ��,� = ଵଶ�� ⋅ � + �଴,

J = � ×��,Ȩȩ � і � — ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ ȼȦȬȨȮȲȵȶі. ЯȮȥȬ � ȥȷȯȤ ȰȤȵȲю Ȧіȯь-ȱȲї ȻȤȵȶȮȬ, Ⱥі ȦȬȴȤȫȬ ȱȤȥȷȯȬ ȥ ȫȱȤȭȲȰȲȧȲ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȦȬȧȯяȨȷіȰȳȷȯьȵȷ, ȩȱȩȴґії ȶȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. ȂȤ ȲȵȮіȯьȮȬ � Ƚȩ ȱȩ іȨȩȱȶȬȸіȮȲ-ȦȤȱȲ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȯȬȼȩ ȦȬȦȩȵȶȬ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя:�ȰȤȵȤ = �іȰȳȷȯьȵ = �ȩȱȩȴґія = JȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ == ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȤ ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ == ȵȮȤȪіȰȲ, ~ିଵ. (˖.˘˘)
ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ ȷ ȶȩȲȴії ȫ’яȦȯяєȶьȵя ȳȤȴȤȰȩȶȴ~, яȮ ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȤ ȮȲȱ-ȵȶȤȱȶȤ. Її ȫȱȤȻȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȯȬȼȩ ȫ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ, і ȫȤ ȵȶȤȱȲȰ ȱȤ



§ ˖.˗. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ˛˚˕˓˔˓ ȴіȮ її ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȶȤȱȲȦȬȶь ͳ.ͲͷͶͷ͹ͳ͹ʹ͸(Ͷ͹)×ͳͲ−ଷସ ȨȪȲȷȯь-ȵȩȮȷȱȨ. ȃȀȲȫȨіȯі ˘ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȩȴȼȬȭ ȳȴȬȮȯȤȨ ȨȲȵȯіȨȷ, ȽȲ ȨȲȫȦȲȯяє ȦȬȰіȴяȶȬȦȩȯȬȻȬȱȷ ~, Ⱥȩ яȦȬȽȩ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȧȲ ȴȲȫȵіяȱȱя ȻȤȵȶȲȮ ȱȤ ȮȴȬȵȶȤȯі (ȨȬ-ȸȴȤȮȺія ǱȴȩґȤ). ǿȤȴȤȰȩȶȴ ~ іȱȲȨі ȱȤȫȬȦȤюȶь ȵȶȤȯȲю ǿȯȤȱȮȤ, ȹȲȻȤ, ȵȶȴȲȧȲȮȤȪȷȻȬ, Ⱥȩ ℎ = ʹπ~.ȂȤȮ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȳȲȦȱȬȭ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȬȭ ȲȳȬȵ ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬȥȩȫ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȹ ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (ii): ˅іˎьː˃ ˚˃˔˕ˍ˃ ˊі ˔˒іːˑˏǲȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ — Ⱥȩ, ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȱȩȫȤȯȩȪȱі ȦіȨ Ⱥȩȱȶȴȷ ȰȤȵȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ, і їȹ ȰȤє ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȭ ȦіȨ � і �. ІȦіȱ, і ȭȲȧȲ ȸȷȱȮȺії, ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬȰȷȶь ȫ ȲȥȲȰȤ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤȰȬ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȺьȲȰȷȦȬȳȤȨȮȷ ȱȤȥіȴ {�, �} ȱȩ ȥȷȨȩ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȰ.

ʠ˒іː, ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ, є ȦȱȷȶȴіȼȱьȲю ȵȮȯȤȨȲȦȲю ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ, ȶȲ-Ȱȷ, ȫȤȰіȵȶь (͵.ͷʹ), ґȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱь ȰȤюȶь ȦȬȧȯяȨ
J = � × � + �, (˖.˘˙)ȫ ȷȰȲȦȲю, ȽȲ [�, �] = [�, �] = Ͳ. Ȇі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȥȷȨȩ ȨȩȶȤȯьȱіȼȩ ȦȬȦȻȩȱȲ ȦȀȲȫȨіȯі ˚.ȉȲȥ і ȱȤȨȤȯі ȥȷȶȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱь, JȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȮȲȰȷȶȤ-ȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ (͵.͵ͷc). ǾȵȮіȯьȮȬ ȳȩȴȼȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȷ (͵.ͷ͸) ȫȤȨȲ-ȦȲȯьȱяє їȰ, ȶȲ ȱȩȲȥȹіȨȱȲ, ȽȲȥ Ⱥȩ ȦȬȮȲȱȷȦȤȯȲȵь і Ȩȯя �, Ȥ ȲȶȪȩ,[�஑, �ஒ] = �ɂ஑ஒஓ�ஓ. (˖.˘˚)ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͵.͵ͷf), [�஑, �ஒ] = �Ɂ஑ஒ��, ȦȬȮȲȱȷюȶьȵя Ȩȯя � = ��,і, яȮ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ (i), Ȧȵі ȶȴȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ � − �� ȮȲȰȷȶȷюȶь іȫ � і �. ǰȯȩȶȩȳȩȴ іȵȱȷюȶь ȦіȨȰіȱȱі ȦіȨ ȲȨȬȱȬȻȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȶȤȮȲȪ ȮȲȰȷȶȷюȶьіȫ � і �, Ȥ ȵȤȰȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȲȳȬȵȷюȶь Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ. ǾȶȪȩ,�−�� ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺією �. ǻȬȼȩ єȨȬȱȤ ȸȷȱȮȺія ȦіȨ � є ˖-ȦȩȮȶȲȴȲȰ —Ⱥȩ ȵȤȰ � іȫ ȨȲȦіȯьȱȬȰ ȨіȭȵȱȬȰ ȰȱȲȪȱȬȮȲȰ. [ЯȮ ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ (͵.ͷ͹), � × � =��, Ȥ ȶȲȰȷ ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȱȲȦі ȦȩȮȶȲȴȬ ȳіȨȱȩȵȩȱȱяȰ � ȨȲ ȵȶȩȳȩȱя.]ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, � = �� + ��, Ȩȩ � — ȨіȭȵȱȤ ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ. ǷȧіȨȱȲ ȫ (͵.͵ͷb),ȶȴȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ� ȮȲȰȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю, ȲȶȪȩ, Ȧ ȵȬȯȷ (͵.ͷ͹), � ȰȲȪȩ ȥȷȶȬȶіȯьȮȬ ȱȷȯьȲȦȬȰ. ȂȲȪ і Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ � = ��.ǰȴґȷȰȩȱȶȤȺія, ȽȲ ȳȴȬȦȩȯȤ ȱȤȵ ȨȲ ȦȬȴȤȫȷ (͵.ͷ͵),� = � ⋅ �/ʹ�+�଴, ȧȲ-ȨȬȶьȵя і Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȶȲȧȲ, ȽȲ �଴ ȶȩȳȩȴ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȸȷȱ-ȮȺією ȦіȨ �. ǾȵȮіȯьȮȬ [J, �] = Ͳ, ȶȲ ȳȲȦȬȱȱȲ ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȵя ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱ-ȱя [�, �଴] = Ͳ, ȲȶȪȩ, �଴ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȯȬȼȩ ȮȴȤȶȱȲю � ⋅ �. Ȇȩ ȱȩ ȦȳȯȬȦȤє ȱȤ



˛˛ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȲȳȩȴȤȶȲȴ ȼȦȬȨȮȲȵȶі � = �[�, �], ȥȲ [�଴, �] = Ͳ, ȶȲȰȷ ȦȬȴȤȫ � = �/� ȫȤ-ȯȬȼȤєȶьȵя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȰ. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȩȱȩȴґіїȳȴȲȦȲȨȬȶьȵя, яȮ і Ȧ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, Ȥȯȩ ȶȩȳȩȴ �଴ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȦȮȯȤ-Ȩȷ Ȧ ȩȱȩȴґію ȦіȨ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȹ ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (iii): ˚˃˔˕ˍ˃ ˖ ˅ˊ˃єˏˑˇії іˊ ˊˑ˅ːі˛ːіˏ ˒ˑˎˈˏǴȯя ȵȳȴȲȽȩȱȱя ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȯȬȼȩ ȻȤȵȶȮȷ ȥȩȫ ȵȳіȱȷ. ǲȫȤєȰȲȨія ȦȳȯȬȦȤє ȱȤȩȦȲȯюȺію ȵȶȤȱȷ Ȧ ȻȤȵі (Ȥ ȲȶȪȩ, ȭ ȱȤ ȴȲȫȳȲȨіȯȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȵȳȲȵȶȩȴȩ-ȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ). ǼȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ⱥȩ, ȫȥȩȴіȧȤюȻȬ ȦȬȧȯяȨ ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ȨȯяȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ��� |Ψ(�)⟩ = −��|Ψ(�)⟩, (˖.˖˛)Ȥȯȩ ȰȲȨȬȸіȮȷȦȤȦȼȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ � (ȦіȨȶȩȳȩȴ ȱȤȫȬȦȤȶȬȰȩȰȲ ȭȲȧȲ ˆ˃ˏіˎь-
˕ˑːі˃ːˑˏ ȤȥȲ ˆ˃ˏіˎь˕ˑːˑ˅ˋˏ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ) ȫ ȷȴȤȹȷȦȤȱȱяȰ ȦȫȤєȰȲȨії. ȆȩȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȦіȨȰȲȦȬȶȬȵя ȦіȨ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь(͵.͵ͷg,h,i), яȮі Ȱіȵȶяȶь �. ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȼȦȬȨȮȲȵȶі і ȨȤȯі ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȦȬȫȱȤ-ȻȩȱȬȰ, яȮ � = �[�, �], (˖.˖˜)ȲȵȮіȯьȮȬ ȭȲȧȲ ȥȷȯȲ ȦȬȦȩȨȩȱȲ ȫ (͵.͵ͺ), ȳȴȲȶȩ ȰȲȪȩȰȲ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲ ȭȲȧȲяȦȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȫȰіȱȬȶьȵя ȳȴȬ ȦȮȯюȻȩȱі ȨȲ� ȨȲȨȤȶȮȲȦȬȹ ȻȯȩȱіȦ іȫ ȦȫȤєȰȲ-Ȩією.ǼȲȪȩ ȦȬȱȬȮȱȷȶȬ ȳȬȶȤȱȱя, ȻȲȰȷ ȯȬȼȩ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȻȤȵȲȦȬȹ ȶȴȤȱȵȯіȺіȭ�ȰȤє ȫȤȫȱȤȶȬ ȫȰіȱ Ȼȩȴȩȫ ȦȫȤєȰȲȨію, ȶȲȨі яȮ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩ-ȰіȽȩȱȱя � ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȫȰіȱȱȬȰ. ЯȮȥȬ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȯȬ, ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȵȤ-ȰȲȹіȨȱȷ ȰȤȼȬȱȷ, ȶȲ ȰȲȧȯȬ ȥ ȷяȦȬȶȬ, ȽȲ ȦȲȱȤ ȳȩȴȩȱȲȵȶȬȶь ȵȩȥȩ Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴіȳіȨ Ȩією ȦȯȤȵȱȲї ȵȬȯȬ, ȵȳȲȪȬȦȤюȻȬ ȳȤȯȬȦȲ, ȳȲȫȥȷȦȤюȻȬȵь ȦȬȹȯȲȳȱȬȹ ґȤ-ȫіȦ, ȦȬȮȬȨȤюȻȬ ȳȲ ȨȲȴȲȫі ȦіȨȳȴȤȺьȲȦȤȱі ȨȩȶȤȯі. ЯȮȥȬ � ґȩȱȩȴȷȦȤȦ ȶȤȮȲȧȲȶȬȳȷ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, ȶȲ ȱȤ ȭȲȧȲ ȦȬȧȯяȨ, ȫȦȬȻȤȭȱȲ, ȦȳȯȬȱȷȯȤ ȥ ȦȫȤєȰȲȨія,ȦіȨȳȲȦіȨȤȯьȱȤ ȫȤ Ⱥі ȳȴȲȺȩȵȬ. ǰȯȩ Ⱥȩ ȱȩ ȶȩ, ȽȲ ȰȬ ȴȲȫȷȰієȰȲ ȳіȨ ȳȴȲȵȶȲȴȲ-ȦȬȰȬ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱяȰȬ. ȀȤȨȼȩ ȱȤȰ ȳȴȲȵȶȲ ȭȨȩȶьȵя ȳȴȲ ȵȷȶȲ ґȩȲȰȩȶȴȬȻȱȷȲȳȩȴȤȺію ȵȤȰȲȷȫȧȲȨȪȩȱȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя ȵȬȵȶȩȰȬ ȨȲ іȱȼȲȧȲ ȴȲȫȶȤȼȷȦȤ-ȱȱя. ǲ ȺьȲȰȷ ȭ ȳȲȯяȧȤє ȳȴȬȻȬȱȤ, ȻȲȰȷ�ȭ ȴȩȼȶȤ ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱьȵȬȰȩȶȴії ȱȩ ȫȰіȱююȶьȵя ȳіȨ ȦȯȬȦȲȰ ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȦȫȤєȰȲȨії. ǿȴȲȶȩ� ȰȬ ˒ˈ-
˓ˈ˅ˋˊː˃˚ˋˎˋ ȨȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤ ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȩȦȲȯюȺії Ȧ ȻȤȵі, Ȥ ȱȩ ȳȴȲȵȶȲ ґȩȲȰȩ-ȶȴȬȻȱȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя ȦȫȨȲȦȪ ȻȤȵȲȦȲї Ȳȵі.ЄȨȬȱȩ ȲȥȰȩȪȩȱȱя, ȱȤȮȯȤȨȩȱȩ ȱȤ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȬȭ �, ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȭȲȧȲȫȦ’яȫȮȷ (͵.͵ͻ) ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȼȦȬȨȮȲȵȶі�, ȦȬȧȯяȨ яȮȲȧȲ ȰȬ ȳȲȦȬȱȱі ȦȬȫȱȤ-ȻȬȶȬ. ǿȴȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱі ȰіȪ ȴіȦȱȲȰіȴȱȲ ȴȷȹȲȰȬȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤȰȬ ȦіȨȯіȮȷ �ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ (͵.Ͷͻ). ȀȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȩȮȵȳȲȱȩȱȶ ȨȲ ȳȩȴȼȲȧȲ



§ ˖.˗. ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȫ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ˛˜ȳȲȴяȨȮȷ ȫȤ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰ ȳȤȴȤȰȩȶȴȲȰ ȥȷȵȶȷ � ȨȤє [�� ⋅ �, �] = −��, ȤȲȶȪȩ, [�஑, �ஒ] = �Ɂ஑ஒ�. (˖.˘˛)ІȨȩȱȶȬȸіȮȤȺія �஑ = ��஑ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȻȬȱȱȲю, ȥȲ ȳȴȬ її ȦȬȦȩȨȩȱȱі ȰȬ ȱȩȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷȦȤȯȬ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴіȦ і �.ǿȲȳȩȴȩȨȱіȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, �஑ = ��஑, і ȶȩȳȩȴ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȰȲȪȯȬȦȬȰ ȴі-ȼȩȱȱяȰ Ȩȯя �, Ȥȯȩ ȦȪȩ ȱȩ єȨȬȱȲ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȬȰ. Іȫ (͵.ͷͺ) і (͵.͵ͷf) ȦȬȳȯȬ-ȦȤє, ȽȲ � − �/� ȮȲȰȷȶȷє ȫ �. ǿȴȲȶȩ � = ��, Ȥ ȲȵȮіȯьȮȬ ȰȬ ȦȬȹȲȨȬȰȲ ȫȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȳȴȲ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶь Ȧȱȷȶȴіȼȱіȹ ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ, ȶȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ(�ଵ, �ଶ, �ଷ) = � ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȬȭ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ. ǿȲȫȤяȮ�−�/�ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȳȲȦȱȬȰ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȰ ȱȤȥȲȴȲȰ, ȶȲ, ȫȧіȨȱȲ ȫ ȂȩȲȴȩȰȲю ˙ ȷ § ˔.˖,ȰȤє ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺією ȦіȨ�. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȷ ȱȤȭȫȤȧȤȯьȱіȼіȭ ȸȲȴȰі, ȲȳȩȴȤȶȲȴȼȦȬȨȮȲȵȶі є � = �� − ,(�)ۯ (˖.˘˜)Ȩȩ ۯ — ȳȩȦȱȤ ȸȷȱȮȺія ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя.Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȳȲȦȬȱȱі ȴȲȫȦ’яȫȤȶȬ (͵.͵ͻ)Ȩȯя ȫȱȤȹȲȨȪȩȱȱя�. ǾȨȱȩ ȫ ȰȲȪȯȬ-ȦȬȹ ȴіȼȩȱь ȰȤє ȦȬȧȯяȨ �଴ = (� − �ʹଶ(ۯ ,яȮ ȰȲȪȱȤ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ [ȶȷȶ Ȩȯя ȫȴȷȻȱȲȵȶіۯ ȳȩȴȩȦȬȫȱȤȻȩȱȲȳȲȴіȦȱяȱȲ ȫ (͵.ͷͻ) ȨȲ .[�/ۯ ȂȲȨі ȫ (͵.͵ͻ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ [� − �଴, �] = Ͳ.ǾȶȪȩ,�−�଴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȳȲȦȱȬȰ ȱȤȥȲȴȲȰ (�ଵ, �ଶ, �ଷ), ȶȲȰȷ ȰȤє ȥȷȶȬ ȸȷȱ-ȮȺією ȦіȨ�. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȱȤȭȫȤȧȤȯьȱіȼȤ ȸȲȴȰȤ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤ ȩȦȲȯюȺії, ȤȥȲȪ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ, Ȩȯя ȥȩȫȵȳіȱȲȦȲї ȻȤȵȶȮȬ ȷ ȦȫȤєȰȲȨії іȫ ȫȲȦȱіȼȱіȰ ȳȲȯȩȰ є� = (� − �ʹଶ(ۯ +�(�). (˖.˙˓)ǾȶȴȬȰȤȱȬȭ ȱȤȰȬ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȵȦіȨȻȬȶь, ȽȲ єȨȬȱȲю ȸȲȴȰȲю ȦȫȤєȰȲȨії, ȵȷ-ȰіȵȱȲю ȫ іȱȦȤȴіȱȶȱіȵȶю ȦіȨȱȲȵȱȲ ґȴȷȳȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ҐȤȯіȯȩя, є ˔ˍ˃ˎя˓ːˋˌ
˒ˑ˕ˈː˙і˃ˎ�(�) і ˅ˈˍ˕ˑ˓ːˋˌ ˒ˑ˕ˈː˙і˃ˎۯ(�). ǾȥȬȨȦȤ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȬ ȰȲȪȷȶьȥȷȶȬ ȫȤȯȩȪȱȬȰȬ ȦіȨ ȻȤȵȷ. ЯȮ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȦȲȱȬ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ ȦіȨ�, Ȥȯȩ ȱȩ ȳȲȦȬȱȱі ȫȤȯȩȪȤȶȬ ȦіȨ �.ЯȮ ȱȤȰ ȨȲȥȴȩ ȦіȨȲȰȲ, ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȩ ȳȲȯȩ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ Ȧȩ-ȮȶȲȴȱȬȭ і ȵȮȤȯяȴȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȬ, ȶȲȪ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȤ ȦȫȤєȰȲȨія ȰȤє ȶȤ-Ȯȷ ȸȲȴȰȷ, яȮȲї ȭ ȦȬȰȤȧȤє ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ (͵.͸Ͳ). ǿȴȲȶȩ�(�) іۯ(�) ȱȩ ȮȲȱȻȩȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȲȶȲȶȲȪȱȩȱȬȰȬ ȫ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȬȰȬ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȤȰȬ, ȥȲ ȦȲȱȬ єȨȲȦіȯьȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ, яȮі ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲ ȳȲȦȬȱȱі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȴіȦȱяȱ-ȱяȰ ǼȤȮȵȦȩȯȤ. ȁȮȤȪіȰȲ, ȱьюȶȲȱіȦ ґȴȤȦіȶȤȺіȭȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȶȤȮȲȪ ȰȲȪȱȤȦȮȯюȻȬȶȬ ȨȲ �(�).



˜˓ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤІ ȹȲȻȤ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȷȯȬ ȯȬȼȩ ȦȫȤєȰȲȨію ȲȨȱієї ȻȤȵȶȮȬ іȫ ȫȲȦȱіȼȱіȰ ȳȲ-ȯȩȰ, Ⱥȩ ȱȩ ȲȥȰȩȪȷє ȫȤȧȤȯьȱіȵȶь ȶȩȲȴії. ǲȫȤєȰȲȨію ȰіȪ ȻȤȵȶȮȤȰȬ ȰȲȪȱȤȦȮȯюȻȬȶȬ Ȧ ȱȩї, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ іȱȼі ȻȤȵȶȮȬ, яȮ ȨȪȩȴȩȯȤ ȫȲȦȱіȼȱьȲȧȲ ȳȲ-ȯя, ȽȲ Ȩіє ȱȤ ȮȲȪȱȷ ȮȲȱȮȴȩȶȱȷ ȻȤȵȶȮȷ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȮȷȯȲȱȲȦȤ ȦȫȤєȰȲ-Ȩія ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤȰȬ іȫ ȫȤȴяȨȲȰ � ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ � =�ଶ/|�(ଵ) − �(ଶ)|ଶ, Ȩȩ �(ଵ) і �(ଶ) — ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȨȦȲȹ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ.
ʠ˕˃ːˇ˃˓˕ː˃ ˔ˋ˔˕ˈˏ˃ ˒ˑˊː˃˚ˈːьǽȤȵȤȰȮіȱȩȺь ȰȬ ȳȴȬȭȰȤєȰȲ ȫȦȬȻȱіȼȷ ȵȬȵȶȩȰȷ ȳȲȫȱȤȻȩȱь, ȫȰіȱȬȦȼȬ ȰȤȵ-ȼȶȤȥȬ ȦȩȯȬȻȬȱ�,�,J і� ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ȨȲȴіȦȱюȦȤȯȬ ȰȤȵі, іȰȳȷȯьȵȲȦі,ȰȲȰȩȱȶȲȦі іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȩȱȩȴґії ȵȬȵȶȩȰȬ, Ȥ ȱȩ ȳȴȲȵȶȲ ȥȷȯȬ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȬȰȬїȰ, яȮ ȷ (͵.ͷͷ). Ȇȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ ȦȵюȨȬ, Ȩȩ ȰȬ ȴȤȱіȼȩ ȳȬȵȤȯȬ Ⱥі ȻȲȶȬȴȬ ȵȬȰ-ȦȲȯȬ, ȱȤȶȲȰіȵȶь ȳȬȵȤȶȬȰȩȰȲ�/~, �/~, J/~ і�/~. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȷȱіȶȤȴȱі ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, ȲȥȩȴȶȤȱȱя і ȩȦȲȯюȺії Ȧ ȻȤȵі ȶȩȳȩȴ ȰȤȶȬ-Ȱȷȶь ȦȬȧȯяȨ exp(−��⋅�/~), exp(−�θෝ�⋅J/~) і exp(−���/~). Ȇі ȫȰіȱȩȱі ȳȲȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ȥȷȨȷȶь ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷȦȤȶȬȵя ȱȤ Ȧȵіȹ ȱȤȵȶȷȳȱȬȹ ȵȶȲȴіȱȮȤȹ Ⱥієї ȮȱȬȧȬ.ǷȤȵȶȲȵȲȦȷюȻȬ ȴіȦȱяȱȱя ȫ § ˖.˔ ȷ ȳȲȨȤȯьȼȲȰȷ, ȳȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȶȴȩȥȤ ȳȴȲȦȩȵȶȬȫȤȰіȱȷ � → �/~, � → �/~, J → J/~ і � → �/~. ǰȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȲ, ȰȲȪȱȤȦȦȤȪȤȶȬ, ȽȲ Ⱥі ȦȬȴȤȫȬ ȳȴȲȵȶȲ ȫȤȳȬȵȤȱȲ Ȧ ȵȬȵȶȩȰі ȲȨȬȱȬȺь, Ȩȩ ~ = ͳ.
§ ͵.ͷ. ʙˑˏ˒ˑˊˋ˕ːі ˔ˋ˔˕ˈˏˋǾȶȴȬȰȤȦȼȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі Ȩȯя ȲȨȱієїȻȤȵȶȮȬ, ȰȬ ȶȩȳȩȴ ȰȤєȰȲ ȳȲȼȬȴȬȶȬ Ⱥі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȱȤ ȮȲȰȳȲȫȬȶȱі (ȵȮȯȤȨȩ-ȱі, ȤȥȲ ȳȴȲȵȶȲ ȵȮȯȤȨȱі) ȵȬȵȶȩȰȬ. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȵȬȵȶȩȰȷ ȫ ȨȦȲȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ,яȮі ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȨіȯȬȶȬ. ǽȩȹȤȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(ଵ) ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȷ Ȧȩ-ȯȬȻȬȱȷ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ˔, Ȥ�(ଶ) — ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ˕. ЯȮȽȲ Ⱥі ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ ȰȲȪȱȤȴȲȫȨіȯȬȶȬ ȶȤȮ, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȱȩ ȦȳȯȬȦȤȯȬ ȲȨȬȱ ȱȤ ȲȨȱȲȧȲ, ȶȲȨі ȰȤє іȵȱȷȦȤȶȬȰȲȪȯȬȦіȶь ȲȳȬȵȤȶȬ їȹ ȱȩȫȤȯȩȪȱȲ. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȲȳȬȵ Ȳȥ’єȨȱȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȳȲ-ȦȬȱȩȱ ȥȷȶȬ ȵȷȰіȵȱȬȰ ȫ ȲȮȴȩȰȬȰȬ ȲȳȬȵȤȰȬ, Ȥ ȵȶȤȱȬ ȺȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȰȲ-ȪȱȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȲȮȴȩȰȲ. (Ȇȩ, ȦȶіȰ, ȱȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ Ȧȵі ȵȶȤȱȬ ȮȲȰȳȲȫȬȶȱȲїȵȬȵȶȩȰȬ ȰȤюȶь ȶȤȮȬȭ ȹȤȴȤȮȶȩȴ; ȶȷȶ ȳȴȲȵȶȲ ȭȨȩȶьȵя ȳȴȲ ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȱȩ-ȫȤȯȩȪȱȲȧȲ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȵȶȤȱіȦ.)ǼȲȪȱȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȵȶȤȱ, ȷ яȮȲȰȷ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȲȦі �(ଵ), ȰȤє єȨȬȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя (ȫ іȰȲȦіȴȱіȵȶю ˔). ЯȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ§ ˕.˗, ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ �(ଵ). ǰȱȤȯȲґіȻȱȲ, ȰȲ-ȪȱȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȵȶȤȱ Ȩȯя ȨȴȷȧȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȵȬȵȶȩȰȬ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲ-ȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �(ଶ). ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ ˔ і ˕ ȰȲȪȱȤ ȰȤȱіȳȷȯюȦȤȶȬ



§ ˖.˘. ǺȲȰȳȲȫȬȶȱі ȵȬȵȶȩȰȬ ˜˔ȲȮȴȩȰȲ, ȶȲ ȰȤє іȵȱȷȦȤȶȬ Ȳȥ’єȨȱȤȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ Ȩȯя ȮȲȰȥіȱȲȦȤȱȲї ȵȬȵȶȩ-ȰȬ, ȽȲ є ȵȳіȯьȱȬȰ ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ �(ଵ) і �(ଶ), і Ⱥȩ ȰȤє ȥȷȶȬ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬ-ȦȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȮȲȰȥіȱȤȺіȭ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȨȦȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ȂȲȥȶȲ, яȮȽȲ�(ଵ)|�௠⟩(ଵ) = �௠|�௠⟩(ଵ) і �(ଶ)|�௡⟩(ଶ) = �௡|�௡⟩(ଶ), ȶȲ Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȳȤȴȬ � і �ȰȷȵȬȶь ȥȷȶȬ ȶȤȮȬȭ ȵȳіȯьȱȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ, ȽȲ�(ଵ)|�௠, �௡⟩ = �௠|�௠, �௡⟩,�(ଶ)|�௠, �௡⟩ = �௡|�௠, �௡⟩. (˖.˙˔)Ȇі ȴіȦȱяȱȱя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦі, яȮȽȲ ȵȳіȯьȱȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ є ȨȲȥȷȶȮȲȰ Ȧȩ-ȮȶȲȴіȦ: |�௠, �௡⟩ = |�௠⟩(ଵ)|�௡⟩(ଶ). (˖.˙˕)ȂȤȮȬȭ ȨȲȥȷȶȲȮ ȦіȨȲȰȬȭ, яȮ ˇˑ˄˖˕ˑˍ К˓ˑːˈˍˈ˓˃, і ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȫȤȳȬȵȷєȶьȵя|�௠⟩(ଵ)⊗|�௡⟩(ଶ). ǴȲȥȷȶȲȮ ǺȴȲȱȩȮȩȴȤ Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȤ Ȧ�-ȴȲȫȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲ-ȴі і ȦȩȮȶȲȴȤ Ȧ�-ȴȲȫȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі є ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȷ� ⋅�-ȴȲȫȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲ-ȵȶȲȴі (� і�ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȰȬ). ЯȮȽȲ ȱȤȥȲȴȬ ȦȩȮȶȲȴіȦ {|�௠⟩(ଵ)}і {|�௡⟩(ଶ)} ȲȹȲȳȯююȶь ȦȩȮȶȲȴȱі ȳȴȲȵȶȲȴȬ ȵȶȤȱіȦ ȲȮȴȩȰȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ, ȶȲȨȲȥȷȶȲȮ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȦȬȧȯяȨȷ (͵.͸ʹ) ȲȹȲȳȯює ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ȵȶȤȱіȦ ȮȲȰ-ȳȲȫȬȶȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ.ǽȩȹȤȭ {�(ଵ)௜ } ȶȤ {�(ଶ)௝ } ȥȷȨȷȶь ȱȤȥȲȴȤȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶьȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ˔ і ˕ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ. ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȫ ȳȩȴ-ȼȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ Ȩіє ȯȬȼȩ ȱȤ ȳȩȴȼȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȷ (͵.͸ʹ), ȶȲȨі яȮ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȫȨȴȷȧȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ Ȩіє ȯȬȼȩ ȱȤ ȨȴȷȧȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ:�(ଵ)௜ |�௠, �௡⟩ = ቀ�(ଵ)௜ |�௠⟩(ଵ)ቁ⊗ |�௡⟩(ଶ),�(ଶ)௝ |�௠, �௡⟩ = |�௠⟩(ଵ) ⊗ቀ�(ଶ)௝ |�௡⟩(ଶ)ቁ .ȂȤȮȲȪ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȨȤȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȨȲȥȷȶȮȷ ǺȴȲȱȩȮȩȴȤ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ:ቀ�(ଵ)௜ ⊗�(ଶ)௝ ቁ |�௠, �௡⟩ = ቀ�(ଵ)௜ |�௠⟩(ଵ)ቁ⊗ ቀ�(ଶ)௝ |�௡⟩(ଶ)ቁ .ȃ ȶȤȮȬȹ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱяȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȰȤє ȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȦȬȱяȶȮȲȦȲ ȨȲ ȮȲȰȳȲ-ȱȩȱȶȤ ˔, ȫȤȳȬȵȷєȶьȵя, яȮ �(ଵ)௜ = �௜ ⊗ �, Ȥ ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ Ȩȯя ȮȲȰ-ȳȲȱȩȱȶȤ ˕ — яȮ �(ଶ)௝ = � ⊗ �௝ . ІȵȶȲȶȱȲ ȶȩ, ȽȲ ȶȤȮȩ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя ȨȤє яȵȱȲȫȴȲȫȷȰіȶȬ, ȱȤ яȮȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ іȫ ȨȲȥȷȶȮȷ ȦȩȮȶȲȴіȦ Ȩіє ȶȲȭ ȤȥȲ іȱȼȬȭ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴ. ǰ Ȧ яȮȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі Ⱥȩ ȫȤȳȬȵȷȦȤȶȬ — Ȼȩȴȩȫ Ȧȩȴȹȱі іȱȨȩȮȵȬ (�(ଵ), �(ଶ))ȻȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȦіȨȱȲȵȱȲ ȫȱȤȮȷ ȨȲȥȷȶȮȷ „⊗“ (� ⊗ �, � ⊗ �) — ȳȬȶȤ-ȱȱя ȵȰȤȮȷ. ǷȤȫȦȬȻȤȭ ȰȬ ȱȤȨȤȦȤȶȬȰȩȰȲ ȳȩȴȩȦȤȧȷ ȳȩȴȼȲȰȷ ȵȳȲȵȲȥȷ. ǿȩȦȱȤȴіȻ, ȱȩ Ȧȵі ȦȤȪȯȬȦі Ȩȯя ȱȤȵ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȶȤȮȷ ȳȴȲȵȶȷ ȸȲȴȰȷ; ȫȲȮȴȩ-ȰȤ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȦȫȤєȰȲȨії ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȲ ȦȳȯȬȦȤєȱȤ ȲȥȬȨȦȤ ȰȱȲȪȱȬȮȤ.



˜˕ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȁȳіȯьȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȦȬȧȯяȨȷ (͵.͸ʹ) ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ, Ȥ ȲȶȪȩ, Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȬ �(ଵ) і �(ଶ) ȰȤюȶь ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬ: [�(ଵ)௜ , �(ଶ)௝ ] = Ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ � ȶȤ �. ǷȲȮȴȩ-ȰȤ, ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȵȳіȱȷ Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ˔ ȮȲȰȷȶȷюȶь ȫȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ˕.Ȇі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, ȱȤȯȩȪȱȬȹ ȨȲ ȲȮȴȩȰȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ, ȶȤȮȲȪȳȴȬȶȤȰȤȱі ȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰ, ȽȲ ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫ ˍіːˈˏ˃˕ˋ˚ːˑ ːˈˊ˃ˎˈˉːˋˏˋ (ȱȩȳȯȷȶȤȭȶȩ ȫ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶю ȦȫȤєȰȲȨії ȰіȪ ȱȬȰȬ) ȵȶȩȳȩȱяȰȬ ȵȦȲȥȲȨȬ, ȱȤȦіȶьяȮȽȲ ȦȲȱȬ ȸіȫȬȻȱȲ ȱȩȦіȨȲȮȴȩȰȯюȦȤȱі. ȂȤȮȤ ȱȩȫȤȯȩȪȱіȵȶь іȵȱȷє ȰіȪ Ȳȴȥі-ȶȤȯьȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ (ȳȲȯȲȪȩȱȱяȰ ȶȤ іȰȳȷȯьȵȲȰ) і ȦȱȷȶȴіȼȱіȰȬ ȵȶȩȳȩȱя-ȰȬ ȵȦȲȥȲȨȬ (ȵȳіȱ); ȦȲȱȤ ȦȬяȦȬȯȤȵя ȳȴȬȴȲȨȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ǲȬ-ȳȤȨȮȷ (іі) ȫ § ˖.˗ і ȱȤȵȳȴȤȦȨі є ȵȮȯȤȨȲȦȲю ȵȤȰȲȧȲ ȲȫȱȤȻȩȱȱя ȦȱȷȶȴіȼȱіȹȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ. ȂȤȮȲȪ Ⱥя ȱȩȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȰȤє ȰіȵȺȩ Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤ-ȶȱȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȻȤȵȶȮȬ; ȦȲȱȤ є ȱȤȵȯіȨȮȲȰ ȱȤȼȲȧȲ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȳȴȬ ȫȤ-ȳȴȲȦȤȨȪȩȱȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя Ȧ (͵.͵͸). Ƿ ȸіȫȬȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ, Ⱥȩ ȩȮȦі-ȦȤȯȩȱȶȱȲ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱю, ȽȲ ȰȲȪȱȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȵȶȤȱ, яȮȬȭ ȯȲȮȤȯіȫȷє ȻȤȵ-ȶȮȷ Ȧ ȨȲȦіȯьȱȲ ȰȤȯіȭ ȨіȯяȱȺі ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȨȲȦȮȲȯȤ ȳȩȦȱȲї ȶȲȻȮȬ. (ȂȤȮȩ ȳȴȬ-ȳȷȽȩȱȱя ȱȩȳȴȬȭȱяȶȱȩ Ȧ ȴȩȯяȶȬȦіȵȶȵьȮіȭ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȶȩȲȴії, Ȥȯȩ ȶȷȶ ȰȬ їїȱȩ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬȰȩȰȲ.)ǺȲȪȱȲȰȷ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱю ȵȶȤȱіȦ Ȩȯя ȨȦȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȰȤє ȦіȨ-ȳȲȦіȨȤȶȬ ȵȳіȯьȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ЯȮȽȲ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȮȲȰȳȲȱȩȱ-ȶіȦ ˔ і ˕ ȱȩȫȤȯȩȪȱі і ȱȩ ȦȳȯȬȦȤюȶь ȲȨȱȩ ȱȤ ȲȨȱȩ, ȶȲ ȵȳіȯьȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲ-ȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ � і ℬ, ȽȲ ȲȳȬȵȷюȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ �(ଵ) і �(ଶ),ȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦі ˔˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ːˑї ːˈˊ˃ˎˈˉːˑ˔˕і (ͳ.ͷʹ). ЯȮȽȲ ȵȶȤȱȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȨȲȥȷȶȮȷ |Ψ⟩ = |ɗ⟩(ଵ) ⊗ |ϕ⟩(ଶ), ȶȲ ȵȳіȯьȱȬȭ ȴȲȫȳȲ-Ȩіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя � і ℬ, ȲȶȴȬȰȤȱȬȭ ȫ (ʹ.ʹͺ), є
Prob{(� = �௠)&(ℬ = �௡)|Ψ} = |⟨�௠, �௡|Ψ⟩|ଶ == |⟨�௠|ɗ⟩(ଵ)|ଶ|⟨�௡|ϕ⟩|ଶ, (˖.˙˖)

ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє (ͳ.ͷʹ). ȂȤȮȩ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȱȤ ȰȱȲȪȱȬȮȬ ȷȶȴȬȰȷєȶьȵя і ȦȫȤȧȤȯьȱіȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ȵȶȤȱ, ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲ ȻȬȵȶȬȭ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲȷ ȦȬȧȯяȨі ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ ρ = ρ(ଵ)⊗ρ(ଶ). ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȶȤȮȬȭ ȸȤ-ȮȶȲȴȬȫȲȦȤȱȬȭ, ȤȥȲ ːˈˍˑ˓ˈˎьˑ˅˃ːˋˌ, ȵȶȤȱ є ȨȷȪȩ ȲȵȲȥȯȬȦȬȰ ȶȬȳȲȰ ȵȶȤȱȷ,ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȰ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱяȰ ȦіȨȲȮȴȩȰȯȩȱȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ.ǿȲȦȱȷ ȮȯȤȵȬȸіȮȤȺію Ȧȵіȹ ȰȲȪȯȬȦіȹ ȶȬȳіȦ ȵȶȤȱіȦ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȫȬȶȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰȥȷȨȩ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ Ȧ § ˛.˖.



§ ˖.˙. ǺȦȤȱȶȷȦȤȱȱя ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ˜˖
§ ͵.͸. ʙ˅˃ː˕˖˅˃ːːя ˍˎ˃˔ˋ˚ːˑї ˔ˋ˔˕ˈˏˋȃ ȺьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȮȲȴȲȶȮȲ ȳȲȴіȦȱяєȰȲ ȴȲȫȧȯяȱȷȶȬȭ ȦȬȽȩ ȰȩȶȲȨȲȶȴȬȰȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Ȩȯя ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȹ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȫі ȵȶȤȴіȼȬȰȰȩȶȲȨȲȰ, ґȴȷȱȶȲȦȤȱȬȭ ȱȤ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱі ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ Ȼȩȴȩȫ ˇ˖ˉ-
ˍˋ ʞ˖˃˔ˑː˃. ȂȤȮі ȨȷȪȮȬ Ȩȯя ȨȦȲȹ ȸȷȱȮȺіȭ �(�, �) і �(�, �) ȦіȨ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȬȹȮȲȲȴȨȬȱȤȶ �௜ ȶȤ іȰȳȷȯьȵіȦ �௜ ȲȫȱȤȻȩȱȲ, яȮ

{�, �} = ∑

௝ ቈ ∂�∂�௝ ∂�∂�௝ − ∂�∂�௝ ∂�∂�௝ ቉ .Ƿ ȸȲȴȰȤȯьȱȲ-ȤȯґȩȥȴȤїȻȱȲȧȲ ȳȲȧȯяȨȷ ȦȲȱȬ ȰȤюȶь ȥȤȧȤȶȲ ȵȳіȯьȱȬȹ ȴȬȵіȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȬȰȬ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȤȰȬ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȮȯȤȵȬ-Ȼȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя {�஑, �ஒ} = Ɂ஑ஒ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȲȰȷ[�஑, �ஒ] = �~Ɂ஑ஒ. Ȇя ȤȱȤȯȲґія ȱȤȦȲȨȬȶь ȱȤ ȨȷȰȮȷ ȳȴȲ іȵȱȷȦȤȱȱя ȳȴȤȦȬȯȤ,ȫȤ яȮȬȰ ȮȲȪȱіȭ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȸȷȱȮȺії �(�, �) ȳȴȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȶȤȮȬȭ ȮȦȤȱȶȲȦȲ-ȰȩȹȤȱіȻȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(�), ȽȲ Ȩȯя ȱьȲȧȲ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя[�(�), �(�)] = �~�({�, �}).ȂȤȮȩ ȫȤȧȤȯьȱȩ ȳȴȤȦȬȯȲ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȬ �(�, �) → �(�) ȦіȨȲȰȩ, яȮ ˍ˅˃ː˕˖˅˃ː-
ːя ȮȯȤȵȬȻȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ.Є ȨȦȤ іȵȶȲȶȱі ȫȤȳȩȴȩȻȩȱȱя ȳȴȲȶȬ ȶȤȮȲȧȲ ȰȩȶȲȨȷ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱя. ǿȩȴȼȩȫ ȱȬȹ ȩȳіȵȶȩȰȲȯȲґіȻȱȩ. ЯȮȽȲ ȴіȦȱяȱȱя ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬ-ȰȤȶȬ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȬ, ȶȲ ȮȦȤȱȶȲȦȤ ȶȩȲȴія ȰȤє ȯȲґі-ȻȱȲ ȰіȵȶȬȶȬȵя Ȧ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі, ȫ єȨȬȱȬȰ ȮȯюȻȩȰ �(�, �) → �(�) Ȩȯяїї ȳȴȲȻȬȶȤȱȱя. ǰ Ⱥȩ ȦȬȨȤєȶьȵя ȱȩȰȲȪȯȬȦȬȰ, ȥȲ ȮȦȤȱȶȲȦȤ ȶȩȲȴія є ȫȤȧȤȯь-ȱіȼȲю ȫȤ ȵȦȲїȰ ȸіȫȬȻȱȬȰ ȫȰіȵȶȲȰ, ȱіȪ ȮȯȤȵȬȻȱȤ ȶȩȲȴія, ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ яȮȲїȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ, яȮ ȧȴȤȱȬȻȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ ȮȦȤȱȶȲȦȲї — ȶȤ ȤȪ ȱіяȮ ȱȩ ȱȤȦ-ȳȤȮȬ.ǷȤȶȩ ȱȤȼ ȰȩȶȲȨ ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Ȩȯя ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȱȩґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȱȤ „ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱі“ ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȶȩȲȴії. І ȹȲȻȤ ȰȬ ȦȨȤȦȤȯȬȵя ȨȲȤȱȤȯȲґіȭ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȬȰȬ ȦȬȴȤȫȤȰȬ Ȩȯя іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȩȱȩȴґії, ȽȲȥіȱȶȩȴȳȴȩȶȷȦȤȶȬ ȲȮȴȩȰі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, Ȥȯȩ ȵȤȰȩ ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȺȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦȺіȯȮȲȰ ȥȤȫȷȦȤȯȲȵя ȱȤ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȬȹ ȳȴȬȱȺȬȳȤȹ, ȥȩȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȴіȦȱяȱь ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ.Ǵȴȷȧȩ ȫȤȳȩȴȩȻȩȱȱя ȳȴȲȶȬ ȮȦȤȱȶȦȤȱȱя ȮȯȤȵȬȻȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ ȰȤє ȸȲȴ-ȰȤȯьȱȷ ȳȴȬȴȲȨȷ. ȀіȦȱяȱȱя Ȧ ȨȷȪȮȤȹ ǿȷȤȵȲȱȤ ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲȦȬȥȲȴȷ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, ȶȲȰȷ ȥȷȯȲ ȥ ȥȤȪȤȱȲ, ȽȲȥ ȳȴȤȦȬȯȲ ȳіȨ-ȵȶȤȱȲȦȮȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȶȤȮ ȵȤȰȲ ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȯȲ ȦіȨ ȦȬȥȲȴȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǺȴіȰ



˜˗ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤȶȲȧȲ, яȮȽȲ �(�, �) ȦіȨȲȥȴȤȪȩȱȲ ȱȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(�), ȶȲ ȫ ȰіȴȮȷȦȤȱь ȷȫȧȲȨȪȩ-ȱȲȵȶі ȹȲȶіȯȲȵя ȥ, ȽȲȥ і ȮȯȤȵȬȻȱȷ ȸȷȱȮȺія �(�(�, �)) ȥȷȯȲ ȦіȨȲȥȴȤȪȩȱȲ ȱȤȶȤȮȷ Ȫ ȸȷȱȮȺію ȦіȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ — �(�(�)) ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ (ͳ.ʹͺ) ȤȥȲ (ͳ.͵ͺ).ǿȴȲȶȩ ȱȬȫȮȤ ȶȩȲȴȩȰ ȨȲȦȲȨȬȶь ȱȩȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȫȤȧȤȯьȱȬȹ ȳȴȤȦȬȯ ȮȦȤȱȶȷ-ȦȤȱȱя, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȶȤȮȬȰ ȷȰȲȦȤȰ. ǴȩȶȤȯьȱȲ ȳȴȲ Ⱥі ȶȩȲȴȩȰȬ ȨȬȦ. ȷǰȥȴȤȧȤȰȤ і ǼȤȴȵȨȩȱȤ [˔], ǰȴȩȱȵȤ і ǱȤȥіȶȤ [˗], ǼȤȴȪȩȱȲ і ǺȲȩȱȤ [˔˕˔].ǽȤȼȩ ȳȴȤȦȬȯȲ, ґȴȷȱȶȲȦȤȱȩ ȱȤ ȵȬȰȩȶȴії ȳȴȲȵȶȲȴȷ-ȻȤȵȷ, ȱȩ ȨȤє ȫȤȧȤȯь-ȱȲȧȲ ȳȴȤȦȬȯȤ ȳȴȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȬȹ ȮȯȤȵȬȻȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭȦіȨ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ. ǰȯȩ ȦȬȨȤєȶьȵя, ȽȲ ȶȩȲȴія ȱȩ ȨȷȪȩ ȵȶȴȤȪȨȤєȻȩȴȩȫ ȦіȨȵȷȶȱіȵȶь ȶȤȮȲȧȲ ȳȴȤȦȬȯȤ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȸȲȴȰȷȯȤ (͵.͸Ͳ) є ȱȤȭȫȤȧȤȯь-ȱіȼȬȰ ȦȬȳȤȨȮȲȰ, яȮȬȭ ȫȷȵȶȴіȻȤєȶьȵя ȱȤ ȳȴȤȮȶȬȺі.
§ ͵.͹. ʟі˅ːяːːя ˓˖˘˖ǷȤȯȩȪȱіȵȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ ȥȷȯȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȲ Ȧ ȶȩȲȴію, ȮȲȯȬ ȰȬ ȦȬȫȱȤȻȬȯȬ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ ȼȦȬȨȮȲȵȶі (͵.͵ͻ), ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȰ ȴіȦȱяȱȱяȰ ȴȷȹȷȨȯя ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ: ��� |Ψ(�)⟩ = − �

~
�(�)|Ψ(�)⟩. (˖.˙˗)ЯȮȽȲ ȦȫяȶȬ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ Ȧ ȰȲȰȩȱȶ ȻȤȵȷ � = �଴, ȶȲ ȴіȼȩȱȱяȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȱȤ ȸȲȴȰȤȯьȱȲ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȩȦȲȯюȺії:|Ψ(�)⟩ = �(�, �଴)|Ψ(�଴)⟩. (˖.˙˘)ǲіȱ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȶȤȮȲȰȷ Ȫ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱю, ȽȲ ȭ Ȩȯя |Ψ(�)⟩,����(�, �଴) = − �

~
�(�)�(�, �଴), (˖.˙˙)ȫ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲю ȷȰȲȦȲю �(�, �଴) = ͳ. Іȫ (͵.͸͸) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ���(�ற�) = − �

~
(�ற�ற� − �ற��).ЯȮȽȲ �ற(�) = �(�), ȶȲ ȳȴȤȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ ȴіȦȱяȱȱя ȶȲȶȲȪȱȲ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤȱȷȯь, і ȶȲȨі ȰȬ ȰȤєȰȲ �ற� = ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȰȲȰȩȱȶіȦ ȻȤȵȷ. ǾȶȪȩ, �(�, �଴) є ȷȱі-ȶȤȴȱȬȰ ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȩȴȰіȶȲȦȲȵȶі �(�).ЯȮȽȲ � ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, ȶȲ�(�, �଴) = �ି௜(௧ି௧బ)ு/~.ЯȮȽȲ Ȫ �(�) є ȫȤȯȩȪȱȬȰ ȦіȨ ȻȤȵȷ, ȶȲ, Ȧ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȱȩ іȵȱȷє ȳȴȲ-ȵȶȲї ȭ ȮȲȰȳȤȮȶȱȲї ȸȲȴȰȬ Ȩȯя ȦȬȴȤȪȩȱȱя �(�, �଴).



§ ˖.˚. ȀіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ˜˘ǴȤȯі ȦȬȦȩȨȩȰȲ ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ, ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ, ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ρ(�) =|Ψ(�)⟩⟨Ψ(�)|, ȶȲ ȫ (͵.͸ͷ) ȦȬȳȯȬȦȤєρ(�) = �(�, �଴)|Ψ(�)⟩⟨Ψ(�)|�ற(�, �଴),Ȥ ȲȶȪȩ, ρ(�) = �(�, �଴) ρ(�଴) �ற(�, �଴). (˖.˙˚)ǴȬȸȩȴȩȱȺіюȦȤȱȱя ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю (͵.͸͸), ȨȤє ȴіȦȱяȱȱя�ρ(�)�� = − �
~
[�(�), ρ(�)]. (˖.˙˛)ȀіȦȱяȱȱя (͵.͸͹) і (͵.͸ͺ) ȥȷȯȲ ȲȶȴȬȰȤȱȲ Ȩȯя ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ, Ȥȯȩ ȰȬ ȳȴȬȳȷ-ȵȶȬȰȲ, ȽȲ ȦȲȱȬ ȦȬȮȲȱȷюȶьȵя Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȶȤȱіȦ. Ǵȯя ȶȤȮȲȧȲ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя єȦȵі ȳіȨȵȶȤȦȬ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȵȶȤȱ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ ȻȩȴȩȫȵȷȰіȼ ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ, Ȥ яȮȽȲ ȴіȦȱяȱȱя (͵.͸ͺ) ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȩ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȮȯȤȨȲ-ȦȬȹ ρ(�), ȶȲ ȦȲȱȲ ȥȷȨȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȰ і Ȩȯя ȵȷȰȬ. ǿȴȲȶȩ, яȮ ȰȬ ȦіȨȫȱȤȻȤȯȬ Ȧ§ ˕.˖, іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ȶȤȮȲї „ȵȷȰіȼі“ ȱȩȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ, ȶȲȰȷ ȱȤȦȩȨȩȱі ȤȴґȷȰȩȱ-ȶȬ ȹȲȻ і ȦȤȧȲȰі, Ȥȯȩ ȱȩ ȥȩȫȫȤȳȩȴȩȻȱі.˔˓ȄіȫȬȻȱȬȭ ȵȩȱȵ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії ȳȲȦ’яȫȤȱȬȭ ȱȩ ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȶȤ ȦȩȮȶȲ-ȴȤȰȬ, Ȥ ȫ ȴȲȫȳȲȨіȯȲȰ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, ȫȲȮȴȩȰȤ, ȫ їȹȵȩȴȩȨȱіȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ. ǷȤȯȩȪȱіȵȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ ȵȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩ-ȴȩȪȱȲї ℛ, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲї ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ �, ȰȤє ȦȬȧȯяȨ⟨ℛ⟩௧ = Tr{ρ(�) �}. (˖.˙˜)ǿіȨȵȶȤȦȯяюȻȬ (͵.͸͹) ȷ (͵.͸ͻ) і ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȻȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȵȯіȨȷ ȨȲ-ȥȷȶȮȷ ȮіȯьȮȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȺȬȮȯіȻȱȬȹ ȳȩȴȩȵȶȲȱȲȦȲȮ ȰȱȲȪȱȬȮіȦ,ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȨȦȤ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі ȦȬȴȤȫȬ:⟨ℛ⟩௧ = Tr{�(�, �଴) ρ଴�ற(�, �଴) �} = (˖.˚˓a)= Tr{ρ଴�ற(�, �଴) � �(�, �଴)}. (˖.˚˓b)Ȃȷȶ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ Ȧ ȰȲȰȩȱȶ � = �଴ ȳȲȫȱȤȻȩȱȲ, яȮ ρ(�଴) = ρ଴. Іȫ ȺȬȹ ȨȦȲȹȦȬȴȤȫіȦ ȦȬȳȯȬȦȤюȶь ȨȦȤ ȴіȫȱі ȸȲȴȰȤȯіȫȰȬ Ȩȯя ȻȤȵȲȦȲї ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі Ȧ ȮȦȤȱ-ȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі.˔˓Ȃȷȶ ȳȩȴȩȮȯȤȨȤȻ ȱȩ ȰȲȪȩ ȦȶȴȬȰȤȶȬȵя ȦіȨ ȮȲȰȩȱȶȤȴя. ǿȲȳȴȬ Ȧȵю ȵȳіȴȱіȵȶь і ȱȩȲȨȱȲȫȱȤ-Ȼȱіȵȶь ȸіȫȬȻȱȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії, є Ȳȥ’єȮȶȬȦȱȬȭ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ ȸȤȮȶ, ȽȲ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴȵȶȤȱȷ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȵȷȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȻȬȵȶȬȹ ȵȶȤȱіȦ, і ȫ ȺьȲȧȲ ȸȤȮȶȷ ȵȷȶȲ ȰȤȶȩȰȤ-ȶȬȻȱȲ ȦȬȦȲȨȬȶьȵя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦіȵȶь ȴіȦȱяȱȱя (ଷ.଺଼) ȷ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ.



˜˙ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ
ʙ˃˓˕ˋː˃ Ш˓ˑˇˋːґˈ˓˃. ǲ ȺьȲȰȷ ȳіȨȹȲȨі, ȨȲ яȮȲȧȲ ȰȬ ȱȩяȦȱȲ ȦȨȤȦȤȯȬȵяȨȲȵі, ȻȤȵȲȦȷ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȳȲȮȯȤȨȩȱȲ ȱȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷ. ǿȩȴȼі ȶȴȬ ȰȱȲȪȱȬ-ȮȬ ȳіȨ ȵȯіȨȲȰ ȷ (͵.͹Ͳa)ȴȲȫȧȯяȨȤюȶьȵя, яȮ ȫȤȯȩȪȱȬȭ ȦіȨ ȻȤȵȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤ-ȱȷ ȫ ȦȬȴȤȫȷ (͵.͸͹). ȀіȦȱяȱȱяȰ ȴȷȹȷ Ȧ ȮȤȴȶȬȱі ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ є (͵.͸ͺ)Ȩȯя Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ȤȥȲ (͵.͸Ͷ) Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȤ |Ψ(�)⟩ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ.
ʙ˃˓˕ˋː˃ ʒ˃ˌˊˈː˄ˈ˓ґ˃. ǲ ȺьȲȰȷ ȳіȨȹȲȨі ȰȬ ȫȥȬȴȤєȰȲ ȲȵȶȤȱȱі ȶȴȬ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴȬ Ȧ (͵.͹Ͳb) ȴȤȫȲȰ і ȳȬȼȩȰȲ⟨ℛ⟩௧ = Tr{ρ଴�ு(�)}, (˖.˚˓)Ȩȩ �ு(�) ȦȬȫȱȤȻȩȱȲ, яȮ �ு(�) = �ற(�, �଴) � �(�, �଴). (˖.˚˔)(ǲіȱ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˆ˃ˌˊˈː˄ˈ˓ґˑ˅ˋˏ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰ ȼȴȲȨȬȱґȩȴȲ-ȦȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі�.) ȃ ȺьȲȰȷ ȸȲȴȰȤȯіȫȰі ȵȶȤȱȬ ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, Ȥ ȦȵяȻȤȵȲȦȤ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȳȲȮȯȤȨȤєȶьȵя ȱȤ ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі. ǴȬȸȩȴȩȱȺіююȻȬ ȫȤ� і ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȻȬ (͵.͸͸), ȲȶȴȬȰȷєȰȲ��ு�� = �

~
(�ற��� − �ற���) + �ற∂�∂� �.Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ ȷ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ǳȤȭȫȩȱȥȩȴ-ґȤ: ��ு(�)�� = �

~
[�ு(�), �ு(�)] + ൬∂�∂� ൰ு , (˖.˚˕)Ȩȩ ȰȬ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȯȬ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя �ு = �ற�� ȫȤ ȤȱȤȯȲґією ȫ (͵.͹ʹ). ǾȵȶȤȱ-ȱіȭ ȨȲȨȤȱȲȮ, (∂�/∂�)ு = �ற(�, �଴)(∂�/∂�)�(�, �଴), яȮȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ȰȤєȦȯȤȵȱȷ ȻȤȵȲȦȷ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь. Ȇȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, яȮȽȲ Ȧіȱ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯяє ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȫȰіȱȱȲȧȲ ȫȲȦȱіȼȱьȲȧȲ ȳȲȯя, ȤȥȲ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ є ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȲȰȶȩȱȫȲȴȤ, ȦȬȫȱȤȻȩȱȲȧȲ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȴȷȹȲȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ.ȃ ȮȤȴȶȬȱі ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȴȲȫȦȬȦȤюȶьȵяȦ ȻȤȵі, ȶȲȨі яȮ ȸȷȱȮȺія ȵȶȤȱȷ (ρ ȤȥȲΨ) ȲȳȬȵȷє ȳȲȻȤȶȮȲȦі ȨȤȱі, ȫȤȥȩȫȳȩȻȩȱіȳȴȲȺȩȨȷȴȲю ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȱȱя ȵȶȤȱȷ. ǲ ȮȤȴȶȬȱі ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȸȷȱȮȺія ȵȶȤȱȷȰȤє ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬ ȲȥȬȨȦі ȴȲȯі. Ȇі ȮȤȴȶȬȱȬ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі, ȥȲ ȸіȫȬȻȱȲ іȵȶȲȶȱȤȦȩȯȬȻȬȱȤ ⟨ℛ⟩௧ ȫȤȯȩȪȬȶь ȯȬȼȩ ȦіȨ ȦіȨȱȲȵȱȲȧȲ ȴȷȹȷ ρ і �. І ȱȩȰȤє ȫȱȤȻȩȱ-ȱя, ȻȬ ȶȲ ρ ȴȷȹȤєȶьȵя „ȦȳȩȴȩȨ“ (ȮȤȴȶȬȱȤ ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ), ȻȬ ȶȲ � ȴȷȹȤєȶьȵя„ȱȤȫȤȨ“ (ȮȤȴȶȬȱȤ ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ). ȂȤȮȷ ȴіȫȱȬȺю Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȤȹ ȴȷȹȷ ȵȳȴȬȻȬ-ȱююȶь ȳȴȲȶȬȯȩȪȱі ȫȱȤȮȬ ȳȩȴȩȨ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȤȰȬ Ȧ (͵.͸ͺ) і (͵.͹͵). ǼȤє ȥȷȶȬ



§ ˖.˛. ȀіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ˜˚ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ, ȽȲ Ⱥі ȨȦȤ ȴіȦȱяȱȱя ȦȫȤєȰȲȦȬȮȯюȻȱі ȭ ȱіȮȲȯȬ ȱȩ ȳȲȦȬȱȱі ȫȤ-ȵȶȲȵȲȦȷȦȤȶȬȵя ȴȤȫȲȰ. ǼȲȪȱȤ ȮȲȴȬȵȶȷȦȤȶȬȵя ȮȤȴȶȬȱȲю ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ, ȰȲ-ȪȱȤ — ȮȤȴȶȬȱȲю ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ, Ȥȯȩ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȳȴȤȺюȦȤȶȬ ȫ ȲȥȲȰȤ ȲȨȱȲȻȤ-ȵȱȲ.ȈȦȬȨȮіȵȶь ȫȰіȱȬ ȵȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȰȤє ȲȨȱȤȮȲȦȬȭȦȬȧȯяȨ Ȧ ȲȥȲȹ ȮȤȴȶȬȱȤȹ. Іȫ (͵.͸ͻ) ȮȤȴȶȬȱȬ ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ��� ⟨ℛ⟩௧ = Tr൤∂ρ∂� � + ρ∂�∂� ൨ == Tr൤− �
~
(�ρ� − ρ��) + ρ∂�∂� ൨ == Tr൤− �

~
(ρ�� − ρ��) + ρ∂�∂� ൨ .ȂȲȰȷ ȰȤєȰȲ ��� ⟨ℛ⟩௧ = Tr൤ �
~
ρ(�)[�, �] + ρ(�)∂�∂� ൨ (˖.˚˖)ȷ ȮȤȴȶȬȱі ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ.Ƿ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȴіȦȱяȱȱя (͵.͹Ͳ) ȮȤȴȶȬȱȬ ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ ȨȤє��� ⟨ℛ⟩௧ = Tr൤ρ଴��ு�� ൨ == Tr൤ �

~
ρ଴[�, �ு(�)] + ρ଴൬∂�∂� ൰ு൨ . (˖.˚˗)

Ǵȯя ȦȬȳȤȨȮȷ ˚ˋ˔˕ˑˆˑ ˔˕˃ː˖ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ Ⱥі ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶȬ Ȧ ȶȩȴȰіȱȤȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȵȶȤȱȷ. ǽȩȹȤȭ |Ψ଴⟩ ȥȷȨȩ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲȵȶȤȱȷ ȳȴȬ � = �଴. ȂȲȨі Ȧ ȮȤȴȶȬȱі ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ⟨ℛ⟩௧ = ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩, (˖.˚˘)Ȩȩ |Ψ(�)⟩ = �(�, �଴)|Ψ଴⟩. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ Ȧ (͵.͹͸) ȨȤє⟨ℛ⟩௧ = ⟨Ψ଴|�ற(�, �଴) � �(�, �଴)|Ψ଴⟩,ȽȲ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ȧ ȮȤȴȶȬȱі ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ, яȮ⟨ℛ⟩௧ = ⟨Ψ଴|�ு(�)|Ψ଴⟩, (˖.˚˙)Ȩȩ �ு(�) ȰȬ ȦȫяȯȬ ȫ (͵.͹ʹ). ǴȬȸȩȴȩȱȺіюȦȤȱȱя (͵.͹͹) ȫ ȷȴȤȹȷȦȤȱȱяȰ (͵.͹͵)ȨȤє ��� ⟨ℛ⟩௧ = ⟨Ψ଴|൤��ு(�)�� ൨ |Ψ଴⟩ == ⟨Ψ଴|൤ �
~
ρ଴[�, �ு(�)] + ρ଴൬∂�∂� ൰ு൨ |Ψ଴⟩,ȽȲ ȫȥіȧȤєȶьȵя ȫ ȦȬȴȤȫȲȰ (͵.͹ͷ) Ȩȯя ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ρ଴ = |Ψ଴⟩⟨Ψ଴|.ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱіȵȶь ȨȦȲȹ ȮȤȴȶȬȱ ȨȲȦȩȨȩȱȲ.



˜˛ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ
§ ͵.ͺ. ʠˋˏˈ˕˓ії ˕˃ ˊ˃ˍˑːˋ ˊ˄ˈ˓ˈˉˈːːяǽȩȹȤȭ �(�) = �௜௦௄ — ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȩ ȷȱіȶȤȴȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȫ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ� = �ற. [Ȇȩȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(�) ȱȩ ȵȯіȨ ȳȯȷȶȤȶȬ ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȩȦȲȯюȺії Ȧ ȻȤ-ȵі �(�, �଴) іȫ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȳȤȴȤґȴȤȸȤ.] ǺіȯьȮȤ ȳȴȬȮȯȤȨіȦ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴȩȱь ȰȬ ȲȥȧȲȦȲȴȬȯȬ Ȧ § ˖.˖. ȂȦȩȴȨȪȩȱȱя, ȽȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴ іː˅˃˓і-
˃ː˕ːˋˌ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȺьȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ�(�)� �ିଵ(�) = �, (˖.˚˚)ȤȥȲ, ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ, [�, �(�)] = Ͳ. ǷȴȲȥȬȦȼȬ ȳȤȴȤȰȩȶȴ � іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯь-ȱȬȰ, ȽȲȥ �(�) = ͳ + ��� + �(�ଶ), ȰȬ ȫȦȩȨȩȰȲ ȷȰȲȦȷ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі ȨȲ[�, �] = Ͳ. (˖.˚˛)ІȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь� ȦіȨȱȲȵȱȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь�(�) Ȩȯя Ȧȵіȹ � ȲȫȱȤ-ȻȤє ȭ іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȦіȨȱȲȵȱȲ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȫ ȱȩї ȦȬȳȯȬȦȤє ȭȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͵.͹ͻ). ǷȦȲȴȲȶȱȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȶȤȮȲȪ ȵȳȴȤȦȩ-ȨȯȬȦȩ, ȥȲ�(�) є ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȲю ȸȷȱȮȺією�, Ȥ ȲȶȪȩ, ȰȤє ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬ ȫ�. ȂȤ-ȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȦіȨȱȲȵȱȲ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȤȦ-ȶȲȰȤȶȬȻȱȲ ȳȲȼȬȴюєȶьȵя ȱȤ Ȧȵі ȵȮіȱȻȩȱȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �.Ǵȯя ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȮȲȴȬȵȱȬȹ ȱȤȵȯіȨȮіȦ ȫ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ� = �(�) ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, ȱȩȲȥȹіȨȱȲ, ȽȲȥ (͵.͹ͺ) і (͵.͹ͻ) ȦȬȮȲȱȷȦȤȯȬȵяȨȯя Ȧȵіȹ �. ǰȯȩ Ȧ ȳȴȤȮȶȬȻȱȬȹ ȫȤȨȤȻȤȹ, ȫ яȮȬȰȬ ȱȤȰ ȨȲȦȩȨȩȶьȵя ȰȤȶȬ ȵȳȴȤȦȷ,ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȭ ȦіȨ ȻȤȵȷ.ǵȴȰіȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȵȬȰȩȶȴії ȻȤȵȶȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȨȬȱȤ-ȰіȻȱȬȰ ȫȰіȱȱȬȰ. ȂȤȮ, ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь є ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰіȰȳȷȯьȵȷ, Ȥ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱь — ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. Ґȩȱȩ-ȴȤȶȲȴȤȰ ȵȬȰȩȶȴії ȱȩ ȳȴȬȶȤȰȤȱȤ ȻȤȵȲȦȤ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь (∂�/∂� = Ͳ), ȶȲȰȷ ȫ(͵.͹Ͷ) ȭ іȱȦȤȴіȱȤȶȱȲȵȶі� ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, ґȩȱȩȴȲȦȤȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȲȰ �, ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȦіȨȳȲȦіȨȱȲї ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї�ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ: �⟨�⟩௧�� = Ͳ. (˖.˚˜)ǾȵȮіȯьȮȬ� ȮȲȰȷȶȷє ȫ�, ȶȲ Ȧіȱ ȮȲȰȷȶȷє і ȫ ȥȷȨь-яȮȲю ȸȷȱȮȺією �(�), Ȥ Ȳȶ-Ȫȩ, ȱȩ ȯȬȼȩ ⟨�⟩ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, Ȥ ȭ ⟨�(�)⟩. Ǵȯя ȸȷȱȮȺії θ(� − �),ȽȲ ȨȲȴіȦȱює ͳ ȳȴȬ ȨȲȨȤȶȱіȹ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȹ і Ͳ ȳȴȬ ȦіȨ’єȰȱȬȹ, ȰȬ ȰȤєȰȲ⟨θ(� −�)⟩ = Prob(� < � |ρ) [Ⱥȩ ȥȷȯȲ ȦȬȦȩȨȩȱȲ Ȧ § ˕.˗]. ǾȶȪȩ, ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȹ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȹ ȷȰȲȦ, ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Prob(� < � |ρ) ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶьȦіȨ ȻȤȵȷ. ȂȤȮȤ ȦȩȯȬȻȬȱȤ � ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя іː˕ˈґ˓˃ˎˑˏ ˓˖˘˖.



ǷȤȨȤȻі ˜˜ǷȲȮȴȩȰȤ, ȫ іȱȦȤȴіȱȤȶȱȲȵȶі� ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь ȦȬȳȯȬ-ȦȤє, ȽȲ іˏ˒˖ˎь˔ є іȱȶȩґȴȤȯȲȰ ȴȷȹȷ. ǰ іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь� ȦіȨȱȲȵȶȱȲ ȲȥȩȴȶȤȱ-ȱя ȴȲȥȬȶь іȱȶȩґȴȤȯȲȰ ȴȷȹȷ ˏˑˏˈː˕ іˏ˒˖ˎь˔˖. (ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲȨȯя ȫȤȰȮȱȩȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ, ȽȲ ȱȩ ȳȩȴȩȥȷȦȤюȶь ȷ ȦȫȤєȰȲȨії ȫ іȱȼȬȰȬ ȵȬȵȶȩ-ȰȤȰȬ; ȯȬȼȩ ȶȲȨі ȳȴȲȵȶȲȴȲȦі ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя ȶȤ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȩ ȦȳȯȬȦȤюȶь ȱȤїȹȱіȭ ȵȶȤȱ.) ЯȮȽȲ� ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �— іȱȼȬȰȬ ȵȯȲȦȤȰȬ, яȮȽȲ Ȧіȱ іȱȦȤȴі-ȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȻȤȵȲȦȬȹ ȶȴȤȱȵȯяȺіȭ, — ȶȲ (͵.͹Ͷ) ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ� ȵȤȰ ȳȲȵȲȥі ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȫȥȩȴȩȪȩȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ, ȽȲ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˈːˈ˓ґією ȵȬȵȶȩȰȬ.ǿȲȱяȶȶя іː˕ˈґ˓˃ˎ˖ ˓˖˘˖ ȱȩ ȵȯіȨ ȳȯȷȶȤȶȬ ȫ ȳȲȱяȶȶяȰ ˔˕˃˙іˑː˃˓ːˑˆˑ
˔˕˃ː˖. ǿȴȬȳȷȵȶіȰȲ, ȽȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴ� ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �, Ȥ ȦȩȮȶȲȴȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ�: |Ψ(Ͳ)⟩ = |�௡⟩ і�|�௡⟩ = �௡|�௡⟩.Ȇȩ ȲȳȬȵȷє ȵȶȤȱ, ȽȲ ȰȤє єȨȬȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії�௡. ȀіȼȩȱȱяȰ ȴіȦȱяȱȱя ȴȷ-ȹȷ (͵.͸Ͷ) Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ є ȳȴȲȵȶȲ|Ψ(�)⟩ = �ି௜ா೙௧/~|�௡⟩. (˖.˛˓)Іȫ ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȥȷȨь-яȮȲї ȨȬȱȤȰіȻȱȲїȫȰіȱȱȲї ℛ, ⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ = ⟨�௡|�|�௡⟩,ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ Ȩȯя ȶȤȮȲȧȲ ȵȶȤȱȷ. ȀȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȸȷȱȮȺії ȦіȨ �, ȰȬ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȨȤȯі ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Prob(ℛ < � |Ψ) ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȭȦіȨ ȻȤȵȷ. ȃ ˔˕˃˙іˑː˃˓ːˑˏ˖ ˔˕˃ːі ȵȩȴȩȨȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ˅˔і˘
ˇˋː˃ˏі˚ːˋ˘ ˅ˈˎˋ˚ˋː ȱȩ ȫȰіȱююȶьȵя ȫ ȻȤȵȲȰ, ȶȲȨі яȮ іː˕ˈґ˓˃ˎ ˓˖˘˖ ȰȤє ȱȩ-ȫȤȯȩȪȱі ȦіȨ ȻȤȵȷ ȴȲȫȳȲȨіȯȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȶȤ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ˅˔і˘ ˔˕˃-
ːі˅.ȀȲȫȧȯяȨ іȱȶȩґȴȤȯіȦ ȴȷȹȷ Ȧ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȬȹ ȵȶȤȱȤȹ ȨȤє ȨȷȪȩ ȦȤȪȯȬȦі ȱȤ-ȵȯіȨȮȬ. ЯȮȽȲ [�, �] = Ͳ, ȶȲ, ȫȤ ȂȩȲȴȩȰȲю ˘ іȫ § ˔.˖, Ⱥі ȨȦȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȰȤ-юȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ � ȲȳȬȵȷюȶь ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱі ȵȶȤȱȬ, ȶȲ їȹ ȰȲȪȱȤ ȳȴȬȧȲȶȷȦȤȶȬ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ(іȨȩȶьȵя ȳȴȲ ȦȬȴȲȨȪȩȱі, ȥȲ ȱȩȦȬȴȲȨȪȩȱі ȤȦȶȲȰȤȶȬȻȱȲ ȰȤюȶь ȶȤȮȷ ȦȯȤȵȶȬ-Ȧіȵȶь), ȽȲ Ȧ ȱȬȹ і ȩȱȩȴґія, і ȨȬȱȤȰіȻȱȤ ȫȰіȱȱȤ� ȰȤȶȬȰȷȶь єȨȬȱі ȫȱȤȻȩȱȱяȥȩȫ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲї ȨȬȵȳȩȴȵії. ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤȮȬȹ іȱȶȩґȴȤȯіȦ ȴȷȹȷ ȱȤȨ-ȫȦȬȻȤȭȱȲ ȮȲȴȬȵȱі Ȩȯя ȮȯȤȵȬȸіȮȤȺії ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ.
ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ЗǳȲȯȲȦȱȬȰ ȨȪȩȴȩȯȲȰ Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȴȲȫȨіȯȷ є ȴȲȥȲȶȬ Ȃ. Ȅ. ǴȪȲȴȨȤȱȤ [˜˜] і[˔˓˓].



˔˓˓ ȀȲȫȨіȯ ˖. ǺіȱȩȰȤȶȬȮȤ ȶȤ ȨȬȱȤȰіȮȤ
З˃ˇ˃˚і

͵.ͳ. ǿȴȲȵȶіȴ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȰȤȵȶȤȥȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь � → �′ = �௖�,Ȩȩ � — ȳȩȦȱȬȭ ȳȤȴȤȰȩȶȴ. ǲіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬ-ȵȤȶȬ, яȮ �௜௖஽ , Ȩȩ� є ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȰȤȵȼȶȤȥȷȦȤȱȱя. ǲȬȫȱȤȻȶȩȮȲȰȷȶȤȶȲȴ [�, �] ȰіȪ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȰȤȵȼȶȤȥȷȦȤȱȱя ȶȤ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя. (ǽȩȦȵі ȫȤȮȲȱȬ ȸіȫȬȮȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱі ȦіȨȱȲȵȱȲ ȰȤȵȼȶȤȷȦȤȱȱя ȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȶȲȪ ȺяȵȬȰȩȶȴія Ȱȩȱȼ ȫȤȧȤȯьȱȤ, ȱіȪ ȶі, яȮі ȰȬ ȴȲȫȧȯяȨȤȯȬ Ȧ ȺьȲȰȷ ȴȲȫȨіȯі.)
͵.ʹ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȶȲȶȲȪȱіȵȶю ЯȮȲȥі, ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȬ [�஑, �ஒ],[�஑, �ஒ] і [J஑, �] ȱȩ ȰȤюȶь ȨȲȨȤȱȮіȦ, ȮȴȤȶȱȬȹ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі.
͵.͵. ǴȲȦȩȨіȶь ȱȤȵȶȷȳȱȷ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь, ȷ яȮіȭ � і � є ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ, Ȥ � — ȳȤ-ȴȤȰȩȶȴȲȰ:�௫஺��ି௫஺ = � + [�, �]� + [�, [�, �]]ʹ �ଶ + [�, [�, [�, �]]]ʹ �ଷ +⋯
͵.Ͷ. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ, яȮі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȷȰȲȦі �஺ା஻ =�஺�஻�ି భమ [஺, ஻], ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȴіȦȱіȵȶь [�, [�, �]] = [�, [�, �]] = Ͳ.
͵.ͷ. ǿȩȴȩȦіȴȶȩ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь [��, �] = �[�, �] + [�, �]�.
͵.͸. ǿȩȴȩȦіȴȶȩ ȦȬȮȲȱȤȱя ȴіȱяȱь (͵.͵ͷc,d,e), яȮȽȲ Ȧ ȱȬȹ ȫȤȰіȵȶь J ȳіȨȵȶȤ-ȦȬȶȬ � × �.
͵.͹. ȃȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(�) = exp(�� ⋅ �) ȲȳȬȵȷє ȰȬȶȶєȦȬȭ (� = Ͳ) ȱȤ-ȵȯіȨȲȮ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȨȲ ȴȷȹȲȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȦіȨȯіȮȷ ȫ ȦіȨȱȲȵȱȲю ȼȦȬȨȮіȵȶю�. ȆȬȰ ȱȤȵȯіȨȮȲȰ є ���ିଵ = � − ��, ���ିଵ = �.ǷȱȤȭȨіȶь ȶȤȮȬȭ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ�௧ , ȽȲ ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ�(�, �) = exp(��⋅�௧)ȨȤȦȤȶȬȰȩ ȳȲȦȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя:���ିଵ = � − ��, ���ିଵ = � − ���.ǿȩȴȩȮȲȱȤȭȶȩȵя, ȽȲ �௧ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨ-ȱȲȼȩȱȱяȰ іȫ �, J і �, яȮ і �.
͵.ͺ. ǷȱȤȭȨіȶь ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя Ȧ ȮȤȴȶȬȱі ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ�ு(�)Ȩȯя Ȧіȯь-ȱȲї ȻȤȵȶȮȬ.
͵.ͻ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȴіȦȱяȱȱяȰ ȴȷȹȷ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ρ(�), ȳȲȮȤȪіȶь,ȽȲ ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ ȱіȮȲȯȬ ȱȩ ȳȩȴȩȭȨȩ Ȧ ȫȰіȼȤȱȬȭ і ȱȤȦȳȤȮȬ.



ǷȤȨȤȻі ˔˓˔
͵.ͳͲ. ЯȮȽȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ� = �଴+�ூ , ȶȲ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȶȤȮȫȦȤȱȷ ˍ˃˓˕ˋː˖ ˅ˊ˃єˏˑˇії, ȼȯяȹȲȰ ȱȤȵȶȷȳȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȵȶȤȱіȦ і ȨȬȱȤȰі-ȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȮȤȴȶȬȱȬ ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ:|Ψூ(�)⟩ = exp൛ ௜

~
(� − �଴)�଴ൟ |Ψ௦(�)⟩,ρூ(�) = exp൛ ௜

~
(� − �଴)�଴ൟ ρ௦(�) exp൛− ௜

~
(� − �଴)�଴ൟ ,�ூ(�) = exp൛ ௜

~
(� − �଴)�଴ൟ �௦ exp൛− ௜

~
(� − �଴)�଴ൟ .ǷȱȤȭȨіȶь ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ |Ψூ(�)⟩ȶȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷρூ(�)і ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȦȲȱȲ ȦȬȫȱȤȻȤє ȻȤȵȲȦȷ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȯȬȼȩ ȽȲȨȲ ȻȯȩȱȤ „ȦȫȤє-ȰȲȨії“�ூ . ǴȤȯі ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬℛ,ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲї ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ �, ȷ ȮȤȴȶȬȱі ȦȫȤєȰȲȨії ȰȤє ȶȤȮȷ Ȫ ȫȤȯȩȪȱіȵȶьȦіȨ ȻȤȵȷ, яȮ і Ȧ ȮȤȴȶȬȱȤȹ ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȭ ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ.

͵.ͳͳ. ǴȲȥȷȶȲȮ ǺȴȲȱȩȮȩȴȤ ȨȦȲȹ ȰȤȶȴȬȺь � = � ⊗ � ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȻȩȴȩȫȭȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ, яȮ�஑ஓ,ஒஔ = �஑ஒ�ஓஔ, Ȩȩ ȴяȨȮȬ ȳȲȫȱȤȻȩȱȲ ȳȤȴȤȰȬαɀ, Ȥ ȵȶȲȦȳȺі — Ɂɀ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȵȯіȨ Ⱥієї ȰȤȶȴȬȺі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȵȳіȦȦіȨȱȲ-ȼȩȱȱю Tr� = (Tr�)(Tr�).
͵.ͳʹ. ǽȩȹȤȭ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȨȦȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ � =�ଵ ⊗ � + � ⊗ �ଶ (ȶȲȥȶȲ, ȰіȪ ȱȬȰȬ ȦіȨȵȷȶȱя ȦȫȤєȰȲȨія). ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲȦіȨȳȲȦіȨȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȩȦȲȯюȺії є �(�) = �ଵ(�) ⊗ �ଶ(�), Ȩȩ �ଵ(�) =exp(−���ଵ/~) і �ଶ(�) = exp(−���ଶ/~).



ȀȲȫȨіȯ ˗
ʙˑˑ˓ˇˋː˃˕ːˈ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːя ˕˃ ˌˑˆˑ ˊ˃˔˕ˑ˔˖˅˃ːːя

§ Ͷ.ͳ. ʙˑˑ˓ˇˋː˃˕ːˈ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːяǴȯя ȷȶȦȲȴȩȱȱя ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːя ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȲȥȬȴȤєȶьȵя ȳȲȦȱȬȭ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȥȤȫȬȵ {|�௜⟩}, і ȨȲȦіȯьȱȬȭȦȩȮȶȲȴ |ɗ⟩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȱȤȥіȴ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ {�௜}, Ȩȯя яȮȬȹ |ɗ⟩ =∑௜ |�௜⟩. Ȇі ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ �௜ = ⟨�௜|ɗ⟩ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȦȩȮȶȲȴ-ȵȶȲȦȳȩȺь(ȰȲȪȯȬȦȲ, ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȦȬȰіȴȱȬȭ) ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȥȤȫȬȵȨȬȵȮȴȩȶȱȬȭ.
Кˑˑ˓ˇˋː˃˕ːˈ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːя ȲȶȴȬȰȷюȶь ȳȴȬ ȦȬȥȲȴі ȥȤȫȬȵȲȰ ȱȤȥȲ-ȴȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ {|�⟩} ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ (͵.͵͸).ǾȵȮіȯьȮȬ Ⱥȩ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ (ȩȯȩȰȩȱȶȬ яȮȲȧȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȱȩ ȨȲ ȵȤȰȲȧȲȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, Ȥ ȨȲ ȴȲȫȼȬȴȩȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ Ω×), ȶȲ ȮȲȩȸіȺієȱ-ȶȬ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȷȶȦȲȴююȶь ȱȩ ȨȬȵȮȴȩȶȱȷ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь, Ȥ ȸȷȱȮȺію ȱȩȳȩ-ȴȩȴȦȱȲї ȫȰіȱȱȲї ɗ(�) = ⟨�|ɗ⟩. ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȲїȶȩȲȴȩȰȬ (§ ˔.˗), ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȩȮȶȲȴ |ɗ⟩ ȫ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі|ɗ⟩ = ∑

� |�⟩⟨�|ɗ⟩ = න |�⟩ɗ(�) �ଷ�,Ȥ ȲȶȪȩ, ⟨ɗ|ɗ⟩ = නɗ∗(�)ɗ(�) �ଷ� = න |ɗ(�)|ଶ �ଷ�.ǾȵȮіȯьȮȬ |ɗ⟩ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȶȲ ⟨ɗ|ɗ⟩ < ∞, Ȥ ȫȦіȨȵȬȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ɗ(�) ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȮȦȤȨȴȤȶȬȻȱȲ іȱ-ȶȩґȴȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȷ ȶȴȬȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, яȮȬȭ ȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȺі ȳȲȫȱȤ-ȻȤєȶьȵя �ଶ(ℝଷ). ǷȤ ȦȩȯȬȮȬȰ ȴȤȹȷȱȮȲȰ, Ⱥȩ ȯȬȼȩ ȳȬȶȤȱȱя ȵȰȤȮȷ — ȧȲȦȲȴȬ-ȶȬ, ȽȲ Ⱥі ȸȷȱȮȺії ȷȶȦȲȴююȶь ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȯіȱіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȦȩȮȶȲȴіȦȵȶȤȱȷ, ȻȬ ȦȦȤȪȤȶȬ, ȽȲ ȵȤȰ ȯіȱіȭȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ ɗ(�).Ǵія ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȸȷȱȮȺіȭ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵȬȶьȵя ȫ ȭȲȧȲ Ȩією Ȧ Ȥȥ-ȵȶȴȤȮȶȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ�ɗ(�) = ⟨�|�|ɗ⟩, Ȩȩ ɗ(�) = ⟨�|ɗ⟩. (˗.˔)



§ ˗.˔. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ˔˓˖Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ ȰȬ ȦȪȬȦȤȶȬȰȩȰȲ ȲȨȱȤȮȲȦі ȵȬȰȦȲȯȬ Ȩȯя ȳȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴіȦ ȷ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі і Ȧ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴіȸȷȱȮȺіȭ. ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя (Ͷ.ͳ) ȨȲ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃ ˒ˑˎˑˉˈːːя �஑ ȫ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȱ-ȱяȰ (͵.͵͸) ȨȤє ⟨�|�஑|ɗ⟩ = �஑⟨�|ɗ⟩ ȶȲȰȷ ȭȲȧȲ Ȩія Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴі ȸȷȱȮȺіȭ ȳȲȯя-ȧȤє Ȧ ȳȴȲȵȶȲȰȷ ȰȱȲȪȩȱȱі ȱȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȷ ȳȲȯȲȪȩȱȱя:�஑ɗ(�) = �஑ɗ(�). (˗.˕)ǲȬȧȯяȨ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃ іˏ˒˖ˎь˔˖ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȭȲȧȲ ȴȲȯю, яȮ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь (͵.ͶͲ): exp(−�� ⋅ �/~)|�⟩ = |� + �⟩ (ȮȲȱȵȶȤȱȶȷ ~ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȲ ȱȤȳȴȬȮіȱȺі § ˖.˗). ȂȲȨі ȰȤєȰȲ⟨� + �|ɗ⟩ = ⟨�| exp൬ �
~
� ⋅ �൰ |ɗ⟩ == ⟨�|൬ͳ + �

~
� ⋅ �൰ |ɗ⟩ + �(�ଶ).ȂȲȰȷ, ȫȧіȨȱȲ ȫ (Ͷ.ͳ),ɗ(� + �) = ɗ(�) + ൬ �

~
� ⋅ �൰ɗ(�) + �(�ଶ).ǽȩȹȤȭ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȩ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя�ȥȷȨȩ ȵȳȴяȰȲȦȤȱȩ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵіα. ȂȲ-Ȩі ɗ(� + �) − ɗ(�)|�| = �
~
�஑ɗ(�) + �(�ଶ)|�| .ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȯіȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ Ⱥієї ȴіȦȱȲȵȶі Ȧ ȰȩȪі |�| → Ͳ ȨȤє ∂ɗ(�)/∂�஑, ȶȲ�஑ = −�~ ∂∂�௔ , � = −�~� (˗.˖)є ȸȲȴȰȲю ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі.ȂȴȩȥȤ ȫȤȫȱȤȻȬȶȬ, ȽȲ ȳȩȴȼȩ ȴіȦȱяȱȱя Ȧ (Ͷ.͵) ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȩ ȯȬȼȩ Ȩȯя Ȩȩ-ȮȤȴȶȲȦȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ІȰȳȷȯьȵ, ȵȳȴяȪȩȱȬȭ ȨȲ ȨȲȦіȯьȱȬȹ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȬȹ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶ �, ȫȤȧȤȯȲȰ ːˈ ˏ˃є ȦȬȧȯяȨȷ −�~∂/∂�. Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȳȴȲіȯюȵȶȴȷȦȤȶȬ,ȦȬȴȤȫȬȦȼȬ ȵȮȤȯяȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � ⋅ � = −~ଶ� ȷ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹі ȫȤȳȬȵȤȦȼȬ ȭȲȧȲ, яȮ � ⋅ � = �ଶ௥ + �ଶ�ିଶ, Ȩȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �௥ ȦȮȯюȻȤє ∂/∂�, ȤȲȳȩȴȤȶȲȴ � — ∂/∂θ і ∂/∂ɔ; і ȶȤȮȬȰ ȵȳȲȵȲȥȲȰ ȰȬ ȫȰȲȪȩȰȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ, ȽȲ�௥ = −�~�ିଵ(∂/∂�)�. ЯȦȱȲ ȳȴȬȦіȯȩȭȲȦȤȱȬȭ ȵȶȤȶȷȵ ȳȴяȰȲȮȷȶȱȬȹ ȮȲȰȳȲ-ȱȩȱȶіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ ȳȲȹȲȨȬȶь ȫ їȹȱьȲї ȴȲȯі ґȩȱȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴȩȱь ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲї ȵȬȰȩȶȴії. ǺȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ [�, �௫] = �~ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȥȷȨь-яȮȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȦȬȧȯяȨȷ �௫ = −�~[�(�)]ିଵ(∂/∂�)�(�).ǿȴȲȶȩ ȳȴȲȵȶіȴ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь � → � + �, ȶȲȪ ґȩ-ȱȩȴȤȶȲȴ ȺȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь �௫ ȳȲȦȬȱȩȱ ȰȤȶȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȷ ȸȲȴȰȷ ȦіȨȱȲȵȱȲ



˔˓˗ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя� → � + �. ǾȶȪȩ, ȰȤє ȥȷȶȬ �(�) = ͳ. ǶȲȨȱȲȧȲ ȶȤȮȲȧȲ ȤȴґȷȰȩȱȶȷ ȱȩ ȰȲȪȱȤȱȤȦȩȵȶȬ ȱȤ ȮȲȴȬȵȶь ȨȲȦіȯьȱȲї ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǷȲȮȴȩȰȤ,Ȩȯя ȴȤȨіȤȯьȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя � → � + � ȱȩ є ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲю ȵȬ-Ȱȩȶȴією, ȥȲ Ⱥȩ ȷȶȦȲȴює ȴȲȫȴȬȦ ȨȲȦȮȲȯȤ ȶȲȻȮȬ � = Ͳ. ȂȲȰȷ ȦіȨ ȵȤȰȲȧȲ ȳȲ-ȻȤȶȷ ȱȩ ȥȷȯȲ ȳіȨȵȶȤȦ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲ �௥ ȰȤȶȬȰȩ ȦȬȧȯяȨ −�~∂/∂�.
§ Ͷ.ʹ. ʤ˅ˋˎьˑ˅ˈ ˓і˅ːяːːя ˕˃ ˌˑˆˑ іː˕ˈ˓˒˓ˈ˕˃˙іяȀіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ Ȩȯя ȻȬȵȶȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ �|Ψ(�)⟩ = �~(∂/∂�)|Ψ(�)⟩.ǽȤȭȫȤȧȤȯьȱіȼȲю ȸȲȴȰȲю ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ� Ȩȯя ȥȩȫȵȳіȱȲȦȲї ȻȤȵȶȮȬ, ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȲ ȨȲ (͵.͸Ͳ), є ȵȷȰȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲї ȶȤ ȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȩȱȩȴґії. ǷȤȦіȨȵȷȶȱȲȵȶі ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ (ȲȶȪȩ, ȥȩȫ ȰȤґȱіȶȱȲȧȲ ȳȲȯя) ȲȳȩȴȤȶȲȴȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȩȱȩȴґії ȻȤȵȶȮȬ ȫ ȰȤȵȲю� є�⋅�/ʹ� = (−�~ଶ/ʹ�)�ଶ. Ǵȯя ȻȤȵȶȮȬȷ ȵȮȤȯяȴȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱȺіȤȯі�(�) ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯȩȱȱі є ˘˅ˋˎьˑ˅ˋˏ ˓і˅ːяːːяˏШ˓ˑˇˋːґˈ˓˃:

൤− ~
ଶʹ��ଶ +�(�)൨Ψ(�, �) = �~ ∂∂�Ψ(�, �). (˗.˗)

ǿȲȫȤяȮ (Ͷ.Ͷ) ȰȤє ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȷ ȸȲȴȰȷ ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя, ȨȷȪȩ ȵȳȲ-ȮȷȵȯȬȦȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷȦȤȶȬ ȹȦȬȯьȲȦȷ ȸȷȱȮȺію, яȮ ȸіȫȬȻȱȩ ȳȲȯȩ ȤȥȲ „ȹȦȬ-ȯю“, ȽȲ ȳȲȼȬȴюєȶьȵя Ȧ ȶȴȬȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȰȲȪȩ ȦȬȨȤȶȬ-ȵя ȨȷȪȩ ȳȴȤȦȨȲȳȲȨіȥȱȬȰ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя, ȽȲ ȹȦȬȯьȲȦȩ ȳȲȯȩ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲȳȲȦ’яȫȤȱȩ ȫ ȻȤȵȶȮȲю — і, ȱȤȦіȶь, ȽȲ ȻȤȵȶȮȷ ȰȲȪȱȤ ȲȶȲȶȲȪȱȬȶȬ ȫ ȯȲȮȤȯі-ȫȲȦȤȱȬȰ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȹȦȬȯьȲȦȬȰ ȳȤȮȩȶȲȰ, ȷȶȦȲȴȩȱȬȰ іȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȹ ȴі-ȼȩȱь ȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя. Ǵȯя ȳȲȳȩȴȩȨȪȩȱȱя ȶȤȮȲȧȲ ȹȬȥȱȲȧȲ ȶȯȷȰȤȻȩȱȱя ȰȬȱȩȧȤȭȱȲ ȷȫȤȧȤȯьȱȬȰȲ (Ͷ.Ͷ) Ȩȯя ȥȤȧȤȶȲȻȤȵȶȮȲȦȬȹ ȵȬȵȶȩȰ.Ǵȯя ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȵȬȵȶȩȰȬ � ȻȤȵȶȲȮȶȴȩȥȤ ȲȥȴȤȶȬ ȫȤ ȥȤȫȬȵ ȵȳіȯьȱі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȯȲȪȩȱȱя�(ଵ), �(ଶ), … , �(ே). ЯȮ ȥȷȯȲ ȲȥȧȲȦȲȴȩȱȲ Ȧ § ˖.˘, Ⱥі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȦȬ-ȧȯяȨ ȨȲȥȷȶȮȷ |�(ଵ), … , �(ே)⟩ = |�(ଵ)⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |�(ே)⟩. ȂȲȨі ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ |Ψ⟩ȥȷȨȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲ ȷ ȦȬȧȯяȨі „ȹȦȬȯьȲȦȲї“ ȸȷȱȮȺії ȥȤȧȤȶьȲȹ ȫȰіȱȱȬȹ:
⟨�(ଵ), … , �(ே)|Ψ⟩ = Ψ(�(ଵ), … , �(ே)). (˗.˘)

ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȵȬȵȶȩȰȬ є ȵȷȰȲю ȮіȱȩȶȬȻȱȬȹ ȶȤ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȹ ȩȱȩȴґіȭ ȲȮȴȩ-ȰȬȹ ȻȤȵȶȲȮ і ȵȮȤȯяȴȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ ȰіȪȻȤȵȶȮȲȦȲї ȦȫȤєȰȲȨії�(�(ଵ), … , �(ே)).



§ ˗.˕. ȅȦȬȯьȲȦȩ ȴіȦȱяȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ˔˓˘ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ
൥− ே∑

௡ୀଵ ~
ଶʹ�௡�ଶ௡ + ே∑

௡ୀଵ�(�(௡)) + �(�(ଵ), … , �(ே))൩Ψ(�(ଵ), … , �(ே), �) =
= �~ ∂∂�Ψ(�(ଵ), … , �(ே), �). (˗.˙)�-ȻȤȵȶȮȲȦȩ ȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.͸) ȴȲȥȬȶь ȱȩȳȴȬȭȱяȶȱȬȰȬ ȨȩяȮі ȫ ȶȯȷȰȤȻȩȱь,ȽȲ ȫȨȤȦȤȯȬȵя ȳȴȤȦȨȲȳȲȨіȥȱȬȰȬ Ȩȯя (Ͷ.Ͷ). ЯȮȥȬ ȸіȫȬȻȱȩ ȹȦȬȯьȲȦȩ ȳȲȯȩȥȷȯȲ ȳȲȦ’яȫȤȱȩ ȫ ȻȤȵȶȮȲю ȤȥȲ Ȫ ȻȤȵȶȮȤ ȲȶȲȶȲȪȱюȦȤȯȤȵя ȫ ȹȦȬȯьȲȦȬȰ ȳȤ-ȮȩȶȲȰ, ȶȲ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ� ȻȤȵȶȲȮ ȰȬ ȥ ȲȶȴȬȰȤȯȬ� ȦȫȤєȰȲȨіюȻȬȹ ȹȦȬȯь ȷ ȶȴȬ-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ǰȯȩ, ȫȧіȨȱȲ ȫ (Ͷ.͸), Ⱥȩ ȱȩ ȶȲȭ ȦȬȳȤȨȲȮ — ȱȤȶȲȰіȵȶьȰȬ ȰȤєȰȲ ȲȨȱȷ „ȹȦȬȯьȲȦȷ“ ȸȷȱȮȺію Ȧ ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲȰȷ ͵�-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȮȲȱ-ȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ȅȬȥȱȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія Ψ, яȮ ȹȦȬȯі Ȧ ȫȦȬȻȤȭȱȲȰȷȳȴȲȵȶȲȴі, ȦȬяȦȬȯȤȵя ȰȲȪȯȬȦȲю ȯȬȼȩ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȥіȯьȼіȵȶь ȶȬȳȲȦȬȹ ȫȤȵȶȲ-ȵȷȦȤȱь ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ ȰȤюȶь ȵȳȴȤȦȷ ȫ ȲȨȱȲȻȤȵȶȮȲȦȬȰȬ ȵȶȤȱȤȰȬ, ȨȯяяȮȬȹ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ȶȤ ȫȦȬȻȤȭȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ іȫȲȰȲȴȸȱі.ǺȲȴȩȮȶȱȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіяΨ ȳȲȯяȧȤє Ȧ її ȴȲȫȧȯяȨі, яȮ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲї ȸȷȱ-ȮȺії, ȫ яȮȲї ȰȲȪȱȤ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȴȲȫȳȲȨіȯȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя Ȧȵіȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩ-ȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȫ ȴіȦȱяȱȱя (ʹ.͵Ͳ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ |Ψ(�(ଵ), … , �(ே))|ଶє ȳȬȶȲȰȲю ȭȰȲȦіȴȱіȵȶю Ȧ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȽȲ ȻȤȵȶȮȤ ˔ ȳȩȴȩ-ȥȷȦȤє Ȧ ȳȲȯȲȪȩȱȱі �(ଵ), ȻȤȵȶȮȤ ˕ — Ȧ ȳȲȯȲȪȩȱȱі �(ଶ), …, Ȥ ȻȤȵȶȮȤ � — ȷȳȲȯȲȪȩȱȱі �(ே).ǽȩȲȥȹіȨȱіȵȶь ȵȷȶȲ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȹȦȬȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺії ȰȲ-ȪȱȤ ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȦȤȶȬ Ȧ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі, ȵȹȩȰȤȶȬȻȱȲ ȫȲȥȴȤȪȩȱȲȰȷ ȱȤȀȬȵ. ˗.˔, ȷ яȮȲȰȷ ȻȤȵȶȮȬ ȵȳȴяȰȲȦȷюȶьȵя ȱȤ ȱȤȳіȦȳȴȲȫȲȴȬȭ, ȱȤȳіȦȨȫȩȴ-ȮȤȯьȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ. ǿȴȲȳȷȽȩȱі Ȯȴіȫь ȱьȲȧȲ ȶȤ ȦіȨȥȬȶі ȱȬȰ ȻȤȵȶȮȬ ȳȲȶȴȤȳȯя-юȶь ȱȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ �ଵ і �ଶ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ. ǿȲȶȩȱȺіȤȯ �(�) ȥȤȴ’єȴȤ ȶȤȮȬȭ, ȽȲȦȹіȨȱȬȭ ȹȦȬȯьȲȦȬȭ ȳȤȮȩȶ [ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.Ͷ)] ȳȲȨіȯяєȶьȵя ȱȤ ȨȦȤȲȮȴȩȰі ȹȦȬȯьȲȦі ȳȤȮȩȶȬ — ȦіȨȥȬȶȬȭ і ȳȴȲȳȷȽȩȱȬȭ. (ȂȤȮȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȯȩȧ-ȮȲ ȵȶȦȲȴȬȶȬ Ȧ ȲȨȱȲȰȷ ȦȬȰіȴі. ǻ. Ȉіȸ ȷ [˔˙˔], ȵȶȲȴ. ˔˓˙–˔˓˜, ȳȲȮȤȫȤȦ ȵȩȴіїȫґȩȱȩȴȲȦȤȱȬȹ ȮȲȰȳ’юȶȩȴȲȰ ȫȲȥȴȤȪȩȱь ȳȲȼȬȴȩȱȱя ȨȦȲȹ ȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȳȤȮȩ-ȶіȦ.) Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ ȤȱȤȯіȫȷ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȲ, ȽȲ ȵȷȰȤȴȱі іȱȶȩȱȵȬȦȱȲȵȶі ȲȥȲȹȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȳȤȮȩȶіȦ ȲȨȱȤȮȲȦі.ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȽȲ Ȩію ȨȪȩȴȩȯȤ � ȰȲȪȱȤ ȲȳȬȵȤȶȬ, яȮ ȩȰіȵію іȨȩȱȶȬ-ȻȱȬȹ ȱȲȴȰȤȯіȫȲȦȤȱȬȹ ȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȳȤȮȩȶіȦ ȷ ȦȬȳȤȨȮȲȦі ȰȲȰȩȱȶȬ ȻȤȵȷ іȫ ȵȩ-ȴȩȨȱьȲю ȼȦȬȨȮіȵȶю � ȱȤ ȵȩȮȷȱȨȷ, Ȥȯȩ ȱȩ ȥіȯьȼȩ, ȱіȪ ȲȨȱȷ, ȫȤ ȳȩȦȱȬȭ ȰȤ-ȯȬȭ іȱȶȩȴȦȤȯ Δ� ≪ ͳ/�. ȂȲȨі ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȩȰіȵії ȳȤȮȩȶȷ ȦȳȴȲȨȲȦȪ ȨȲȦіȯь-ȱȲȧȲ ȦіȨȴіȫȮȷ ȻȤȵȷ ȶȤȮȲї ȶȴȬȦȤȯȲȵȶі є � = �Δ�. ǲȳȴȲȨȲȦȪ ȮȲȪȱȲȧȲ ȶȤȮȲȧȲіȱȶȩȴȦȤȯȷ ȮȲȪȩȱ ȫ ȨȦȲȹ ȨȩȶȩȮȶȲȴіȦ ȰȲȪȩ ȫȤȴȩєȵȶȴȷȦȤȶȬ, Ȥ ȰȲȪȩ ȭ ȱȩ ȫȤȴȩ-



˔˓˙ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. Ͷ.ͳ. ǾȻіȮȷȦȤȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ ȫ ȦȬяȦȯȩȱȱя ȵȬȱȹȴȲȱȱȲȵȶі ȳȲȨіȭ,ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ (a), (b) i (c), ȲȥȧȲȦȲȴȩȱȬȹ ȷ ȶȩȮȵȶі.
єȵȶȴȷȦȤȶȬ ȳȲȶȴȤȳȯяȱȱя ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȳȤȮȩȶȷ. ЯȮȽȲ ȲȥȬȨȦȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ, �ଵі �ଶ, ȵȳȴȤȺьȲȦȷюȶь ȫȤ Ⱥȩȭ ȫȤ Ⱥȩȭ ȻȤȵ, ȶȲ ȶȤȮȤ ȵȬȱȹȴȲȱȱȤ ȳȲȨія ȶȤȮȲȪ ȴȩ-єȵȶȴȷєȶьȵя ȭ ȯіȻіȯьȱȬȮȲȰ �ଵଶ. Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȨȲȵȯіȨȬȰȲ ȲȻіȮȷȦȤȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬȨȯя ȶȴьȲȹ ȴіȫȱȬȹ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіȭ.(a) ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȽȲ ȹȦȬȯьȲȦȬȭ ȳȤȮȩȶ і є ȻȤȵȶȮȲю. ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȤ ȥȤȴ’єȴіȳȤȮȩȶ ȨіȯȬȶьȵя ȱȤȦȳіȯ, ȶȲ, ȫȧіȨȱȲ ȫ ȴіȼȩȱȱяȰ ȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.Ͷ), ȲȥȬ-ȨȦȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ ȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȶȬȰȷȶь ȲȨȱȲȻȤȵȱȲ, ȴȩєȵȶȴȷюȻȬ ȨȦі ȳȲȴ-Ⱥії ȴȲȫȨіȯȩȱȲȧȲ ȳȤȮȩȶȤ. ǾȶȪȩ, ȫȤȳȬȵȬ ȯіȻȬȯьȱȬȮіȦ�ଵ,�ଶ і �ଵଶ ȥȷȨȷȶьіȨȩȱȶȬȻȱȬȰȬ, яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ґȴȤȸіȮȷ (a) ȀȬȵ. ˗.˔.(b) ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ ȹȦȬȯьȲȦȷ ȸȷȱȮȺію ȫ (Ͷ.Ͷ) ȸіȫȬȻȱȬȰ ȳȲȯȩȰ ȷ ȫȦȬȻȤȭ-ȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, яȮȩ, ȲȨȱȤȮ, ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤȶȬ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ.Ǽȩȱȼȩ ȫ ȶȬȰ, ȦȲȱȲ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȩȸȩȮȶіȦ Ȼȩȴȩȫ ȵȶȲ-ȹȤȵȶȬȻȱȬȭ ȦȳȯȬȦ ȱȤ ȨȤȶȻȬȮȬ, іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȱȱя яȮȬȹ ȳȴȲ-



§ ˗.˖. ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя Ȩȯя ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ˔˓˚ȳȲȴȺіȭȱȤ іȱȶȩґȴȤȯȲȦі ȦіȨ |Ψ(�, �)|ଶ ȳȲ ȤȮȶȬȦȱȲȰȷ Ȳȥ’єȰȷ ȨȩȶȩȮȶȲ-ȴȤ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȩȰіȵії ȳȴȲȶяȧȲȰ іȱȶȩȴȦȤȯȷ Δ� є � = �Δ� іȲȵȮіȯьȮȬ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ ȹȦȬȯьȲȦȬȭ ȳȤȮȩȶ ȨіȯȬȶьȵя ȱȤȴіȦȱȲ ȰіȪ ȦіȨȥȬ-ȶȬȰ і ȳȴȲȳȷȽȩȱȬȰ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ, ȶȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȱȱя�ଵ ȦȳȴȲȨȲȦȪ ȦіȨȴіȫȮȷ ȻȤȵȷΔ� ȨȲȴіȦȱює �/ʹ; і ȶȤȮ ȵȤȰȲ Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬ-ȦȲ Ȩȯя ȨȩȶȩȮȶȲȴȤ �ଶ. ЯȮȽȲ ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȲ ȨȲȵȬȶь ȨȤȯȩȮȲȲȨȬȱ ȦіȨ ȲȨȱȲȧȲ, ȽȲȥ ȴȲȫȨіȯȩȱі ȹȦȬȯьȲȦі ȳȤȮȩȶȬ ȱȩ ȳȩȴȩȮȴȬȦȤȯȬȵя,ȶȲ ȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȱȱя �ଵ і �ଶ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȰȬ ȳȲȨіяȰȬ. ȂȲȨіȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȦȲȱȬ ȵȳȴȤȺююȶь ȵȬȱȹȴȲȱȱȲ, ȥȷȨȩ
� = �ଶͶ , (˗.˚)яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ґȴȤȸіȮȷ (b) ȀȬȵ ˗.˔.(c) ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȱȤȴȩȼȶі, ȽȲ ȦȬȳȷȽȩȱȬȭ ȨȪȩȴȩȯȲȰ � Ȳȥ’єȮȶ є ȲȮȴȩ-ȰȲю ȻȤȵȶȮȲю, Ȥ |Ψ(�, �)|ଶ — ȳȬȶȲȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ Ȧ ȰȲȰȩȱȶ� ȦȲȱȤ ȳȩȴȩȥȷȦȤȶȬȰȩ Ȧ ȶȲȻȺі �. ǾȵȮіȯьȮȬ ȻȤȵȶȮȤ ȱȩ ȰȲȪȩ ȳȩȴȩȥȷȦȤȶȬȦ ȨȦȲȹ ȰіȵȺяȹ ȦіȨȴȤȫȷ, ȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȱȱя�ଵ і�ଶ ȷ ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ ȻȤȵ є ȦȫȤ-єȰȲȦȬȮȯюȻȱȬȰȬ ȳȲȨіяȰȬ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȬȰ, іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȵȬȱȹȴȲȱȱȲȧȲȵȳȴȤȺьȲȦȷȦȤȱȱя ȥȷȨȩ ȱȷȯьȲȦȲю, яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ґȴȤȸіȮȷ (c) ȀȬȵ. ˗.˔.ȅȲȻȤ Ⱥȩȭ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ȺіȯȮȲȰ ȴȩȤȯьȱȬȭ і ȰȤє ȦȩȯȬȮȩ ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя іȱȶȩȴ-ȳȴȩȶȤȺії ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ, ȭȲȧȲ ȱȤȦȴяȨ ȻȬ ȥȷȨȩ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ Ȩȯя ȩȯȩȮȶȴȲ-ȱіȦ ȤȥȲ іȱȼȬȹ ȰȤȵȬȦȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ. ǰ ȳȴȲȶȩ, ȤȱȤȯȲґіȻȱȬȭ ȨȲȵȯіȨ Ȩȯя ȸȲȶȲȱіȦȥȷȯȲ ȫȨіȭȵȱȩȱȲ ǺȯȤȷȫȩȴȲȰ (˔˜˚˗, [˖˜]), і ȲȶȴȬȰȤȱȬȭ ȱȬȰ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȦȬ-яȦȬȦȵя ȵȷȰіȵȱȬȰ ȯȬȼȩ ȫ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺією (c).

§ Ͷ.͵. ʞˈ˓ˈ˕˅ˑ˓ˈːːя Ґ˃ˎіˎˈя ˇˎя ˓і˅ːяːːя Ш˓ˑˇˋːґˈ˓˃ȃ ȀȲȫȨіȯі ˖ ȰȬ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȯȬ ȦȬȰȲȧȷ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ȵȬȰȩȶȴії Ȩȯя ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȥȤȫȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȶȤ ȴіȦ-ȱяȱь ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ, ȶȲȰȷ ȱȩȰȤ ȪȲȨȱȬȹ ȳȴȬȻȬȱ ȵȷȰȱіȦȤȶȬȵя Ȧ ȶȲȰȷ,ȽȲ ȦȬȧȯяȨ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȥȷȨȩ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȺȬȹ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱь. ǰ ȳȴȲȶȩ, ȥȷȨȩ ȮȲȴȬȵȱȲ ȳȲȮȤȫȤȶȬ ȭȲȧȲ іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȷ яȦȱȲȰȷȦȬȧȯяȨі ȭ ȫȤȴȤȫȲȰ ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȦȤȶȬ ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, яȮȲȧȲȫȤȫȱȤє ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія.Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ ȳȴȤȺюȦȤȶȬȰȩȰȲ ȯȬȼȩ Ȧ ȲȨȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȰȷ ȦȬȰіȴі(ȦȦȤȪȤюȻȬ ȫȤ ȳȴȲȰȲȦȻȤȱȱяȰ, ȽȲ ȴȩȼȶȤ ȨȦȤ ȱȩ ȫȤȫȱȤюȶь ȪȲȨȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴȩȱь). ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȨȦі ȵȬȵȶȩȰȬ ȦіȨȯіȮȷ — � іȫ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ � і �, ȶȤ �′ іȫ



˔˓˛ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ �′ і �′. �′ ȴіȦȱȲȰіȴȱȲ ȴȷȹȤєȶьȵя ȫі ȼȦȬȨȮіȵȶю � ȦіȨȱȲȵȱȲ �,Ȥ ȲȶȪȩ, � = �′ + ��′, � = �′. (˗.˛)ǿȲȶȩȱȺіȭȱȤ ȩȱȩȴґія, �(�, �) ȷ ȵȬȵȶȩȰі � і �′(�′, �′) ȷ ȵȬȵȶȩȰі �′, є ȵȮȤȯяȴ-ȱȲю ȸȷȱȮȺією ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, Ȥ ȶȲȰȷ, яȮ ȥȷȯȲ ȦȮȤȫȤȱȲ Ȧ § ˖.˕, ȰȤє ȳȩȴȩȶȦȲȴю-ȦȤȶȬȵя ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ �′(�′, �′) = �(�, �). (˗.˜)ȃ ȵȬȵȶȩȰі �′ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ− ~
ଶʹ� ∂ଶΨ′∂�′ଶ +�′(�′)Ψ′(�′, �′) = �~ ∂∂�′Ψ′(�′, �′), (˗.˔˓)Ȩȩ Ψ′(�′, �′) — ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія Ȧ �′. ȃ ȵȬȵȶȩȰі � ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія ȥȷȨȩΨ(�, �), і ȴіȦȱяȱȱя, яȮȲȰȷ ȦȲȱȤ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє, ȰȤє ȥȷȶȬ ȦȬȫȱȤȻȩȱȩ ȳіȨȵȶȤ-ȱȲȦȮȲю (Ͷ.ͺ) і (Ͷ.ͻ) ȷ (Ͷ.ͳͲ). ЯȮȽȲ ȦȲȱȲ ȰȤȶȬȰȩ ȶȤȮȬȭ ȵȤȰȬȭ ȦȬȧȯяȨ, ȶіȯь-ȮȬ ȥȩȫ ȼȶȴȬȹіȦ ȳȴȤȦȲȴȷȻ ȷȵіȹ ȫȰіȱȱȬȹ, ȶȲ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ ȰȬ ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷ-єȰȲ іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ҐȤȯіȯȩя.ǾȵȮіȯьȮȬ яȮȲȥіȤȱ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя ȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȺі (ȶȲȥȶȲ,ȰȤȵȼȶȤȥ ȱȩ ȫȰіȱюєȶьȵя), ȫȱȤȻȩȱȱя ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȧ ȮȲȪȱіȭ ȶȲȻȺіȳȴȲȵȶȲȴȷ-ȻȤȵȷ ȳȲȦȬȱȱȲ ȫȤȯȬȼȤȶȬȵь ȲȨȱȤȮȲȦȬȰ Ȧ ȲȥȲȹ ȵȬȵȶȩȰȤȹ ȦіȨȯіȮȷ:|Ψ(�, �)|ଶ = |Ψ′(�′, �′)|ଶ, (˗.˔˔)Ȥ ȲȶȪȩ, ȰȤє ȥȷȶȬ Ψ(�, �) = �௜௙Ψ′(�′, �′), (˗.˔˕)Ȩȩ � — ȨіȭȵȱȤ ȸȷȱȮȺія ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǴȬȸȩȴȩȱȺіȭȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴю-юȶьȵя, яȮ ∂∂�′ = ∂∂� , ∂∂�′ = ∂∂� + � ∂∂� , (˗.˔˖)ȶȲȰȷ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ (Ͷ.ͻ) і (Ͷ.ͳʹ) ȷ (Ͷ.ͳͲ) ȨȤє− ~

ଶʹ� ∂ଶΨ∂�ଶ +�Ψ+ �~൤ ~� ∂�∂� − �൨ ∂Ψ∂� ++ ቈ �~ଶʹ� ∂ଶ�∂�ଶ + ~
ଶʹ�൬∂�∂�൰ଶ − ~� ∂�∂� − ~

∂�∂� ቉Ψ = �~ ∂Ψ∂� . (˗.˔˗)
Ȇȩ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȱȤ ȫȦȩȵȶȬ ȨȲ− ~

ଶʹ� ∂ଶΨ∂�ଶ +�Ψ(�, �) = �~ ∂∂�Ψ(�, �) (˗.˔˘)



§ ˗.˖. ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя Ȩȯя ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ˔˓˜ȯȬȼȩ ȫȤ ȷȰȲȦȬ іȵȱȷȦȤȱȱя ȶȤȮȲї ȨіȭȵȱȲї ȸȷȱȮȺії �(�, �), ȽȲ Ȧȵі ȫȤȭȦі ȨȲȨȤȱ-ȮȬ Ȧ (Ͷ.ͳͶ) ȦȫȤєȰȱȲ ȵȮȲȴȲȻȷюȶьȵя. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȤюȶь ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬȵяȶȴȬ ȷȰȲȦȬ:
~� ∂�∂� − � = Ͳ, (˗.˔˙a)∂ଶ�∂�ଶ = Ͳ, (˗.˔˙b)

~ʹ�൤∂�∂� ൨ଶ − �∂�∂� − ∂�∂� = Ͳ. (˗.˔˙c)ǿȩȴȼȬȰ ȨȦȲȰ ȷȰȲȦȤȰ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє � = ���/~ + �(�), Ȩȩ �(�) — ȨȲ-ȦіȯьȱȤ ȸȷȱȮȺія. ȂȲȨі ȶȴȩȶя ȷȰȲȦȤ ȨȤє
�(�, �) = ��� − ଵଶ��ଶ�

~
, (˗.˔˚)ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȱȩіȵȶȲȶȱȲȧȲ ȱȩȫȰіȱȱȲȧȲ ȨȲȨȤȱȮȤ. Ȃȩ, ȽȲ ȲȨȱȤ ȸȷȱȮȺія ȫȰȲ-ȧȯȤ ȫȤȨȲȦȲȯьȱȬȶȬ ȦȵіȰ ȶȴьȲȰ ȷȰȲȦȤȰ (Ͷ.ͳ͸), ȦȬяȦȬȯȲȵя ȰȲȪȯȬȦȬȰ ȯȬȼȩȫȤȦȨяȮȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь ҐȤ-ȯіȯȩя. Ǵȯя ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȫȤȧȤȯьȱіȼȲȧȲ ȦȬȧȯяȨȷ Ⱥȩ ȱȩ ȮȲȱȻȩȥȷȯȲ ȥ ȰȲȪȯȬȦȲ.ǻȩȦі-ǻȩȥȯȲȱȨ ȷ ȵȶȤȶȶі [˔˔˚] ȦȮȤȫȤȦ, ȽȲ Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȴȲȫȦ’яȫȷє ȲȨȬȱȱȩȦȩȯȬȮȬȭ ȳȤȴȤȨȲȮȵ. ЯȮȽȲ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȤ ȩȱȩȴґія ȶȲȶȲȪȱȲ ȱȷȯьȲȦȤ, ȴіȼȩȱ-ȱяȰ (Ͷ.ͳͲ) є Ψ′(�′, �′) = �௜(௞௫′ିன௧′). (˗.˔˛)Ȇȩ є ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȤ ȦȯȤȵȱȤ ȸȷȱȮȺія яȮ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ, ȶȤȮ і ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ ȩȱȩȴґії, ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ � = ~� і � = ~� = ~

ଶ�ଶ/ʹ�. ȂȩȳȩȴȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.ͳͺ) ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ȹȦȬȯі ȫ ȨȲȦȪȬȱȲю λ = ʹπ/�, і ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ǻȷї Ȩȩ ǱȴȲȭȯя ȰіȪ іȰȳȷȯьȵȲȰ ȶȤ ȨȲȦȪȬȱȲюȹȦȬȯі: � = ʹπλ . (˗.˔˜)ǿȴȬ ȳȩȴȩȹȲȨі ȰіȪ ȦȫȤєȰȱȲ ȴȷȹȲȰȬȰȬ ȵȬȵȶȩȰȤȰȬ � і �′ ȨȲȦȪȬȱȤ ȫȦȬȻȤȭȱȲїȹȦȬȯі ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȫȰіȱȱȲю, ȷ ȻȲȰȷ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȴȲȫȧȯяȱȷȦȼȬїȹȱі ȤȰȳȯіȶȷȨȬ Ȧ � і �′:�(�, �) = �′(�′, �′) = �′(� − ��, �). (˗.˕˓)ǿȴȲȶȩ іȰȳȷȯьȵ ȫȤȫȱȤє ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя� → �+��, і ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ ȰȲȪȩ ȵȮȯȤ-ȵȶȬȵя ȦȴȤȪȩȱȱя, ȱіȥȬ ȸȲȴȰȷȯȤ Ȩȩ ǱȴȲȭȯя (Ͷ.ͳͻ) ȱȩȵȷȰіȵȱȤ ȫ іȱȦȤȴіȤȱȶȱі-ȵȶю ҐȤȯіȯȩя.



˔˔˓ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȆȩȭ ȳȤȴȤȨȲȮȵ ȴȲȫȦ’яȫȷєȶьȵя ȱȤ ȳіȨȵȶȤȦі ȶȲȧȲ, ȽȲ ȼȴȲȨȬȱґȩȴȲȦȤ ȹȦȬ-ȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія ȱȩ є ȤȰȳȯіȶȷȨȲю ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȹȦȬȯі, ȶȲȰȷ ȱȤ ȱȩї ȱȩ ȳȲȼȬȴю-юȶьȵя ȫȦȬȻȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴȷȹȷ. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȦȲȱȤ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȱȩ(Ͷ.ʹͲ), Ȥ (Ͷ.ͳʹ). ǺȲȯȬ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȶȬ ȲȵȶȤȱȱіȭ ȦȬȴȤȫ ȨȲ (Ͷ.ͳͺ), ȶȲ ȦȬȭȨȩΨ(�, �) = �௜௙(௫,௧)Ψ′(� − ��, �) == expቈ �
~
(~� +��) � − �

~

(~� +��)ଶʹ� �቉ ,ȽȲ ȺіȯȮȲȦȬȶȲ ȷȫȧȲȨȪȷєȶьȵя ȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ іȰȳȷȯьȵȷ ȳȴȬ ґȤȯіȯȩєȦȬȬȹȥȷȵȶȤȹ: ~� → ~�+��. ǾȶȪȩ, іȰȳȷȯьȵ ȻȤȵȶȮȬ ȫȤȫȱȤє ȨȲȵȶȲȶȷ ȶȤȮȬȹ ȫȰіȱ, яȮіȭ ȲȻіȮȷȦȤȯȬȵя. ǴȲȦȪȬȱȤ ȹȦȬȯі ȷ Ψ ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȫ ȨȲȶȴȬȰȤȱȱяȰ ȵȳіȦ-ȦіȨȱȲȼȩȱȱя (Ͷ.ͳͻ) ȵȤȰȩ ȶȲȰȷ, ȽȲΨȱȩ є ȹȦȬȯȩю Ȧ ȫȦȬȻȤȭȱȲȰȷ ȮȯȤȵȬȻȱȲȰȷȴȲȫȷȰіȱȱі.
§ Ͷ.Ͷ. ʠ˕˓˖ˏ іˏˑ˅і˓ːˑ˔˕іǴȯя ȲȨȱȲȻȤȵȶȮȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȻȤȵȶȮȤ ȳȩȴȩȥȷȦȤє Ȧȵȩȴȩ-ȨȬȱі ȨіȯяȱȮȬ ȳȴȲȵȶȲȴȷ Ω ȨȲȴіȦȱює ∫ஐ |Ψ(�, �)|ଶ�ଷ�. ȈȦȬȨȮіȵȶь ȫȰіȱȬ ȺієїȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȼȦȬȨȮіȵȶь ȫȰіȱ Ψ ȫ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲ-ȨȬȱґȩȴȤ (Ͷ.Ͷ):∂∂� නஐ Ψ∗Ψ�ଷ� = නஐ ൬Ψ∗∂Ψ∂� + Ψ∂Ψ∗∂� ൰ �ଷ� =

= �
~
නஐ ൬Ψ∗൤ ~ଶʹ��ଶ −�(�)൨Ψ − Ψ൤ ~ଶʹ��ଶ −�(�)൨Ψ∗൰ �ଷ� =

= �~ʹ� නஐ (Ψ∗�ଶΨ−Ψ�ଶΨ∗) �ଷ� =
= �~ʹ� නஐ div(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) �ଷ�.

ǾȵȮіȯьȮȬ Ω є ȨȲȦіȯьȱȲю, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє ȯȲȮȤȯьȱȩ ȴіȦȱяȱȱя∂∂� |Ψ(�, �)|ଶ + div J(�, �) = Ͳ, (˗.˕˔)Ȩȩ
J(�, �) = − �~ʹ�(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) == ~� Im(Ψ∗�Ψ) (˗.˕˕a)



§ ˗.˗. ȁȶȴȷȰ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі ˔˔˔— ȦȩȮȶȲȴ ˔˕˓˖ˏ˖ ˌˏˑ˅і˓ːˑ˔˕і.ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ψ(�, �) Ȼȩȴȩȫ Ȩіȭȵȱі ȤȰȳȯіȶȷȨȷ ȶȤ ȸȤȫȷ: Ψ(�, �) =�(�, �) exp[��(�, �)/~]. І ȶȲȨі ȲȶȴȬȰȤєȰȲ іȱȼȬȭ ȮȲȴȬȵȱȬȭ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȵȶȴȷȰȷ:
J(�, �) = �ଶ��� . (˗.˕˕b)ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȶȩȲȴȩȰȷ ҐȤȷȵȤ, яȮȤ ȳȲȦ’яȫȷє іȱȶȩґȴȤȯ ȳȲ Ȳȥ’єȰȷ ȦіȨ ȨȬ-ȦȩȴґȩȱȺії ȦȩȮȶȲȴȤ ȫ ȭȲȧȲ іȱȶȩґȴȤȯȲȰ ȳȲ ȳȯȲȽі ȳȲȦȩȴȹȱі, ȰȤєȰȲ∂∂� නஐ |Ψ(�, �)|ଶ�ଷ� = −඾பஐ J(�, �) ⋅ ��, (˗.˕˖)

Ȩȩ∂Ω— ȳȯȲȽȤ ȧȴȤȱȬȺі ȨіȯяȱȮȬΩ. ȈȦȬȨȮіȵȶь ȫȰȩȱȼȩȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȨȯяȻȤȵȶȮȬ ȳȩȴȩȥȷȦȤȶȬ ȦȵȩȴȩȨȬȱі ȨіȯяȱȮȬΩ ȨȲȴіȦȱює ȦȬȶȲȮȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȼȩ-ȴȩȫ ȳȲȦȩȴȹȱю ∂Ω.ǲȩȮȶȲȴ ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ Ȧ ȫȴȷȻȱіȭ ȸȲȴȰі ȻȩȴȩȫȲȳȩȴȤȶȲȴ ȼȦȬȨȮȲȵȶі � = �/� = (−�~/�)�:
J(�, �) = Re[Ψ∗(�, �)�Ψ(�, �)]. (˗.˕˗)ЯȮȽȲ ȸȷȱȮȺія ȵȶȤȱȷ ȱȲȴȰȤȯіȫȲȦȤȱȤ ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю, ∫ |Ψ|ଶ�ଷ� ≡ ⟨Ψ|Ψ⟩ = ͳ,ȶȲ іȱȶȩґȴȤȯ ȦіȨ J(�, �) ȳȲ ȦȵьȲȰȷ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȨȤє ȵȩȴȩȨȱюȼȦȬȨȮіȵȶь ȵȶȤȱȷ: න J(�, �) �ଷ� = ⟨Ψ|�|Ψ⟩.ǾȵȮіȯьȮȬ (Ͷ.Ͷ) ȱȩ ȦȮȯюȻȤє ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ, ȶȲ ȦȬȴȤȫ (Ͷ.ʹʹ) ȨȯяȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȭ ȯȬȼȩ ȫȤ ȦіȨȵȷȶȱȲȵȶі ȰȤґȱіȶȱȲȧȲ ȳȲȯя.ǰ ȳȴȲȶȩ, Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˔˔ ȰȬ ȳȲȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ (Ͷ.ʹ͵) ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȻȬȱȱȬȰ і Ȧ ȰȤ-ґȱіȶȱȲȰȷ ȳȲȯі.

ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (і). ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȸȷȱȮȺію ȵȶȤȱȷΨ = ��௜�⋅�, яȮȤ є ȦȯȤȵȱȲю ȸȷȱȮȺі-єю ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ (Ͷ.͵). ǲȩȮȶȲȴ ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі, J = |�|ଶ~�/�,ȨȲȴіȦȱює ȳȬȶȲȰіȭ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі |�|ଶ, ȳȲȰȱȲȪȩȱіȭ ȱȤ ȼȦȬȨȮіȵȶь. Ȃȷȶ ȳȴȲȵȶȩ-Ȫȷєȶьȵя ȳȴяȰȤ ȤȴȤȯȲґія ȫ ȧіȨȴȲȨȬȱȤȰіȮȲю, Ȧ яȮіȭ ȳȲȶіȮ ȴіȨȬȱȬ ȨȲȴіȦȱюєїї ȧȷȵȶȬȱі, ȳȲȰȱȲȪȩȱіȭ ȱȤ ȼȦȬȨȮіȵȶь. ǿȴȲȶȩ ȶȤȮȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія ȧȲȨȬȶьȵяȯȬȼȩ Ȩȯя ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȫ ȲȨȱією ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю ȼȦȬȨȮіȵȶю.
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (іі). ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȵȷȳȩȴȳȲȫȬȺію ȵȶȤȱіȦΨ = �ଵ�௜�భ⋅� + �ଶ�௜�మ⋅�.



˔˔˕ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяǲіȨȳȲȦіȨȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі є
J = ~�ൣ|�ଵ|ଶ�ଵ + |�ଶ|ଶ�ଶ + (�ଵ + �ଶ)+× {Re(�ଵ�∗ଶ) cos[(�ଵ − �ଶ) ⋅ �] − Im(�ଵ�∗ଶ) sin[(�ଵ − �ଶ) ⋅ �]}൧.ȃ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȵȶȴȷȰ ȱȩ ȤȨȬȶȬȦȱȬȭ ȫȤ ȨȲȨȤȱȮȤȰȬ ȵȷȳȩȴȳȲȫȬȺіїȵȶȤȱіȦ, ȹȲȻȤ є ȦȬȱяȶȲȮ ȳȴȬ �ଵ = −�ଶ.

§ Ͷ.ͷ. ʢˏˑ˅ˋ ˇˎя ˘˅ˋˎьˑ˅ˋ˘ ˗˖ːˍ˙іˌȀіȦȱяȱȱя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі (Ͷ.ʹͳ) і (Ͷ.ʹ͵) ȦȬȰȤȧȤюȶь, ȽȲȥ ȳȲȶіȮ ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲ-ȦіȴȱȲȵȶі Ȯȴіȫь ȥȷȨь-яȮȷ ȳȲȦȩȴȹȱю ȥȷȦ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ, ȥȲ іȱȤȮȼȩ ȳȲȦȩȴȹȱяȰіȵȶȬȯȤ ȥ ȦȬȶȲȮȬ ȤȥȲ ȵȶȲȮȬ. І ȹȲȻȤ Ⱥя ȷȰȲȦȤ ȵȶȲȵȷєȶьȵя ȥȷȨь-яȮȲї ȳȲȦȩȴȹ-ȱі, ȦȬȰȤȧȤюȻȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі J(�, �) Ȧ ȮȲȪȱіȭ ȶȲȻȺі ȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȱȤ ȳȴȤȮȶȬȺіȦȲȱȤ ȳȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȦȤȪȯȬȦȤ Ȩȯя ȳȲȦȩȴȹȲȱь, ȽȲ ȴȲȫȨіȯяюȶь ȲȥȯȤȵȶі, Ȩȩ ȳȲ-ȶȩȱȺіȤȯ ȰȤє ȴіȫȱȷ ȤȱȤȯіȶȬȻȱȷ ȸȲȴȰȷ.ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȲȥȰȩȪȩȱȱя, яȮі ȱȤȮȯȤȨȤє ȱȤ Ψ ȷȰȲȦȤ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі J.ȅȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія Ψ = exp(�� ⋅ �) ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȫ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȵȶȴȷȰȷ J =|۱|ଶ�/�. ǼȲȪȩ ȫȨȤȶȬȵя, ȽȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶь J ȨȲȫȦȲȯяє ȴȲȫȴȬȦȬ Ȧ � і � ȫȤȷȰȲȦȬ, ȽȲ |۱|ଶ� ȫȤȯȬȼȤȶȬȰȩȶьȵя ȱȩȫȰіȱȱȬȰ. ǷȤȧȤȯьȱіȼȩ, ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶь(Ͷ.ʹʹa), ȫȨȤȦȤȯȲȵя ȥ, ȨȲȳȷȵȮȤє ȮȲȰȳȩȱȵȲȦȤȱȷ ȴȲȫȴȬȦȱіȵȶь ȷ Ψ і �Ψ. ǿȴȲȶȩȴȲȫȴȬȦΨ ȱȤ ȦȩȯȬȻȬȱȷ Δ Ȧ ȶȲȻȺі � = �଴ ȨȤє ȵȬȱґȷȯяȴȱȬȭ ȦȱȩȵȲȮ ΔɁ(�−�଴)ȷ�Ψ, яȮȬȭ ȪȲȨȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȮȲȰȳȩȱȵȷȦȤȶȬ, Ȥ ȵȹȲȪȤ ȴȲȫȴȬȦȱіȵȶь ȷ�Ψ ȫȤȯȬȼȤє Ψ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲю, ȶȲȰȷ Ȩȯя ȮȲȰȳȩȱȵȤȺії ȶȤȮȲї ȴȲȫȴȬȦȱȲȵȶі ȱȩ-ȲȥȹіȨȱȩ ȦȬȮȲȱȤȱȱя ȷȰȲȦȬ Ψ(�଴) = Ͳ. ǰ ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȺьȲȧȲ ȲȮȴȩȰȲȧȲ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ, ȱȤȰ, Ȩȯя ȫȥȩȴȩȪȩȱȱя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі J(�, �), ȨȲȦȲȨȬȶьȵя ȦȬȰȤȧȤȶȬ,ȽȲȥ і Ψ, і �Ψ ȥȷȯȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰȬ.ǷȧȤȨȤȱȬȭ ȦȬȱяȶȲȮ ȰȤє ȰіȵȺȩ, ȮȲȯȬ Ȧ ȳȩȦȱіȭ ȲȥȯȤȵȶі ȳȲȶȩȱȺіȤȯ�(�)ȱȤ-ȥȷȦȤє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя, і ȶȲȨі Ⱥя ȲȥȯȤȵȶь ȵȶȤє ȱȩȨȲȵȶȷȳȱȲю ȨȯяȻȤȵȶȮȬ. Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȴȬȮȯȤȨ ȶȤȮȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ Ȧ ȲȨȱȲȰȷȦȬȰіȴі: �(�) = Ͳ Ȩȯя |�| < ͳ і �(�) = +∞ Ȩȯя |�| ≥ ͳ. ȃ ȱȩȨȲȵȶȷȳȱіȭȲȥȯȤȵȶі |�| ≥ ͳ ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія Ψ(�) = Ͳ, ȶȲȰȷ ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲ-ȨȬȱґȩȴȤ Ȧ ȨȲȵȶȷȳȱіȭ ȲȥȯȤȵȶі � < ͳ ȰȤє ȨȤȦȤȶȬ ȳȲȶȴіȥȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȱȤȧȴȤȱȬȺі ȫ ȱȩȨȲȵȶȷȳȱȲю ȲȥȯȤȵȶю. ǾȵȮіȯьȮȬ Ⱥȩ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȩ ȴіȦȱяȱȱя ȦȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȲȹіȨȱȬȹ ȨȴȷȧȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ, ȶȲ ȰȲȪȱȤ ȱȤȮȯȤȵȶȬ ȨȦі ȧȴȤȱȬȻȱіȷȰȲȦȬ, яȮі ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȲȥȬȴȤюȶьȵя Ψ = Ͳ ȳȴȬ � = ±ͳ. ǿȴȲȶȩ ȱȩȰȲȪȯȬȦȲȶȤȮ ȵȤȰȲ ȱȤȮȯȤȵȶȬ ȷȰȲȦȷ ȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ∂Ψ/∂� ȳȴȬ� = ±ͳ — ȯȩȧȮȲȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ ȫȤ ȶȤȮȲї ȷȰȲȦȬ ȴіȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȱȩ ȰȤȶȬȰȩ ȴіȼȩȱь.Ȇю ȵȬȶȷȤȺію ȰȲȪȱȤ ȮȴȤȽȩ ȫȴȲȫȷȰіȶȬ, ȴȲȧȯяȨȤюȻȬ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȭ ȳȲ-ȶȩȱȺіȤȯ, яȮ ȧȴȤȱȬȻȱȷ ȰȩȪȷ ȵȮіȱȻȩȱȱȲȧȲ: �(�) = Ͳ Ȩȯя |�| < ͳ і �(�) =



§ ˗.˘. ȃȰȲȦȬ Ȩȯя ȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ˔˔˖�ஶ Ȩȯя |�| ≥ ͳ. ǷȦ’яȫȤȱȬȰȬ ȵȶȤȱȤȰȬ ȫȤ ȶȤȮȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ ȥȷȨȷȶь ȵȶȤ-ȺіȲȱȤȴȱі ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ, ȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬȰȷȶь ȷȰȲȦі(−~ଶ/ʹ�)∂ଶΨ/∂�ଶ + �(�)Ψ = �Ψ Ȩȯя � > Ͳ. Ȇȩ ȴіȦȱяȱȱя іȱȦȤȴіȤȱȶȱȩȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȮȬ � ↔ −�, ȶȲȰȷ Ȧ ȴȤȫі, яȮȽȲ Ψ(�) є ȭȲȧȲ ȴіȼȩȱȱяȰ,ȶȲ ȭΨ(−�) ȶȤȮȲȪ ȥȷȨȩ ȭȲȧȲ ȴіȼȩȱȱяȰ ȫ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ�. Ȇȩ ȵȶȲ-ȵȷєȶьȵя ȭ ȥȷȨь-яȮȬȹ ȮȲȰȥіȱȤȺіȭ ȦȬȧȯяȨȷ �Ψ(�) + �Ψ(−�), ȲȶȪȩ, Ȧȵі ȯіȱіȭ-ȱȲ ȱȩȫȤȯȩȪȱі ȴіȼȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȫȱȤȭȶȬ, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȯȬȼȩ ȳȤȴȱі ȶȤ ȱȩȳȤȴȱіȸȷȱȮȺії.Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ ȲȥȰȩȪȬȰȲȵя ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ. Ǵȯя |�| < ͳȳȤȴ-ȱȩ ȴіȼȩȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨΨ(�) = � cos(��), Ȩȩ � = √ʹ��/~, Ȥ Ȩȯя |�| ≥ ͳ ȶȤ-Ȯȩ ȴіȼȩȱȱя ȥȷȨȩ Ψ(�) = ��ି஑|௫|, Ȩȩ α = ඥʹ�(�ஶ − �)/~. ȃȰȲȦȤ ȱȩȳȩȴȩȴȦ-ȱȲȵȶіΨ(�) ȳȴȬ � = ±ͳ ȨȤє�/� = �ି஑/ cos �; Ȥ ȷȰȲȦȤ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі ∂Ψ/∂�ȳȴȬ � = ±ͳ ȦȬȰȤȧȤє �� sin � = �α�ି஑, ȽȲ, ȫ ȷȴȤȹȷȦȤȱȱяȰ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲїȷȰȲȦȬ, ȵȳȴȲȽȷєȶьȵя ȨȲ� tan � = α. Ȁіȼȩȱȱя ȲȵȶȤȱȱьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȨȤє ȳȴȬ-ȳȷȵȶȬȰі ȫȱȤȻȩȱȱя �, Ȥ ȲȶȪȩ, ȳȴȬȳȷȵȶȬȰі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії ȫȦ’яȫȤȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ�. ǽȤ ȀȬȵ. ˗.˕ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤȭȱȬȪȻі ȴіȦȱі ȩȱȩȴґії Ȩȯя ȮіȯьȮȲȹ ȫȱȤȻȩȱь �ஶ, яȮіȲȥȴȤȱȲ ȶȤȮ, ȽȲȥ � ȱȤȥȯȬȪȤȯȲȵя ȨȲ π/ʹ Ȼȩȴȩȫ ȱȬȫȮȷ ȲȨȱȤȮȲȦȬȹ ȳȴȬȴȲȵȶіȦȱȤ π/ͶͲ. ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ Ȧ ȰȩȪі �ஶ → ∞ ȷ ȸȷȱȮȺії Ψ(�) ȫ’яȦȯяєȶьȵя ȱȩȴȩґȷ-ȯяȴȱіȵȶь ȳȴȬ � = ͳ; ȵȤȰȤ ȦȲȱȤ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲю, Ȥȯȩ її ȳȲȹіȨȱȤȫȤȫȱȤє ȴȲȫȴȬȦȷ. ǾȨȱȤȮ ȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱяΨ(�)ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱ-ȺіȭȱȲȰȷ ȥȤȴ’єȴі ȦȬяȦȯяєȶьȵя ȨȲȵȶȤȶȱьȲ, ȽȲȥ ȫȤȥȩȫȳȩȻȬȶȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶь(ȫȤ ȫȤȴȤȫȲȰ і ȱȷȯьȲȦȩ ȫȱȤȻȩȱȱя) J Ȧ Ⱥіȭ ȶȲȻȺі. ǾȶȪȩ, і Ȧ ȧȴȤȱȬȻȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨ-Ȯȷ ȨȲȶȴȬȰȷєȶьȵя ȸіȫȬȻȱȬȭ ȳȴȬȱȺȬȳ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі.ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȩȦȩȨіȱȮȷ ȳȩȦȱȲї ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȵȬȵȶȩȰȬ Ȧ ˔ˋːґ˖ˎя˓ːіˌ
˕ˑ˚˙і, яȮȷ Ȩȯя ȫȴȷȻȱȲȵȶі ȳȲȵȶȤȦȬȰȲ Ȧ ȳȲȻȤȶȲȮ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǽȩȹȤȭ �— ȰȤȯȤȵȸȩȴȤ ȴȤȨȷȵȷ �, ȽȲ ȲȶȲȻȷє Ⱥю ȵȬȱґȷȯяȴȱіȵȶь. ІȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȻȤȵȶȮȤ ȳȩȴȩ-ȥȷȦȤє Ȧ ȰȩȪȤȹ �, ȰȤє ȥȷȶȬ ȵȮіȱȻȩȱȱȲю. ǲȦȤȪȤȶȬȰȩȰȲ, ȽȲΨ = �/�஑, Ȩȩ �—ȧȯȤȨȮȤ ȸȷȱȮȺія, ȽȲ ȱȩ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю ȳȴȬ � = Ͳ. ǾȶȪȩ, ȳȲȶȴіȥȱȲ, ȽȲȥ іȱȶȩ-ґȴȤȯ∫ |Ψ|ଶ�ଷ� ȥȷȦ ȫȥіȪȱȬȰ ȷ ȳȲȻȤȶȮȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, ȫȦіȨȮȬ ȦȬȳȯȬȦȤє ȦȬȰȲȧȤα < ͵/ʹ.ǲȬȶіȮ ȵȶȴȷȰȷ Ȼȩȴȩȫ ȳȲȦȩȴȹȱю � є � = ∯பௌ J ⋅ ��. ǲіȱ ȰȤє ȲȥȩȴȶȤȶȬ-ȵя ȱȤ ȱȷȯь ȷ ȰȩȪі � → Ͳ, ȥȲ Ȧ іȱȼȲȰȷ ȴȤȫі ȳȲȻȤȶȲȮ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȵȶȤȱȩ ȶȲ-ȻȮȲю ȵȶȲȮȷ ȤȥȲ ȦȬȶȲȮȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ǴȤȯі, яȮȽȲ Ψ = �/�஑, ȶȲ ∂Ψ/∂� =�ି஑∂�/∂� − α��ି஑ିଵ. ǴȴȷȧȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȳȴȬ ȳіȨȵȶȤȱȲȦȺі Ȧ (Ͷ.ʹʹ) ȵȮȲȴȲȻȷє-ȶьȵя, ȶȲȰȷ � = �ଶିଶ஑൬−�~ʹ� ൰඾பௌ ൬�∗∂�∂� − �∂�∗∂� ൰ �Ω,Ȩȩ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя ȳȴȲȦȲȨȬȶьȵя ȫȤ ȶіȯȩȵȱȬȰ ȮȷȶȲȰ. ЯȮȽȲ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭȦȬȴȤȫ ȱȩ ȳȴȤȧȱȩ ȨȲ ȱȷȯя ȷ ȰȤȯіȭ ȲȮȲȯȬȺі ȶȲȻȮȬ ȵȬȱґȷȯяȴȱȲȵȶі, ȶȲ Ȩȯя



˔˔˗ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. Ͷ.ʹ. ǷȦ’яȫȤȱі ȵȶȤȱȬ ȹȦȬȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺії Ȧ ȳȲȶȩȱȺіȭȱіȭ яȰіௐ(௫) ୀ ଴ Ȩȯя |௫| ழ ଵіௐ(௫) ୀ ௐಮ Ȩȯя |௫| ஹ ଵ, ȫі ȫȥіȯьȼȩȱȬȰ ȫȲȥȴȤȪȩȱȱяȰ (ȨȴȷȧȬȭ ґȴȤȸіȮ) Ȧ ȲȮȲȯȬȺяȹȶȲȻȮȬ ௫ ୀ ଵ. ǺȴȬȦі (ȫȧȲȴȬ ȨȲ ȱȬȫȷ) ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȫȱȤȻȩȱȱяȰ ௐ(௫) ୀ˜,˗˛; ˔˙,˘˗;˖˕,˚; ˛˔,˚; ˖˙˔,˚;ஶ. (ǾȨȬȱȬȺі ȦȬȰіȴȷ: ~ ୀ ଶ௠ ୀ ଵ.)
Ȳȥȩȴȱȩȱȱя � ȱȤ ȱȷȯь ȳȴȬ � → Ͳ ȳȲȶȴіȥȱȲ, ȽȲȥ α < ͳ. Ȇȩ ȪȲȴȵȶȮіȼȤ ȷȰȲȦȤ,ȱіȪ ȶȤ, яȮȷ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȫ ȤȱȤȯіȫȷ ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ȂȤ яȮȽȲ�(�) є Ȩіȭ-ȵȱȲю ȸȷȱȮȺією, ȤȥȲ іȱȶȩґȴȤȯ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь ȫ яȮȲїȵь іȱȼȲї ȳȴȬȻȬȱȬ,ȶȲ ȱȤȦȩȨȩȱі ȰіȴȮȷȦȤȱȱя ȦȪȩ ȱȩ ȨȲȫȦȲȯяюȶь ȨіȭȶȬ ȶȤȮȲȧȲ ȦȬȵȱȲȦȮȷ.ǾȵȮіȯьȮȬ |Ψ|ଶ є ȳȬȶȲȰȲю ȭȰȲȦіȴȱіȵȶю, ȦȲȱȤ ȳȲȦȬȱȱȤ ȨȲȵȬȶь ȼȦȬȨ-ȮȲ ȳȴȤȧȱȷȶȬ ȨȲ ȱȷȯя ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶі, ȽȲȥ іȱȶȩґȴȤȯ ȳȲ ȦȵьȲȰȷ ȮȲȱ-ȸіȧȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȫȥіȧȤȦȵя і ȨȲȴіȦȱюȦȤȦ ȲȨȬȱȬȺі. ǲȬȰȲȧȤ, ȽȲȥ∫ |Ψ|ଶ�ଷ� ≡ ⟨Ψ|Ψ⟩ = ͳ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȤ ȶȲȰȷ, ȽȲ Ψ ȰȤє ȱȤȯȩȪȤȶȬ ȨȲ ȧіȯь-ȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȮȦȤȨȴȤȶȬȻȱȲ іȱȶȩґȴȲȦȤȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ.ǾȥȧȲȦȲȴȩȱі ȱȤȰȬ ȷȰȲȦȬ ȵȶȲȵȷюȶьȵя ȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯяюȶь˗іˊˋ˚ːˑ ˊˇіˌ˔ːˈːːі ȵȶȤȱȬ, Ȥȯȩ ȦȲȱȬ ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦі Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱ-ȮȺіȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ. ȂȤȮі ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії, ɖ(�), ȦіȨі-ȧȴȤюȶь ȴȲȯь ȸіȯьȶȴ-ȸȷȱȮȺіȭ Ȧ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱяȹ іȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ [ȨȬȦ. ȲȥȧȲȦȲ-



§ ˗.˙. ǲȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȩȱȩȴґії ȦіȯьȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ ˔˔˘ȴȩȱȱя ȳіȵȯя (ʹ.͵Ͳ)], і ȱȤ ȱȬȹ ȱȤȮȯȤȨȩȱȲ ȯȬȼȩ ȷȰȲȦȷ ȱȤȯȩȪȱȲȵȶі ȨȲ ȴȲȫ-ȼȬȴȩȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ Ω× ȷ ȶȴȬȳȯȩȶі ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ(Ω ⊂ ℋ ⊂ Ω×). ЯȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ § ˔.˗, ȸȷȱȮȺія ɖ(�) ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ Ω×,яȮȽȲ ⟨ɖ|ϕ⟩ ≡ ∫ ɖ∗(�)ϕ(�) �ଷ� є ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ ϕ(�) іȫ яȨȩȴ-ȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ Ω. ǾȵȮіȯьȮȬ |⟨ɖ|Ψ⟩|ଶ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷєȶьȵя, яȮ іȰȲȦіȴȱіȵȶь (ʹ.ʹͺ)ȤȥȲ ȳȬȶȲȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь (ʹ.͵Ͳ), ȶȲ ȭ ȦȲȱȤ ȰȤє ȥȷȶȬ ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю, іȺȩ ȰȲȪȩ ȱȤȦȩȵȶȬ ȱȤ ȨȷȰȮȷ, ȽȲ ȸіȫȬȻȱȲ ȫȨіȭȵȱȩȱȱі ȵȶȤȱȬΨ ȳȲȦȬȱȱі ȲȥȰȩ-ȪȷȦȤȶȬȵя ȱȩ ȳȴȲȵȶȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰℋ, Ȥ яȨȩȴȱȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȰ Ω.ǽȤȵȳȴȤȦȨі ȶȤȮȤ ȦȬȰȲȧȤ ȱȤȨȶȲ ȵȷȦȲȴȤ. Ǵȯя ȸȷȱȮȺії ȸіȫȬȻȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ Ψ(�)ȱȩ ȳȲȶȴіȥȱȲ, ȽȲȥ ⟨ɖ|Ψ⟩ ȥȷȯȤ ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю Ȩȯя Ȧȵіȹ ɖ іȫ Ω×, Ȥ ȯȬȼȩȨȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ȂȤȮі ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії, яȮȷȪȩ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȳȲȻȤȶȮȷ § ˗.˔ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, ȰȤюȶь ȦіȨ-ȱȲȵȱȲ ȴȩґȷȯяȴȱȬȭ ȹȤȴȤȮȶȩȴ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȤ ȵȳȩȮȶȴȤȯьȱȤ ȶȩȲȴȩȰȤȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȷȶȦȲȴюȦȤȯȬ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ, Ȼȩȴȩȫ яȮȬȭ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȮȯȤ-ȵȶȬ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, яȮȽȲ {|ɖ⟩} єȱȤȥȲȴȲȰ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, яȮȬȭ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȷȦȩȯȬȻȬȱȷ �, ȶȲ |Ψ⟩ = න |ɖ⟩⟨ɖ|Ψ⟩ �ɖ,Ȩȩ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя (ȤȥȲ ȵȷȰȤ) ȳȴȲȦȲȨȬȶьȵя ȳȲ ȦȵьȲȰȷ ȵȳȩȮȶȴȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤ-Ȼȩȱь ɖ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, න|⟨ɖ|Ψ⟩|ଶ�ɖ = ⟨Ψ|Ψ⟩ < ∞Ȩȯя Ȧȵіȹ |Ψ⟩, ȽȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �. ǰ ȲȶȪȩ,⟨ɖ|Ψ⟩ = ∫ ɖ∗(�)Ψ(�) �ଷ� є ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю ȸȷȱȮȺією Ȩȯя ȦȵіȹΨ(�), яȮіȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя �. ІȱȼȤ ȴіȻ, ȽȲ Ȩȯя ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯȤ ⟨ɖ| ȱȩȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȶȩȲȴȩȰȤ ȀіȵȤ (§ ˔.˔), ȥȲ Ȧіȱ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ːˈˑ˄ˏˈ-
ˉˈːˋˏ — ȶȲȥȶȲ ȶȤȮȬȰ, ȽȲ ȰȤє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȷ ȱȲȴȰȷ, ȤȥȲ, ȽȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ,ȫȥіȪȱіȵȶь ȳȩȦȱȲї ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶі {|Ψ௡⟩}Ƚȩ ȱȩ ґȤȴȤȱȶȷє ȫȥіȪȱȲȵȶі ȳȲȵȯіȨȲȦ-ȱȲȵȶі {⟨ɖ|Ψ௡⟩}.
§ Ͷ.͸. ʑˎ˃˔ːі ˗˖ːˍ˙ії ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃ ˈːˈ˓ґії ˅іˎьːˋ˘ ˚˃˔˕ˑˍǾȥȻȬȵȯȩȱȱя ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȦіȯьȱȲȧȲ ȲȨȱȲȻȤȵȶȮȲȦȲȧȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤȵȯȷȪȬȶь ȳȴȲȵȶȲю, Ȥȯȩ яȵȮȴȤȦȲю іȯюȵȶȴȤȺією ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷ ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ȀіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ,�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩, Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȰȤє ȦȬȧȯяȨ− ~

ଶʹ��ଶΨ(�) = �Ψ(�). (˗.˕˘)



˔˔˙ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяǹȲȧȲ ȴіȼȩȱȱя ȨȲȥȴȩ ȦіȨȲȰі. ȀȲȫȨіȯȬȦȼȬ ȫȰіȱȱі Ȧ ȨȩȮȤȴȶȲȦȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤ-ȶȤȹ, ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȶȤȮȬȭ ȱȤȥіȴ ȴіȼȩȱь:Ψ�(�) = �௜�⋅�. (˗.˕˙)ȀȲȫȨіȯȩȱȱя ȫȰіȱȱȬȹ ȷ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȳȲȯяȴȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȶȤȹ ȨȤє іȱȼȬȭ ȱȤȥіȴȴіȼȩȱь (ȯіȱіȭȱȲ ȫȤȯȩȪȱȬȹ ȦіȨ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȹ):Ψ௞ℓm = �ℓ(��) �mℓ (θ, ɔ), (˗.˕˚)Ȩȩ �ℓ(��) — ȵȸȩȴȬȻȱі ȸȷȱȮȺії Ǳȩȵȩȯя, Ȥ �mℓ (θ, ɔ) — ȵȸȩȴȬȻȱі ȧȤȴȰȲȱіȮȬ, ȫℓ = Ͳ, ͳ, ͵, … , і m = −ℓ,−ℓ + ͳ,… , ℓ. ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії є� = ~
ଶ�ଶʹ� . (˗.˕˛)ǿȴȲȥȯȩȰȤ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȫ ȳȲȧȯяȨȷ ȰȤȶȩȰȤȶȬȮȬ Ⱥі ȴіȼȩȱȱя ȵȳȴȤ-ȦȩȨȯȬȦі Ȩȯя ˅˔і˘ ˍˑˏ˒ˎˈˍ˔ːˋ˘ ˊː˃˚ˈːь �, Ȥ ȲȶȪȩ, і Ȩȯя ˅˔і˘ ˍˑˏ˒ˎˈˍ˔ːˋ˘ ˊː˃-

˚ˈːь�. (Ȁіȼȩȱȱя Ȩȯя ȱȩȺіȯȬȹ ȶȤ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱьℓ іm ȷ ȳȲȯяȴȱȬȹ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶȤȹ ȶȤȮȲȪ ȰȤюȶь ȰіȵȺȩ, Ȥȯȩ їȹ ȦȬȮȯюȻȤє ȫ ȸіȫȬȻȱȲȧȲ ȴȲȫȧȯяȨȷ ȶȩȲ-ȴія ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˙.) ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȦȬȥȴȤȶȬ ȳȴȬȭȱя-ȶȱі ȴіȼȩȱȱя, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȮȴȬȶȩȴію ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя ∫ |Ψ|ଶ�ଷ� = ͳ, ȥȲ іȱȶȩґȴȤȯȴȲȫȥіȪȱȬȭ Ȧ ȷȵіȹ ȦȬȳȤȨȮȤȹ. ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȪȲȨȱȩ ȴȩȼȩȱȱя ȫ ȺьȲȧȲ ȱȤȨȳȲȦ-ȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȱȩ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.Ȃȩȳȩȴ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ⱥю ȫȤȨȤȻȷ Ȧ ȰȩȪȤȹ ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲ-ȵȶȲȴȷ (Ω ⊂ ℋ ⊂ Ω×). ЯȨȩȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ Ω ȰіȵȶȬȶь ȶȤȮі ȸȷȱȮȺії ϕ(�), яȮіȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ ȱȤȥȲȴȷ ȷȰȲȦ ∫ |ϕ(�)|ଶ(ͳ + |�|ଶ)௡�ଷ� < ∞Ȩȯя Ȧȵіȹ � = ͳ, ʹ, … . ǳіȯьȥȩȴȶіȦ ȳȴȲȵȶіȴ ℋ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȼȬȴȼȲȧȲ ȮȯȤȵȷȸȷȱȮȺіȭ, Ȩȯя яȮȬȹ Ⱥȩȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȰȤє ȥȷȶȬ ȫȥіȪȱȬȰ ȯȬȼȩ ȳȴȬ � = Ͳ. ȀȲȫȼȬ-ȴȩȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ Ω×ȰіȵȶȬȶь ȶȤȮі ȸȷȱȮȺії ɖ(�), ȽȲ ∫ ɖ∗(�)ϕ(�) �ଷ� є ȫȥіȪȱȬȰȨȯя Ȧȵіȹϕ іȫΩ. ǷȴȲȫȷȰіȯȲ, ȽȲΩ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ, яȮі ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲ-ȵȶі ȳȴȤȧȱȷȶь ȨȲ ȱȷȯя ȼȦȬȨȼȩ ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȦіȨ’єȰȱȬȭ ȵȶȩȳіȱь |�|, ȶȲȨі яȮΩ× ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȭ, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȬȰȬ ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱ-ȱȲȵȶі, Ȥȯȩ ȫȴȲȵȶȤюȶь ȱȩ ȼȦȬȨȼȩ, ȱіȪ яȮȬȭ-ȱȩȥȷȨь ȨȲȨȤȶȱіȭ ȵȶȩȳіȱь |�|.Ȁіȼȩȱȱя (Ͷ.ʹ͸) і (Ͷ.ʹ͹) ȫ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȳȴȤȴȤȰȩȶȴȤ � ȫȤȨȲ-ȦȲȯьȱяюȶь ȲȵȶȤȱȱіȭ ȷȰȲȦі (ȰȤȯȲ ȶȲȧȲ, ȦȲȱȬ ȦȫȤȧȤȯі ȲȥȰȩȪȩȱі ȱȤ ȱȩȵȮіȱ-ȻȩȱȱȲȵȶі — |Ψ�| ≤ ͳ і |Ψ௞ℓm| ≤ ͳ), ȶȲȰȷ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ Ω×. ȂȤ яȮȽȲ �ȰȤє ȷяȦȱȬȭ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ, ȶȲ �ି ୍୫(�)⋅� ȫȴȲȵȶȤȶȬȰȩ Ȧ яȮȲȰȷȵь іȫ ȱȤȳȴяȰȮіȦ �ȼȦȬȨȼȩ ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȵȳȩȳіȱь. ǰȱȤȯȲґіȻȱȲ, яȮȽȲ � ȱȩ є ȨіȭȵȱȬȰ, ȶȲ �ℓ(��)ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȲ ȴȲȫȥіȧȤȶȬȰȩȶьȵя ȳȴȬ � → ∞. ȂȤȮі ȸȷȱȮȺії ȱȩ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲΩ×, ȲȶȪȩ, ȰȲюȶь ȥȷȶȬ ȦȬȮȯюȻȩȱȬȰȬ ȫ ȴȲȫȧȯяȨȷ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȬ ȦȬȫȱȤ-ȻȬȯȬ, ȽȲ�ȰȤє ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ, Ȥ ȶȲȰȷ ȩȱȩȴґія ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ (͵.ʹͺ)ȱȩ ȰȲȪȩȱȤȥȷȦȤȶȬ ȦіȨ’єȰȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь.



§ ˗.˚. ȂȷȱȩȯьȱȬȭ ȩȸȩȮȶ ˔˔˚ǽȤȵȤȰȮіȱȩȺь ȦȬȫȱȤȻȬȰȲ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ Ψ�(�) =��௜�⋅�. ǾȵȮіȯьȮȬ ȨȲȥȷȶȲȮ ⟨Ψ�|Ψ�⟩ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȬȭ, ȶȲ ȰȬ ȲȥȻȬȵȯȬȰȲ ȱȲȴȰȲ-ȦȲȻȱȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ� ȫ ȦȬȴȤȫȷ Ȩȯя ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ |Ψ⟩ȫ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬ-ȫȱȤȻȩȱȱя ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ ȫȤ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ:
|Ψ⟩ = න |Ψ�⟩⟨Ψ�|Ψ⟩�ଷ�.ȃ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі Ⱥȩ ȥȷȨȩ

Ψ(�) = |�|ଶන�ି௜�⋅�൬න�௜�⋅�Ψ(�) �ଷ�൰ �ଷ�.
ІȱȶȩґȴȤȯ ȷ ȨȷȪȮȤȹ є ȨȲȵȶȲȶȷ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ Ȅȷȴ’є ȸȷȱȮȺії Ψ(�) → ෝΨ(�),Ȥ ȱȤȵȶȷȳȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ∫ �ି௜�⋅�ෝΨ(�) �ଷ�— ȫȦȲȴȲȶȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя Ȅȷȴ’є. ǷȮȷȴȵȷ ȤȱȤȯіȫȷ ȱȤȰ ȦіȨȲȰȲ, ȽȲ ȮȲȩȸіȺієȱȶ ȶȤȮȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя є (ʹπ)ିభ/మȨȯя ȮȲȪȱȲї ȲȮȴȩȰȲї ȫȰіȱȱȲї іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя, ȶȲȰȷ � = (ʹπ)ିయ/మ. ǾȶȪȩ, Ȧ ȴȩ-ȫȷȯьȶȤȶі ȰȤєȰȲ ȱȲȴȰȷȦȤȱȬȭ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȦіȯьȱȲȧȲ ȧȤȰіȯь-ȶȲȱіȤȱȤ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі:Ψ�(�) = (ʹπ)ିయ/మ�௜�⋅�. (˗.˕˙b)
§ Ͷ.͹. ʡ˖ːˈˎьːˋˌ ˈ˗ˈˍ˕ǾȨȱією ȫ ȱȤȭȴȤȫюȻіȼȬȹ ȨȩȰȲȱȵȶȴȤȺіȭ ȦіȨȰіȱȱȲȵȶі ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȦіȨ ȮȯȤȵȬȻȱȲї є яȦȬȽȩ ȶȷȱȩȯюȦȤȱȱя ȻȤȵȶȮȬ Ȼȩȴȩȫ ȲȥȯȤȵȶь, Ȩȩ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȤȩȱȩȴґія ȳȩȴȩȦȬȽȷє ȫȤȧȤȯьȱȷ ȩȱȩȴґію ȻȤȵȶȮȬ. ǷȧіȨȱȲ ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲю ȰȩȹȤȱі-ȮȲю, Ⱥȩ ȥȷȯȲ ȥ ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ.ǼȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȱȤȭȳȴȲȵȶіȼȬȭ ȳȴȬȮȯȤȨ ȶȷȱȩȯьȱȲȧȲ ȳȩȴȩȹȲȨȷ ȻȩȴȩȫȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ ȳȴяȰȲȮȷȶȱȲї ȸȲȴȰȬ:

�(�) = ൞Ͳ, � < Ͳ;�଴, Ͳ ≤ � ≤ �;Ͳ, � < �. (˗.˕˜)
ǷȤ ȱȤяȦȱȲȵȶі ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії ȱȤȥȷȦȤє ȦȬ-ȧȯяȨȷ − ~

ଶʹ� �ଶΨ��ଶ +�(�)Ψ(�) = �Ψ(�). (˗.˖˓)



˔˔˛ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȯȬȼȩ ȦȬȳȤȨȲȮ Ͳ < � < �଴, Ȩȯя яȮȲȧȲ ȮȯȤȵȬȻȱȤ ȰȩȹȤȱіȮȤȫȤȥȲȴȲȱяє ȳȩȴȩȹіȨ Ȼȩȴȩȫ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ. ȀіȼȩȱȱяȰ ȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.͵Ͳ) є
Ψ(�) = ൞�ଵ�௜௞௫ + �ଵ�ି௜௞௫ , � ≤ Ͳ;��ஒ௫ + ��ିஒ௫ , Ͳ ≤ � ≤ �;�ଶ�௜௞௫ + �ଶ�ି௜௞௫ , � ≤ �.

(a)(b)(c) (˗.˖˔)
Ȃȷȶ � = √ʹ��/~, Ȥ β = ඥʹ�(�଴ − �)/~. ȁȶȴȷȰ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі (Ͷ.ʹʹ) Ⱥієї ȹȦȬ-ȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺії ȱȩ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь ȷ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶі, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȷȵȬ-ȰȲ ȷяȦȬȶȬ, ȽȲ іȵȱȷюȶь ȦіȨȨȤȯȩȱі ȦȬȶȲȮȬ ȶȤ ȵȶȲȮȬ, ȦіȨȵȷȶȱі Ȧ (Ͷ.͵Ͳ), і ȽȲȺȩ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȲȳȬȵȷє ȴȲȫȳȲȦȵюȨȪȩȱȱя ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȳȩȦȱіȭ ȲȥȰȩȪȩȱіȲȥȯȤȵȶі ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȰіȪ ȱȬȰȬ.ǽȤ ȶȴȬ ȳȤȴȬ ȱȩȦіȨȲȰȬȹ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ȱȤȮȯȤȨȤєȶьȵя ȲȥȰȩȪȩȱȱя ȨȦȲȰȤȳȤȴȤȰȬ ȴіȦȱяȱь, ȽȲ ȦȬȰȤȧȤюȶь ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі Ψ і �Ψ/�� ȷ ȶȲȻȮȤȹ � = Ͳ і� = �. Їȹ ȫȴȷȻȱіȼȩ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȷ ȰȤȶȴȬȻȱіȭ ȸȲȴȰі. Ǵȯя � = Ͳ ȰȤєȰȲ

ቈ ͳ ͳ�� −��቉ ቆ�ଵ�ଵቇ = ቈͳ ͳβ −β቉ ቆ��ቇ ,Ȥ Ȩȯя � = �,
ቈ �ஒ௔ �ିஒ௔β�ஒ௔ −β�ିஒ௔ ቉ ቆ��ቇ = ቈ �௜௞௔ �ି௜௞௔���௜௞௔ −���ି௜௞௔ ቉ ቆ�ଶ�ଶቇ .Ǵȯя ȵȶȬȵȯȲȵȶі ȫȤȳȬȼȩȰȲ Ⱥі ȴіȦȱяȱȱя, яȮ

[�ଵ]ቆ�ଵ�ଵቇ = [�ଶ]ቆ��ቇ , (˗.˖˕)
[�ଷ]ቆ��ቇ = [�ସ]ቆ�ଶ�ଶቇ . (˗.˖˖)ȅȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬȮȬ ȦіȨȥȬȶȶя ȶȤ ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȥȤȴ’єȴȷ ȰіȵȶȬȶьȰȤȶȴȬȺя ȳȩȴȩȱȲȵȷ [�], ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȫ
ቆ�ଵ�ଵቇ = [�]ቆ�ଶ�ଶቇ ,Ȩȩ [�] = [�ଵ]ିଵ[�ଶ][�ଷ]ିଵ[�ସ]. (˗.˖˗)



§ ˗.˚. ȂȷȱȩȯьȱȬȭ ȩȸȩȮȶ ˔˔˜ǵȯȩȰȩȱȶȬ ȰȤȶȴȬȺі ȳȩȴȩȱȲȵȷ є�ଵଵ = �௜௞௔൤cosh(β�) + �ʹ sinh(β�)൬β� − �β൰൨ ,�ଵଶ = �ʹ �ି௜௞௔ sinh(β�)൬β� + �β൰ ,�ଶଵ = − �ʹ �௜௞௔ sinh(β�)൬β� + �β൰ ,�ଶଶ = �ି௜௞௔൤cosh(β�) − �ʹ sinh(β�)൬β� − �β൰൨ .Ȇȩȭ ȰȩȶȲȨ ȰȤȶȴȬȺі ȳȩȴȩȱȲȵі ȰȲȪȱȤ ȯȩȧȮȲ ȷȫȤȧȤȯьȱȬȶȬ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱяȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱя ȻȤȵȶȲȮ Ⱥіȯȷ ȱȬȫȮȷ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȹ яȰ ȶȤ ȥȤȴ’єȴіȦ ȷ ȲȨȱȲȰȷ ȦȬ-Ȱіȴі.ȃ ȶȤȮȬȹ ȫȤȨȤȻȤȹ ȫȤȦȪȨȬ ȥȷȨȩ ȱȤ ȲȨȱȷ ȳȤȴȷ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ȥіȯьȼȩ, ȱіȪȮіȯьȮіȵȶь ȴіȦȱяȱь, ȽȲ ȦȬȳȯȬȦȤюȶь ȫ ȷȰȲȦȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі ȵȶȴȷȰȷ. ȀȩȼȶȤȨȦȤ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȰȤюȶь ȦȬȫȱȤȻȤȶȬȵя ȫ ȧȴȤȱȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ, ȽȲ ȲȳȬȵȷюȶь ȮȲȱ-ȸіґȷȴȤȺії ȦіȨȨȤȯȩȱȬȹ ȦȬȶȲȮіȦ ȶȤ ȵȶȲȮіȦ. ǴȲȨȤȱȮȬ ȷΨ(�) іȫ ȰȱȲȪȱȬȮȤȰȬ�ଵі �ଶ ȲȳȬȵȷюȶь ȦȹіȨȱі ȳȲȶȲȮȬ, ȽȲ ȳȤȨȤюȶь ȱȤ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ ȦіȨȳȲ-ȦіȨȱȲ ȫ ȯіȦȲȧȲ ȶȤ ȳȴȤȦȲȧȲ ȥȲȮіȦ. ЯȮȽȲ ȦȬȶіȮ ȳȴȬȵȷȶȱіȭ ȯȬȼȩ ȯіȦȲȴȷȻ ȦіȨȥȤȴ’єȴȤ, ȶȲ �ଶ ȰȤє ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȱȷȯю. ȂȲȨі ȳȴȤȦȲȴȷȻ (� > �) ȥȷȨȩ ȯȬȼȩȵȶȴȷȰ, ȳȴȲȳȷȽȩȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȰ ȥȤȴ’єȴȲȰ:− ~ʹ�(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) = ~�� |�ଶ|ଶ.ǷȤȧȤȯьȱȬȭ ȵȶȴȷȰ ȯіȦȲȥіȻ ȥȤȴ’єȴȤ (� < Ͳ) ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȨȦȲȹ ȨȲȨȤȱȮіȦ,
~�� |�ଵ|ଶ − ~�� |�ଵ|ଶ,ȳȩȴȼȬȭ ȫ яȮȬȹ є ȦȹіȨȱȬȭ ȵȶȴȷȰ, Ȥ ȨȴȷȧȬȭ — ȵȶȴȷȰ, ȦіȨȥȬȶȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȰȥȤȴ’єȴȲȰ. ǼȬ ȲȫȱȤȻȬȰȲ ˍˑˈ˗і˙ієː˕ ˅іˇ˄ˋ˕˕я �, яȮ� = ฬ�ଵ�ଵ ฬଶ = ฬ�ଶଵ�ଵଵ ฬଶ , (˗.˖˘)Ȥ ˍˑˈ˗і˙ієː ˒˓ˑ˒˖˔ˍ˃ːːя �, яȮ� = ฬ�ଶ�ଵ ฬଶ = ฬ ͳ�ଵଵ ฬଶ . (˗.˖˙)ǷȥȩȴȩȪȩȱȱя ȵȶȴȷȰȷ ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ�+� = ͳ, і ȼȯяȹȲȰ ȳȴяȰȲȧȲ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱяȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȨі ȶȤȮ і є.



˔˕˓ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. Ͷ.͵a. ȂȷȱȩȯюȦȤȱȱя ȹȦȬȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺії Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ȫ ȩȱȩȴґією ா ୀ ଴, ଵ଺. ǿȲ-ȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ ௏బ ୀ ଵ, ଴; ଴ ழ ௫ ழ ଵ. (ǾȨȬȱȬȺі ȦȬȰіȴȷ: ~ ୀ ଶ௠ ୀ ଵ.)
ǴȩяȮі ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȶȷȱȩȯюȦȤȱȱя ȹȦȬȯьȲȦȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ґȴȤȸі-ȮȤȹ ȫ ȀȬȵ. ˗.˖a і ˗.˖b. ȃȵȷȳȩȴȩȻ ȳȲȼȬȴȩȱіȭ ȨȷȰȺі, ґȴȷȱȶȲȦȤȱіȭ ȱȤ яȮіȵȱȲȰȷȤȱȤȯіȫі яȦȬȽȤ, ȳȲȦȩȨіȱȮȤ Ψ(�) ȦȵȩȴȩȨȬȱі ȥȤȴ’єȴȤ ȱȩ є ȻȬȵȶȲ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭ-ȱȬȰ ȵȳȤȨȤȱȱяȰ. ǽȤ ȀȬȵ. ˗.˖a ȨіȭȵȱȤ ȻȤȵȶȬȱȤΨ ȵȳȩȴȼȷ ȫȰȩȱȼȷєȶьȵя, ȳȲȶіȰȳȲȻȬȱȤє ȫȴȲȵȶȤȶȬ, Ȥ ȀȬȵ. ˗.˖b ȫȤȵȦіȨȻȷє, ȽȲ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ� = �଴ ȨіȭȵȱȤ ȶȤ ȷяȦ-ȱȤ ȻȤȵȶȬȱȬΨ ȫȰіȱююȶьȵя ȵȶȴȲȧȲ ȯіȱіȭȱȲ. ǾȨȱȤȮ ȤȥȵȲȯюȶȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя |Ψ|ȫȤȦȪȨȬ ȰȲȱȲȶȲȱȱȲ ȵȳȤȨȤє ȦȫȨȲȦȪ ȥȤȴ’єȴȷ.ǺȲȰȳȯȩȮȵȱȤ ȳȴȬȴȲȨȤ ȸȷȱȮȺіїΨ(�) і ȱȩȷȹȬȯьȱȩ ȫȴȲȵȶȤȱȱя її ȸȤȫȬ є ȦȬ-ȫȱȤȻȤȯьȱȬȰ ȸȤȮȶȲȴȤȰȬ іȵȱȷȦȤȱȱя ȱȩȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȵȶȴȷȰȷ. ǼіȱȯȬȦіȵȶь ȤȰ-ȳȯіȶȷȨȬ |Ψ| ȳȴȬ � < Ͳ ȲȥȷȰȲȦȯȩȱȤ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺією ȰіȪ ȦȹіȨȱȬȰ і ȦіȨȥȬ-ȶȬȰ ȳȲȶȲȮȤȰȬ. ǰȰȳȯіȶȷȨȤ ȳȴȬ � > �, ȫȦȬȻȤȭȱȲ, ȱȩȫȰіȱȱȤ. ǾȵȮіȯьȮȬ Ψ і



§ ˗.˚. ȂȷȱȩȯьȱȬȭ ȩȸȩȮȶ ˔˕˔

ʟˋ˔. Ͷ.͵b. ȂȷȱȩȯюȦȤȱȱя ȹȦȬȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺії Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ȫ ȩȱȩȴґією ா ୀ ଵ, ଴. ǿȲȶȩȱ-ȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ ௏బ ୀ ଵ, ଴; ଴ ழ ௫ ழ ଵ. (ǾȨȬȱȬȺі ȦȬȰіȴȷ: ~ ୀ ଶ௠ ୀ ଵ.)
�Ψ/�� ȱȩȳȩȴȩȴȦȱі, ȶȲ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰȬ є ȭ |Ψ| і �|Ψ|/��. ǾȶȪȩ, ȱȤ ȦȬȹȲȨі ȫȥȤȴ’єȴȤ |Ψ| ȫȤȦȪȨȬ ȰȤє ȱȷȯьȲȦȬȭ ȱȤȹȬȯ, Ȥ Ⱥȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ її ȵȳȤȨȤȱȱя ȱȩȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȻȬȵȶȲ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȬȰ.ǺȲȩȸіȺієȱȶ ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȥȤȴ’єȴȤ є

� = ቈͳ + �ଶ଴[sinh(β�)]ଶͶ�(�଴ − �) ቉ିଵ , (˗.˖˚)
Ȩȩ β = ඥʹ�(�଴ − �)/~. Ǵȯя β� ≫ ͳ Ⱥȩ ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ

� ≈ ቈͶ(� − �଴)�ଶ଴ ቉ �ିஒ௔ . (˗.˖˛)



˔˕˕ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. Ͷ.Ͷ. ǷȤȯȩȪȱіȵȶь ȱȤȶȷȴȤȯьȱȲȧȲ ȯȲґȤȴȬȸȰȤ ȮȲȩȸіȺієȱȶȤ ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя ȦіȨ ȶȲȦ-ȽȬȱȬ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȥȤȴ’єȴȤ. (ǾȨȬȱȬȺі ȦȬȰіȴȷ: ~ ୀ ଶ௠ ୀ ଵ.)
Ȇȩ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȩ ȵȳȤȨȤȱȱя � ȳȴȬ ȫȥіȯьȼȩȱȱі ȶȲȦȽȬȱȬ ȥȤȴ’єȴȤ � яȵȱȲȳȴȲȵȶȩȪȷєȶьȵя ȱȤ ȀȬȵ. ˗.˗. Ǵȯя ȴіȫȱȬȹ ȸȲȴȰ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȥȤȴ’єȴȤ Ⱥя ȫȤ-ȯȩȪȱіȵȶь ȰȲȪȩ ȫȤȫȱȤȦȤȶȬ ȳȩȦȱȬȹ ȦȤȴіȤȺіȭ, Ȥȯȩ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȤ ȵȮȯȤȨȲȦȤ,яȮ ȰȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȳȴȲȦіȨȱȲю, і Ȩȯя ȦȩȯȬȮȬȹ ȫȱȤȻȩȱь � ȱȤȦȬȴȤȫ Ȩȯя � ȱіяȮ ȱȩ ȦȳȯȬȦȤє ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ.ǵȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȷ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь (Ͷ.͵ͺ) ȥȷȯȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱȲ ȳіȨȶȦȩȴ-ȨȪȩȱȲ Ȧ яȦȬȽі ˅˃ˍ˖˖ˏːˑˆˑ ˕˖ːˈˎю˅˃ːːя (Ǳіȱȱіґ і ȵȳіȦȴȲȥіȶȱȬȮȬ, ˔˜˛˕).ǵȱȩȴґія ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȰȩȶȤȯі ȱȬȪȻȤ ȫȤ ȩȱȩȴґію ȦіȯьȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȷ ȦȤȮ-ȮȷȰі, ȶȲȰȷ ȦȷȫьȮȬȭ ȳȴȲȰіȪȲȮ ȰіȪ ȦіȵȶȴяȰ ȰȩȶȤȯȩȦȲї ȧȲȯȮȬ ȶȤ ȰȩȶȤȯȩȦȲюȳȯȤȵȶȬȱȲю Ȩіє, яȮ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȭ ȥȤȴ’єȴ, Ȯȴіȫь яȮȬȭ ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȰȲȪȩ ȶȷȱȩȯю-ȦȤȶȬȵя. ȀіȫȱȬȺя ȰіȪ ȦȤȮȷȷȰȱȬȰ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȲȰ ȶȤ ȩȱȩȴґією ȄȩȴȰі ȩȯȩȮȶȴȲ-ȱȤ ȦȵȩȴȩȨȬȱі ȰȩȶȤȯȷ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˓ˑ˄ˑ˕ˑю˅ˋ˘ˑˇ˖ і ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȳȤȴȤȰȩȶȴȲ-Ȧі �଴ − � = ~

ଶβଶ/ʹ� ȷ ȱȤȼіȭ ȰȲȨȩȯі. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȼȦȬȨȮіȵȶь ȵȳȤȨȤȱȱяlog � ȫі ȫȴȲȵȶȤȱȱяȰ � ȨȤє ȵȳȲȵіȥ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя ȴȲȥȲȶȬ ȦȬȹȲȨȷ ȱȤ ȳȲȦȩȴȹ-ȱю. ȀȬȵ. ˗.˘ іȯюȵȶȴȷє ȳȩȴȩȦіȴȮȷ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȲї ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі ȦіȨ ȦіȨȵȶȤȱіȫȤ ȳ’яȶьȰȤ ȳȲȴяȨȮȤȰȬ ȦȩȯȬȻȬȱȬ �.ǲȬȵȲȮȤ ȻȷȶȯȬȦіȵȶь ȶȷȱȩȯьȱȲȧȲ ȵȶȴȷȰȷ ȨȲ ȦіȨȵȶȤȱі ȰіȪ ȦіȵȶȴяȰ ȶȤȳȲȦȩȴȹȱȩю ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷєȶьȵя Ȧ ˕ˈːˈˎьːˑˏ˖ ˏіˍ˓ˑ˔ˍˑ˒і, яȮȬȭ ȨȲȫȦȲ-ȯяє ȦȬȰіȴяȶȬ ȰіȮȴȲȵȮȲȳіȻȱі ȳȲȦȩȴȹȱȩȦі ȱȩȴіȦȱȲȵȶі ȤȪ ȨȲ Ͳ, ͳ ȤȱґȵȶȴȩȰȤ(ͳͲିଽ ȵȰ) ȷ ȦȬȵȲȶȷ.



§ ˗.˛. ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱі іȱȶȩґȴȤȯȬ ˔˕˖

ʟˋ˔. Ͷ.ͷ. ȂȷȱȩȯьȱȬȭ Ȳȳіȴ і ȵȶȴȷȰ ȷ ȫȤȯȩȪȱȲȵȶі ȦіȨ ȦіȨȵȶȤȱі ȰȩȶȤȯȩȦȲȧȲ Ȧіȵȶȴя ȨȲȳȲȦȩȴȹȱі ȳȯȤȵȶȬȱȬ. [ǿȩȴȩȨȴȷȮ іȫ Щ. Фinnig et al.(˔˜˛˕), Physica ͳͲͻ ͳͳͲB, ˕˓˚˘–˚.]
§ Ͷ.ͺ. ʣ˖ːˍ˙іˑː˃ˎьːі іː˕ˈґ˓˃ˎˋǵȦȲȯюȺію ȦȩȮȶȲȴȤ ȮȦȤȱȶȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ Ȧ ȻȤȵі, |Ψ(�)⟩ = �(�, �଴)|Ψ(�଴)⟩, ȰȲȪȱȤȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȳȲȼȬȴȩȱȱя ȤȰȳȯіȶȷȨȬ Ȧ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі:Ψ(�, �) = න�(�, �; �, �଴)Ψ(�, �଴) ��, (˗.˖˜)Ȩȩ �(�, �; �, �଴) = ⟨�|�(�, �଴)|�⟩ (˗.˗˓)ȻȤȵȶȲ ȱȤȫȬȦȤюȶь ˒˓ˑ˒˃ґ˃˕ˑ˓ˑˏ. ǾȵȮіȯьȮȬ Ȧіȱ ȨȤє яȦȱȩ ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱяȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȫ ȻȤȵȲȦȲю ȫȤȯȩȪȱіȵȶю, ȶȲ ȰȤє ȳȴяȰȷ ȸіȫȬȻȱȷ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію.ЯȮȽȲ Ȧ ȰȲȰȩȱȶ ȻȤȵȷ �଴ ȵȬȵȶȩȰȷ ȥȷȯȲ ȯȲȮȤȯіȫȲȦȤȱȲ ȳȲȥȯȬȫȷ ȶȲȻȮȬ �, ȶȲ-Ȩі ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȦȬяȦȬȶȬ її Ȧ ȳіȫȱіȼȬȭ ȻȤȵ � ȷ ȰȤȯіȭ ȲȮȲȯȬȺі ȶȲȻȮȬ � ȥȷȨȩȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȨȲ |�(�, �; �, �଴)|ଶ��. (ȃ ȺьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȲȥȰȩȪȬȰȲ ȱȤȼȴȲȫȧȯяȨ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȬȰ ȦȬȳȤȨȮȲȰ, Ȥȯȩ Ȧȵі ȲȶȴȬȰȤȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȯȩȧȮȲ ȷȫȤ-ȧȤȯьȱююȶьȵя ȱȤ ȥȷȨь-яȮȷ ȴȲȫȰіȴȱіȵȶь ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ.)Ȁ. ǿ. ȄȩȭȱȰȤȱ ȷ ˔˜˗˛ ȴȲȺі (ȨȬȦ. [˘˛]) ȳȲȮȤȫȤȦ, ȽȲ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȵȷȰȷ ȫȤ ȦȵіȰȤ ȨȲȵȶȷȳȱȬȰȬ ȼȯяȹȤȰȬ, яȮі ȳȲєȨȱȷюȶь ȳȲȻȤ-



˔˕˗ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȶȮȲȦȬȭ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȬȭ ȵȶȤȱȬ; Ȥȯȩ ȶȷȶ ȰȬ ȱȩ ȥȷȨȩȰȲ ȳȲȦȶȲȴюȦȤȶȬ ȭȲȧȲ ȲȴȬґі-ȱȤȯьȱȬȹ ȦȬȮȯȤȨȲȮ. ǽȤȶȲȰіȵȶь ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя ȰȷȯьȶȬȳȯȬȮȤȶȬȦȱȬȰȬ ȦȯȤ-ȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȻȤȵȲȦȲї ȩȦȲȯюȺії:�(�ே , �ଵ) = �(�ே , �ேିଵ) �(�ேିଵ, �ேିଶ)⋯�(�ଷ, �ଶ) �(�ଶ, �ଵ), (˗.˗˔)Ȩȩ �ே > �ேିଵ > ⋯ > �ଶ > �ଵ. Іȫ ȺьȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ ȰȲȪȱȤȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ�(�, �; �଴, �଴) = න⋯න�(�, �; �ே , �ே)⋯�(�ଶ, �ଶ; �ଵ, �ଵ)×× �(�ଵ, �ଵ; �଴, �଴) ��ଵ⋯��ே . (˗.˗˕)
Ȇі � іȱȶȩґȴȷȦȤȱь ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі ȵȷȰі ȫȤ ȦȵіȰȤ ȫȬґȫȤȧȲȦȬȨȱȬȰȬ ȼȯяȹȤȰȬ,

ʟˋ˔. Ͷ.͸. ǴȦȤ ȰȲȪȯȬȦі ȼȯяȹȬ, ȽȲ ȳȲєȨȱȷюȶь ȶȲȻȮȬ (௫బ, ௧బ) ȶȤ (௫, ௧) ȷ ȮȲȱȸіґȷȴȤ-ȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі.ȽȲ ȳȲєȨȱȷюȶь ȳȲȻȤȶȮȲȦȷ ȶȲȻȮȷ (�଴, �଴) іȫ ȮіȱȺȩȦȲю (�, �), яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤȀȬȵ. ˗.˙. ЯȮȽȲ ȰȬ ȳȩȴȩȭȨȩȰȲ ȨȲ ȰȩȪі� → ∞ і Δ� → Ͳ (Ȩȩ Δ� = �௜ − �௜ିଵ), ȶȲȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ, яȮ ȵȷȰȷ (ȻȬ, ȴȤȨȼȩ, іȱȶȩґȴȤȯ) ȫȤ ȦȵіȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ,ȽȲ ȳȲєȨȱȷюȶь ȳȲȻȤȶȮȲȦȷ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȷ ȶȲȻȮȬ.Ǵȯя ȫȤȦȩȴȼȩȱȱя ȱȤȼȲȧȲ ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ яȦȱȬȭ ȦȬȴȤȫȨȯя ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴȤ Ȧ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȲȰȷ ȻȤȵȲȦȲȰȷ іȱȶȩȴȦȤȯі Δ� = �௜ − �௜ିଵ:�(�, �௜; �, �௜ିଵ) = ⟨�|�(�௜ , �௜ିଵ)|�⟩ == ⟨�|�ି௜ு୼௧/~|�⟩. (˗.˗˖)
(ЯȮȽȲ � ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, ȶȴȩȥȤ ȦȫяȶȬ ȭȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя Ȧ ȵȩȴȩȨȱіȭ ȶȲ-ȻȺі ȦіȨȴіȫȮȤ.) ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ є ȵȷȰȲю ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȶȤ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲїȩȱȩȴґії,� = �+�, яȮі, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȶȴȬȦіȤȯьȱȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ� = const, ȱȩ ȮȲ-Ȱȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю, ȥȲ ȳȩȴȼȬȭ є ȸȷȱȮȺією ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ, Ȥ ȨȴȷȧȬȭ



§ ˗.˛. ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱі іȱȶȩґȴȤȯȬ ˔˕˘— ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя. ǰ ȳȴȲȶȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ�க(்ା௏) = �க்�க௏ + �(ɂଶ), (˗.˗˗)яȮȽȲ ɂ = �Δ�/~ є іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю. ǷȤȯȬȼȮȲȦȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ�(ɂଶ), ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȬȭ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȲȦі � і �, ȷ ȰȩȪі Δ� → Ͳ ȵȶȤє ȱȩіȵȶȲȶȱȬȰ,ȲȵȮіȯьȮȬ Ȧіȱ ȰȤє ȨȴȷȧȬȭ ȳȲȴяȨȲȮ ȫȤ ɂ. ǾȶȪȩ, (Ͷ.Ͷ͵) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ⟨�|�ି௜ு୼௧/~|�⟩ = ⟨�|�ି௜்୼௧/~�ି௜௏୼௧/~|�⟩ == ⟨�|�ି௜்୼௧/~|�⟩ �ି௜௏(௬)୼௧/~, (˗.˗˘)
ȫ ȳȲȹȬȥȮȲю ȱȤȥȯȬȪȩȱȱя˔˔, ȽȲ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь ȳȴȬ Δ� → Ͳ.ǼȱȲȪȱȬȮ ȫ ȮіȱȩȶȬȻȱȲю ȩȱȩȴґією Ȧ (Ͷ.Ͷͷ)ȰȲȪȱȤ яȦȱȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ, ȴȲȫ-ȮȯȤȦȼȬ ⟨�|�ି௜்୼௧/~|�⟩Ȼȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ |�௞⟩ ȩȱȩȴґії ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ, ȨȯяяȮȬȹ �|�௞⟩ = ~

ଶ�ଶʹ� |�௞⟩ (§ ˗.˙):
⟨�|�ି௜்୼௧/~|�⟩ = න⟨�|�ି௜்୼௧/~|�௞⟩⟨�௞|�⟩ �� == න⟨�|�௞⟩ �ି௜~௞మ୼௧/ଶ௠⟨�௞|�⟩ �� == (ʹπ)ିଵන�ି௜~௞మ୼௧/ଶ௠�௜௞(௫ି௬)��. (˗.˗˙)

ǲ ȲȵȶȤȱȱьȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȰȬ ȵȮȲȴȬȵȶȤȯȬȵя ȦȬȴȤȫȲȰ⟨�|�௞⟩ ≡ Ψ௞(�) = (ʹπ)ିభ/మ�௜௞௫ , (˗.˗˚)ȽȲ є ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȬȰ ȦȤȴіȤȱȶȲȰ ȴіȦȱяȱȱя (Ͷ.ʹ͸b), ȦȬȦȩȨȩȱȲȧȲ ȱȤȳȴȬȮіȱȺі§ ˗.˙.ІȱȶȩґȴȤȯ ȷ (Ͷ.Ͷ͸) ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȲȧȲ ґȤȷȵȲȦȲȧȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ, ȨȯяяȮȲȧȲ ାஶනିஶ �ି௔௣మା௕௣�� = (π/�)భ/మ�௕మ/ସ௔ . (˗.˗˛)
ȂȲȰȷ ⟨�|�ି௜்୼௧/~|�⟩ = ൬ �ʹπ�~Δ�൰భ/మ expቈ��(� − �)ଶʹ~Δ� ቉ . (˗.˗˜)

˔˔ǲȫȤȧȤȯі, ȫ ȲȺіȱȮȲю Ⱥієї ȳȲȹȬȥȮȬ ȰȬ ȲȥіȭȼȯȬȵя ȨȷȪȩ ȦіȯьȱȲ. ȁȶȴȲȧȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱя ȨȬȦ. ȷȈȷȯьȰȤȱȤ [˔˙˖], Ȁ. ˔.



˔˕˙ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȂȩȳȩȴ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȭȶȬ ȨȲ ȰȩȪі ȷ ȦȬȴȤȫі (Ͷ.Ͷʹ), ȮȲȯȬ �, ȮіȯьȮіȵȶьȦȩȴȼȬȱ ȯȤȰȤȱȬȹ ȮȴȬȦȬȹ, ȵȶȤє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲю:
�(�, �; �଴, �଴) = limே→ஶන⋯න ே∏

௝ୀ଴�(�௝ାଵ, �௝ାଵ; �௝ , �௝) ��ଵ⋯��ே . (˗.˘˓)
Ȃȷȶ ȰȬ ȳȲȫȱȤȻȬȯȬ � = �ேାଵ, � = �ேାଵ. ǾȵȮіȯьȮȬ Ȧ ȰȩȪі � → ∞ іȱȶȩȴȦȤΔ� ȵȶȤє іȱȸіȱіȶȩȫȰȤȯьȱȬȰ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳіȨȵȶȤȦȬȶȬ Ȧ (Ͷ.ͷͲ) ȦȬȴȤȫȬ (Ͷ.Ͷ͵),(Ͷ.Ͷͷ) і (Ͷ.Ͷͻ). ǷȤȰіȱȬȦȼȬ ȨȲȥȷȶȲȮ ȩȮȵȳȲȱȩȱȶ ȱȤ ȩȮȵȳȲȱȩȱȶȷ ȵȷȰȬ, ȲȶȴȬ-ȰȷєȰȲ�(�, �; �଴, �଴) = limே→ஶන⋯න൬ �ʹπ�~Δ�൰ே/ଶ×× exp቎ ே∑

௝ୀ଴ቆ��(�௝ାଵ − �௝)ଶʹ~Δ� − �(�௝)ቇ቏ ��ଵ⋯��ே . (˗.˘˔)
Ȃȩȳȩȴ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ яȦȱȲ ȦȬȴȤȪȩȱȲ Ȼȩȴȩȫ іȱȶȩґȴȤȯ ȫȤ ȦȵіȰȤ ȰȲȪȯȬȦȬȰȬ ȫȬ-ґȫȤґȲȦȬȨȱȬȰȬ ȼȯяȹȤȰȬ, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤюȶьȵя ȫ�+ͳ ȳȴяȰȬȹ ȦіȨȴіȫȮіȦ ȰіȪ ȳȲ-ȻȤȶȮȲȦȲю ȶȤ ȮіȱȺȩȦȲю ȶȲȻȮȲю. ǷȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȱȩȦȩȯȬȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь, ȵȷ-Ȱȷ Ȧ ȤȴґȷȰȩȱȶі ȩȮȵȳȲȱȩȱȶȬ ȰȲȪȱȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȷȦȤȶȬ, яȮ ȴіȰȤȱȲȦȷ ȵȷȰȷ ȨȯяіȱȶȩґȴȤȯȤ ȦȫȨȲȦȪ ȼȯяȹȷ, яȮȤ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲю Ȧ ȰȩȪі ȱȩ-ȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі (� → ∞):�

~

ே∑
௝ୀ଴ Δ�ቈ�ʹ൬�௝ାଵ − �௝Δ� ൰ଶ − �(�௝)቉ −−−−→ே→ஶ �

~

௧න௧బ ቈ ͳʹ൬���ɒ ൰ଶ − �(�)቉ �ɒ. (˗.˘˕)
ІȱȶȩґȴȤȯ ȷ ȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі ȥȩȴȩȶьȵя ȦȫȨȲȦȪ ȼȯяȹȷ � = �(ɒ), ȽȲ є ȱȩȳȩ-ȴȩȴȦȱȲю ȰȩȪȩю ȯȤȰȤȱȲї ȮȴȬȦȲї. Ȃȩȳȩȴ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭ ȦȬȴȤȫ є ȨȲȵȶȲȶȷȯȤґȴȤȱȪȲȦȲю ȸȷȱȮȺією ȫ ȮȯȤȵȬȻȱȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ:ℒ(�, �̇) = ଵଶ��̇ଶ − �(�), (˗.˘˖)Ȩȩ �̇ = ��/�ɒ. ІȱȶȩґȴȤȯ ȦіȨ ℒ ȳȲ ȼȯяȹȷ � = �(ɒ),�[�(ɒ)] = න௫(த) ℒ(�, �̇) �ɒ, (˗.˘˗)
є ˇією, ȳȲȦ’яȫȤȱȲю ȫ ȺȬȰ ȼȯяȹȲȰ. ǾȶȪȩ, Ȧ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȭ ȰȩȪі ȮȦȤȱȶȲȦȬȭȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ ȦȬȴȤȪȤєȶьȵя, яȮ іȱȶȩґȴȤȯ ȳȲ Ȧȵіȹ ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȮȯȤȵȬȻȱȬȹ ȼȯя-ȹȤȹ, ȽȲ ȳȲєȨȱȷюȶь ȳȲȻȤȶȮȲȦȷ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȷ ȶȲȻȮȬ; Ȥ ȦȱȩȵȲȮ ȦіȨ ȮȲȪȱȲȧȲ ȶȤ-ȮȲȧȲ ȼȯяȹȷ ȨȤєȶьȵя ȸȤȫȲȦȬȰ ȰȱȲȪȱȬȮȲȰ exp(��/~).



§ ˗.˛. ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱі іȱȶȩґȴȤȯȬ ˔˕˚ȀȩȫȷȯьȶȤȶ ȻȤȵȶȲ ȫȤȳȬȵȷєȶьȵя Ȧ ȻȤȴіȦȯȬȦȲ ȳȴȲȵȶіȭ ȸȲȴȰі
�(�, �; �଴, �଴) = (௫,௧)න(௫బ ,௧బ) �௜�[௫(த)]/~��(ɒ), (˗.˘˘)

Ȩȩ ��(ɒ) ȳȲȫȱȤȻȤє ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȩ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя ȫȤ ȦȵіȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ � =�(ɒ) ȰіȪ ȶȲȻȮȤȰȬ (�଴, �଴) і (�, �). ȂȤȮȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя іː˕ˈґ˓˃ˎˑˏ
ˊȤ˛ˎя˘˃ˏˋ ȤȥȲ˗˖ːˍ˙іˑː˃ˎьːˋˏ іː˕ˈґ˓˃ˎˑˏ. ǼȤєȰȲ ȨȦȤ ȫȤȷȦȤȪȩȱȱя ȽȲȨȲȺієї ȸȲȴȰȷȯȬ.(a) ǺȯȤȵ ȼȯяȹіȦ, ȳȲ яȮȬȹ ȳȴȲȦȲȨȬȶьȵя іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя є ȨȷȪȩ ȼȬȴȲȮȬȰ іȰȤє ȦȮȯюȻȤȶȬ ȱȤȦіȶь ȷȮȴȤȭ ȱȩȴȩґȷȯяȴȱі ȸȷȱȮȺії. Ȇȩ ȲȻȩȦȬȨȱȲ ȫ ȶȲ-ȧȲ ȸȤȮȶȷ, ȽȲ �௝ = �(�௝) і �௝ାଵ = �(�௝ +Δ�) ȴȲȫȧȯяȨȤюȶьȵя Ȧ (Ͷ.ͷͳ), яȮȱȩȫȤȯȩȪȱі ȫȰіȱȱі іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя, ȹȲȻ ȥȬ яȮȲю ȰȤȯȲю ȵȶȤȦȤȯȤ ȦȩȯȬȻȬ-ȱȤ Δ�.(b) ȁȶȴȲȧȩ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȩ ȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȰіȴȬ��(ɒ)ȱȤ ȰȱȲȪȬȱі ȸȷȱȮȺіȭ,ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяюȶь ȷȵі ȰȲȪȯȬȦі ȼȯяȹȬ ȦіȨ (�଴, �଴) ȨȲ (�, �), є ȱȤȨȫȦȬ-ȻȤȭȱȲ ȶȲȱȮȬȰ і ȵȮȯȤȨȱȬȰ ȳȬȶȤȱȱяȰ. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȫȥіȪȱіȵȶь іȱȶȩґȴȤȯȤȫȱȤȹȲȨȬȶьȵя ȳіȨ ȳȬȶȤȱȱяȰ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭ ȦȬȴȤȫ ȰȤє Ȥȥ-ȵȲȯюȶȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȼȯяȹіȦ. ǽȤ ȳȴȤȮȶȬȺі, Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя(Ͷ.ͷͷ) ȶȴȩȥȤ ȳȲȦȩȴȶȤȶȬȵя ȨȲ ȦȬȴȤȫіȦ ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ (Ͷ.ͷͲ) і (Ͷ.ͷͳ), ȽȲ Ȱі-ȵȶяȶь ȨȬȵȮȴȩȶȱі ȱȤȥȯȬȪȩȱȱя ȨȲ ȼȯяȹіȦ.
ʙˎ˃˔ˋ˚ː˃ ˏˈˉ˃ ˗˖ːˍ˙іˑː˃ˎьːˑˆˑ іː˕ˈґ˓˃ˎ˃ǺȯȤȵȬȻȱȷ ȰȩȪȷ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії ȰȬ ȨȩȶȤȯьȱȲ ȲȥȧȲȦȲȴȬȰȲ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˔˗,ȳȴȲȶȩ ȦȪȩ ȫȤȴȤȫ ȥȷȨȩ ȮȲȴȬȵȱȲ ȴȲȫȧȯяȱȷȶȬ її ȱȤȵȯіȨȮȬ Ȩȯя ȸȲȴȰȷȯȬ (Ͷ.ͷͷ).ǳȴȷȥȲ ȮȤȪȷȻȬ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȴȤȹȲȦȷȦȤȶȬ, ȽȲ ȮȯȤȵȬȻȱȤ ȰȩȹȤȱіȮȤ ȵȶȤєȳȴȬȭȱяȶȱȬȰ ȱȤȥȯȬȪȩȱȱяȰ, ȮȲȯȬ ȮȯȤȵȬȻȱȤ Ȩія� ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȥіȯьȼȤ ȫȤ ȮȦȤȱȶȨії ~. ǷȤ ȶȤȮȬȹ ȷȰȲȦ ȸȤȫȲȦȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȷ (Ͷ.ͷͷ) ȵȶȤє ȱȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲ ȻȷȶȯȬ-ȦȬȰ ȨȲ ȱȤȭȰȩȱȼȬȹ ȫȰіȱ�, ȦȬȮȯȬȮȤȱȬȹ ȱȩȫȱȤȻȱȬȰȬ ȦȤȴіȤȺіяȰȬ ȼȯяȹȷ, ȽȲ,ȫȤ ȲȻіȮȷȦȤȱȱяȰȬ, ȰȤє ȳȴȬȫȦȲȨȬȶȬ ȨȲ їȹȱьȲȧȲ ȦȫȤєȰȱȲȧȲ ȵȮȲȴȲȻȩȱȱя Ȧ іȱ-ȶȩґȴȤȯі. ǲȬȱяȶȲȮ ȵȶȤȱȲȦȬȶь ȯȬȼȩ ȶȲȭ ȦȬȳȤȨȲȮ, ȮȲȯȬ Ȩія є ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲюȦіȨȱȲȵȱȲ ȰȤȯȬȹ ȦȤȴіȤȺіȭ яȮȲȧȲȵь ȳȩȦȱȲȧȲ ȼȯяȹȷ, і ȶȲȨі Ȧȵі ȵȷȵіȨȱі ȨȲ ȱьȲ-ȧȲ ȼȯяȹȬ ȨȤюȶь ȦȱȩȵȲȮ ȷ (Ͷ.ͷͷ) ȫ ȳȴȬȥȯȬȫȱȲ ȲȨȱȤȮȲȦȲю ȸȤȫȲю. ȂȤȮȬȰ ȻȬ-ȱȲȰ, ȦȩȯȬȻȬȱȤ іȱȶȩґȴȤȯȤ ȳȩȴȩȦȤȪȱȲ ȫȤȯȩȪȤȶȬȰȩ ȦіȨ ȺьȲȧȲ ȦȷȫьȮȲȧȲ ȳȷȻȮȤȼȯяȹіȦ.ȃȰȲȦȤ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲȵȶі �[�(ɒ)], ȮȲȯȬ ȼȯяȹ ȫȤȫȱȤє іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȹȦȤȴіȤȺіȭ �(ɒ) → �(ɒ)+Ɂ�(ɒ), є яȮȴȤȫ ȧȤȰіȯьȶȲȱȲȦȬȰ ȳȴȬȱȺȬȳȲȰ ȮȯȤȵȬȻȱȲї



˔˕˛ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰȩȹȤȱіȮȬ (ȨȬȦ., ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȷ ҐȲȯȨȵȶȩȭȱȤ [˚˛]), ȽȲ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȴіȦȱяȱ-ȱя ǻȤґȴȤȱȪȤ Ȩȯя ȮȯȤȵȬȻȱȲȧȲ ȼȯяȹȷ. ǾȶȪȩ, Ȧ ȰȩȪі, ȮȲȯȬ Ȩія ȦȩȯȬȮȤ ȳȲȴіȦ-ȱяȱȲ ȫ ~, ȧȲȯȲȦȱȬȭ ȦȱȩȵȲȮ ȷ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȴȲȥȬȶь ȵȤȰȩ ȮȯȤ-ȵȬȻȱȬȭ ȼȯяȹ. ǽȤ ȺьȲȰȷ ȸȤȮȶі ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȻȬȰȤȯȲ ȱȤȥȯȬȪȩȱȬȹ ȰȩȶȲȨіȦ,ȮȲȴȬȵȱȬȹ Ȩȯя ȳȴȲȦȩȨȩȱȱя ȲȥȻȬȵȯȩȱь.
ʢя˅ːˋˌ ˚˃˔ і ˔˕˃˕ˋ˔˕ˋ˚ː˃ ˏˈ˘˃ːіˍ˃ЯȮȽȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȻȤȵȷ, ȶȲ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ (Ͷ.ͶͲ) ȰȲȪȱȤ ȫȤ-ȳȬȵȤȶȬ, яȮ �(�, �; �, Ͳ) = ⟨�|�ି௜௧ு/~|�⟩ == ∑

௡ �ି௜௧ா೙/~Ψ௡(�)Ψ∗௡(�), (˗.˘˙)
Ȩȩ �Ψ௡(�) = �௡Ψ௡(�). ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ � = −�~β ȨȤє�(�,−�~β; �, Ͳ) = ∑

௡ �ିஒா೙ Ψ௡(�)Ψ∗௡(�) == ρஒ(�, �). (˗.˘˚)
Ȇȩ ȶȩȳȯȲȦȤ ȰȤȶȴȬȺя ȧȷȵȶȬȱȬ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі, ȽȲ ȲȳȬȵȷє
ˍ˃ːˑːі˚ːˋˌ ˃ː˔˃ˏ˄ˎь ȷ ȴіȦȱȲȦȤȫі ȫ ȶȩȳȯȲȦȬȰ ȴȩȫȩȴȦȷȤȴȲȰ ȳȴȬ ȶȩȰȳȩȴȤ-ȶȷȴі � = ͳ/�β. ǲȲȱȤ є ȦіȨȳȴȤȦȱȲю ȶȲȻȮȲю Ȩȯя ȥіȯьȼȲȵȶі ȵȬȵȶȩȰȤȶȬȻȱȬȹȲȥȻȬȵȯȩȱь ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі.ǲ ȰȩȪі β → ∞ (ȱȬȫьȮі ȶȩȰȳȩȴȤȶȷȴȬ) ȷ ȵȷȰі ȨȲȰіȱȷюȶь Ȼȯȩȱ ȦіȨ ȲȵȱȲȦ-ȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ, ȽȲ ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ ȦȬȨȲȥȷȶȬ ȫ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȲї ȻȤȵȶȬȱȬ ȰȤȶȴȬȺіȧȷȵȶȬȱȬ ȩȱȩȴґію ȲȵȱȲȦȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȶȤ ȦіȨȳȲȦіȨȱȷ ȳȬȶȲȰȷ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь:ρஒ(�, �) ≈ �ିஒாబ|Ψ଴(�)|ଶ. (˗.˘˛)І ȹȲȻȤ ȪȲȨȱȩ ȫ ȺȬȹ ȺіȮȤȦȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȱȩ ȳȲȶȴȩȥȷє ȸȲȴȰȤȯіȫȰȷȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȲȧȲ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя, ȭȲȧȲ ȰȩȶȲȨȬ ȰȲȪȱȤ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȶȬ Ȩȯя їȹȲȥȻȬȵȯȩȱȱя. ǽȩȹȤȭ � = −�� ȥȷȨȩ ȷяȦȱȲю ȫȰіȱȱȲю „ȻȤȵȷ“. ǲ ȶȩȴȰіȱȤȹ ȺьȲȧȲȷяȦȱȲȧȲ ȻȤȵȷ ȮȯȤȵȬȻȱȬȭ ȯȤґȴȤȱȪіȤȱ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷℒ = −ଵଶ�(��/��)ଶ−�(�), ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȳȴȲȵȶȲ ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȩȱȩȴґії ȫі ȫȱȤȮȲȰ Ȱіȱȷȵ. ȂȲȨі ȴіȦȱя-ȱȱя (Ͷ.ͷͷ) ȵȶȤє ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȰ іȱȶȩґȴȤȯȲȰ ȫȤ ȼȯяȹȤȰȬ Ȧ ȷяȦȱȲȰȷ ȻȤȵі:

ρஒ(�, �) = නexpቌ−ͳ
~

ஒ~න଴ ቈ�ʹ൬����൰ଶ + �(�)቉ ��ቍ��(�). (˗.˘˜)



§ ˗.˛. ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱі іȱȶȩґȴȤȯȬ ˔˕˜Ȇȩȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȰȤє іȵȶȲȶȱȷ ȲȥȻȬȵȯюȦȤȯьȱȷ ȳȩȴȩȦȤȧȷ ȳȲ-ȴіȦȱяȱȲ ȫ (Ͷ.ͷͷ), яȮȤ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȶȷȶ ȪȲȨȩȱ ȨȲȨȤȱȲȮ ȱȩ ȵȮȲȴȲȻȷ-юȶьȵя ȫ іȱȼȬȰ, ȲȵȮіȯьȮȬ Ȧȵі ȦȱȩȵȮȬ Ȩіȭȵȱі ȶȤ ȳȲȫȬȶȬȦȱі. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, є ȦȵіȳіȨȵȶȤȦȬ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲ Ⱥȩȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȫȥіȪȱȬȭ, ȥȲ ȼȯяȹȬ ȫ ȦȬȵȲȮȬȰȬ ȩȱȩȴ-ґіяȰȬ ȨȤюȶь ȷ ȱьȲȧȲ ȩȮȵȳȩȱȩȱȺіȭȱȲ ȰȤȯȬȭ ȦȱȩȵȲȮ. Ґȩȴі ȶȤ Ǻіȸȩȴ [˚˖] ȫȤ-ȵȶȲȵȷȦȤȯȬ Ⱥȩȭ ȰȩȶȲȨ Ȩȯя ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȵȱȲȦȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȩȱȩȴґії ȶȤ ȳȬȶȲ-ȰȲї ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя ȮіȯьȮȲȹ ȳȴȲȵȶȬȹ ȳȲȶȩȱȺіȤȯіȦ, і їȹȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȨȲȥȴȩȷȫȧȲȨȪȷȦȤȯȬȵя ȫ ȶȲȻȱіȼȬȰȬ ȴіȼȩȱȱяȰȬ, ȲȶȴȬȰȤȱȬȰȬ ȫ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬ-ȱґȩȴȤ.
ʝ˄ˆˑ˅ˑ˓ˈːːя ˗˖ːˍ˙іˑː˃ˎьːˑˆˑ ˏˈ˕ˑˇ˖ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȱȩ ȱȤȥȷȦ ȳȲȼȬȴȩȱȱя, яȮ ȲȥȻȬȵȯюȦȤȯьȱȬȭ Ȱȩ-ȶȲȨ ȷ ȫȦȬȻȤȭȱіȭ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі. Є ȳȩȦȱȤ ȮіȯьȮіȵȶь ȫȤȨȤȻ, ȽȲ ȰȲȪȷȶьȥȷȶȬ ȴȲȫȦ’яȫȤȱі ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȲȧȲ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя, Ȥȯȩ ȶȴȤ-ȨȬȺіȭȱі ȵȳȲȵȲȥȬ їȹ ȴȲȫȦ’яȫȤȱȱя, іȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȬȹ ȤȥȲ ȨȬȸȩ-ȴȩȱȺіȭȱȬȹ ȴіȦȱяȱь, ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȳȴȲȵȶіȼі. ǰ ȳȴȲȶȩ, ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱȱяȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ Ȼȩȴȩȫ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȰȤє ȭ ȨȩяȮі іȵȶȲȶȱіȳȩȴȩȦȤȧȬ.ǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ, Ⱥȩ ȭȲȧȲ ȫȤȧȤȯьȱіȵȶь. ȅȲȻȤ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȷȯȬ Ⱥȩȭ ȰȩȶȲȨ ȯȬȼȩȨȯя ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȧȲ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ Ȩȯя ȵȬȵȶȩ-ȰȬ ȫ � ȵȶȩȳȩȱяȰȬ ȵȦȲȥȲȨȬ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȥ ȺіȯȮȲȰ ȤȱȤȯȲґіȻȱі ȸȲȴȰȷȯȬ, ȽȲȦȮȯюȻȤȯȬ ȥ ȵȷȰȷ ȫȤ ȼȯяȹȤȰȬ Ȧ �-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲ-ȴі. ȁȷȶȱіȵȶь ȦȬȴȤȫȷ (Ͷ.ͷͷ) ȳȲȯяȧȤє Ȧ ˔˖ˏі ˊ˃ ˅˔іˏ˃ ˏˑˉˎˋ˅ˋˏˋ і˔˕ˑ˓іяˏˋ
˓ˑˊ˅ˋ˕ˍ˖, ȽȲ ȳȴȬȦȲȨяȶь ȫ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȵȬȵȶȩȰȬ ȨȲ ȮіȱȺȩȦȲȧȲ. ǺȲ-ȪȱȤ ȶȤȮȤ іȵȶȲȴія ȵȷȳȴȲȦȲȨȪȷєȶьȵя ȸȤȫȲȦȬȰ ȰȱȲȪȱȬȮȲȰ exp(��/~), Ȩȩ �— ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȫ ȱȩю ȮȯȤȵȬȻȱȤ Ȩія. ȁȬȵȶȩȰі ȱȩ ȳȲȶȴіȥȱȲ ȵȮȯȤȨȤȶȬȵя ȫ ȻȤȵȶȲȮі ȰȤȶȬ ȵȮіȱȻȩȱȱȷ ȮіȯьȮіȵȶь ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ. ȁȬȵȶȩȰȤ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȳȲȯȩȰϕ(�, �), і Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ і˔˕ˑ˓ія ȵȮȯȤȨȤȶȬȰȩȶьȵя ȫ ȱȩȳȩȴȩȦȱȲї ȳȲȵȯіȨȲȦ-ȱȲȵȶі ȸȷȱȮȺіȭ {ϕ(�)}, ȷȳȲȴяȨȮȲȦȤȱȬȹ ȫȤ ȻȤȵȲȰ. ǷȴȲȫȷȰіȯȲ, ȽȲ ȱȩȳȴȤȮȶȬ-ȻȱȲ ȥȴȤȶȬ ȵȷȰȷ ȫȤ ȦȵіȰȤ ȶȤȮȬȰȬ іȵȶȲȴіяȰȬ, ȥȲ ȮȲȪȱȤ ȫ ȱȬȹ ȰȤє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȷȮіȯьȮіȵȶь ȵȶȩȳȩȱіȦ ȵȦȲȥȲȨȬ. ǰȯȩ ȰȲȪȱȤ ȳȴȲȵȷȰȲȦȷȦȤȶȬ ȫȤ ȳȩȦȱȲю ȴȩȳȴȩ-ȫȩȱȶȤȶȬȦȱȲю ȦȬȥіȴȮȲю іȵȶȲȴіȭ — ȽȲ, ȫ ȲȧȯяȨȷ ȱȤ ȶȩȰȳȬ ȫȴȲȵȶȤȱȱя ȳȴȲ-ȨȷȮȶȬȦȱȲȵȶі ȮȲȰȳ’юȶȩȴіȦ, ȵȶȤє ȺіȯȮȲȰ ȫȨіȭȵȱȩȱȱȬȰ ȱȤ ȳȴȤȮȶȬȺі.ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȭ ȸȲȴȰȤȯіȫȰ ȦȤȪȯȬȦȬȭ ȱȩ ȶȤȮ ȵȦȲїȰȬ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȬȰȬȲȻȬȵȯюȦȤȯьȱȬȰȬ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰȬ, яȮ ȶȲȻȮȲю ȫȲȴȷ, яȮȷ Ȧіȱ ȳȴȲȳȲȱȷє. ǴȯяȦȵіȹ ȸȲȴȰȷȯюȦȤȱь ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ є ȵȳіȯьȱȬȰ ȶȩ, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȳȴȲ-Ⱥȩȵȷ ȨȤєȶьȵя ȮȦȤȨȴȤȶȲȰ ȰȲȨȷȯя ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲї ȤȰȳȯіȶȷȨȬ. Ƿ ȳȲȧȯяȨȷ ȸȷȱ-ȮȺіȲȱȤȯьȱȲȧȲ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя є ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ ȳȴȲȺȩȵ ȰȲȪȩ ȦіȨ-ȥȷȦȤȶȬȵя ȮіȯьȮȲȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ, ȶȲ ȤȰȳȯіȶȷȨȬ ȦіȨ ȮȲȪȱȲȧȲ ȼȯяȹȷ Ȧ ȫȤȧȤȯь-



˔˖˓ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ іȱȶȩȴȸȩȴȷȦȤȶȬȰȷȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȸȤȫȤ, ȳȲȦ’яȫȤȱȫ ȮȲȪȱȲю ȲȮȴȩȰȲю ȤȰȳȯіȶȷȨȲю, ȳȴȲȵȶȬȰ ȻȬȱȲȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵȬȶьȵя ȫ ȨієюȦȫȨȲȦȪ ȼȯяȹȷ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȷ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȲȰȷ іȱȶȩґȴȤȯі ȻȤȵȶȲ ȳȩȴȩȦȤȪȤюȶьȨȲȫȦȲȯȩȱі ȮȯȤȵȬȻȱȲю ȰȩȹȤȱіȮȲю ȼȯяȹȬ, ȶȲ Ȧ ȺȬȹ ȦȬȳȤȨȮȤȹ ȰȲȪȱȤ ȯȩȧ-ȮȲ ȦȬяȦȬȶȬ іȵȶȲȶȱі ȲȵȲȥȯȬȦȲȵȶі ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ, ȦȫяȦȼȬ ȵȷȰȷ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦexp(��/~) ȫȤ ȮȯȤȵȬȻȱȬȰȬ ȼȯяȹȤȰȬ.ǽȤȵȤȰȮіȱȩȺь ȳȲȴȷȼȬȰȲ ȳȬȶȤȱȱя ȳȴȲ ȸіȫȬȻȱȬȭ ȵȶȤȶȷȵ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲїȮіȯьȮȲȵȶі ȰȲȪȯȬȦȬȹ ȼȯяȹіȦ. ȇȬ ȵȳȴȤȦȨі ȵȬȵȶȩȰȤ ȳȴȲȹȲȨȬȶь їȹ ȲȨȱȲȻȤȵȱȲ?ȇȬ ȯȬȼȩ ȳȩȴȩȥȬȴȤє їȹ і ȫȷȳȬȱяє ȦȬȥіȴ ȱȤ ȲȨȱȲȰȷ? ȇȬ, ȰȲȪȩ, Ⱥȩ ȳȴȲȵȶȲ ȫȴȷ-ȻȱȬȭ ȳȴȬȭȲȰ (ȲȵȲȥȯȬȦȲ ȫȴȷȻȱȬȭ ȷ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȶȩȲȴії ȳȲȯя), Ȥ ȱȤȵȳȴȤȦȨі Ȧіȱȱȩ ȰȤє ȪȲȨȱȲȧȲ ȵȶȲȵȷȱȮȷ ȨȲ ȸіȫȬȻȱȲї ȨіȭȵȱȲȵȶі? ȃ ȦȬȳȤȨȮȷ ȷяȦȱȲȧȲ ȻȤȵȷ,Ⱥȩ, ȥȩȫ ȵȷȰȱіȦȷ, ȳȴȲȵȶȲ ȲȥȻȬȵȯюȦȤȯьȱȬȭ ȰȩȶȲȨ. ǽȤȭȳȩȦȱіȼȩ, ȶȤȮȤ ȵȤȰȤ ȵȬ-ȶȷȤȺія і ȫ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȰȬ іȱȶȩґȴȤȯȤȰȬ Ȧ ȴȩȤȯьȱȲȰȷ ȻȤȵі — ȹȲȻ, ȫȦȬȻȤȭ-ȱȲ, іȱȼȤ ȨȷȰȮȤ ȶȤȮȲȪ ȰȤє ȳȴȤȦȲ ȱȤ іȵȱȷȦȤȱȱя.
ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ͶǴȩȶȤȯьȱі ȴȲȫȴȤȹȷȱȮȬ ȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱя ȻȤȵȶȲȮ Ȼȩȴȩȫ ȳȲȶȩȱȺіȭȱі яȰȬ ȶȤȥȤȴ’єȴȬ ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȷ ǴȴȤȳȩȴȤ [˘˓, ˘˔]. ǼȲȪȯȬȦȲȵȶі ȰȩȶȲȨȷ ȰȤȶȴȬȺі ȳȩȴȩ-ȱȲȵȷ ȳȴȲіȯюȵȶȴȲȦȤȱȲ ȷ ǲȲȮȩȴȤ і ҐȩȶȴȤȭȶȤ [˔˛˗].ȄȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȩ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя ȴȲȫȧȯяȨȤєȶьȵя Ȧ ȻȷȨȲȦȬȹ ȮȱȬȪȮȤȹ Ȅȩȭȱ-ȰȤȱȤ і ǳіȥȵȤ [˘˜] ȶȤ ȶȤȮȲȪ ȈȷȯьȰȤȱȤ [˔˙˖]. ȃ ȳȩȴȼіȭ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱі іȱ-ȶȩґȴȤȯȬ ȦȬȦȲȨяȶьȵя ȫ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії; ȷ Ȩȴȷȧіȭ ȵȤȰȤ ȮȦȤȱȶȲȦȤ ȰȩȹȤȱіȮȤȦȬȦȲȨȬȶьȵя ȫ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȬȹ іȱȶȩґȴȤȯіȦ. ǾȥȬȨȦі Ȱіȵȶяȶь ȻȬȰȤȯȲ ȫȤȵȶȲ-ȵȷȦȤȱь.
З˃ˇ˃˚і

Ͷ.ͳ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ ȫ ȸȷȱȮȺією ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȳȲȯȲȪȩȱȱя ȨȤєȶьȵя ȦȬȴȤȫȲȰ [�(�), �௫] = �~∂�/∂�.
Ͷ.ʹ. ǾȥȻȬȵȯіȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя і ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії ȩȱȩȴґії Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ, ȫȤ-ȰȮȱȩȱȲї Ȧ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱіȭ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱіȭ ȳȲȶȩȱȺіȭȱіȭ яȰі �(�) = Ͳ ȨȯяͲ < � < � і �(�) = ∞ Ȩȯя � < Ͳ і � > �. ǷȱȤȭȨіȶь ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ, ȦȫяȦȼȬ ȫȤ ȥȤȫȬȵ ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії ȩȱȩȴ-ґії.
Ͷ.͵. ǽȤȭȳȴȲȵȶіȼȤ ȰȲȨȩȯь Ȩȯя ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ, ȽȲ Ȩіє ȱȤ ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȱȤ ȳȲȦȩȴȹȱі



ǷȤȨȤȻі ˔˖˔ȰȩȶȤȯȷ, є ȵȶȷȳіȱȻȤȵȶȲю:
�(�) = ൝−�଴ Ȩȯя � < Ͳ (ȦȵȩȴȩȨȬȱі ȰȩȶȤȯȷ)Ͳ Ȩȯя � > Ͳ (ȫȲȦȱі ȰȩȶȤȯȷ).ǾȥȻȬȵȯіȶь іȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱ, яȮȬȭ ȱȤȯȬȪȤєȶьȵя іȫ ȵȩȴȩȨȬȱȬȰȩȶȤȯȷ ȫ іȰȳȷȯьȵȲȰ ~�, ȵȮȩȴȲȦȤȱȬȰ ȷ ȳȲȫȬȶȬȦȱȲȰȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ Ȳȵі �, ȫȰȲȪȩȦіȨіȴȦȤȶȬȵя ȦіȨ ȳȲȦȩȴȹȱі.

Ͷ.Ͷ. ǾȶȴȬȰȤȭȶȩ Ȩȯя ȵȸȩȴȬȻȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ ȦȬȧȯяȨȷ �(�) = �/�ଶ ȤȵȬȰ-ȳȶȲȶȬȻȱȷ ȸȲȴȰȷ ȵȸȩȴȬȻȱȲ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȬȹ ȴіȼȩȱь ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȳȲ-ȥȯȬȫȷ � = Ͳ і ȦȬȫȱȤȻȶȩ ȫȦіȨȵȬ ȨіȤȳȤȫȲȱ ȫȱȤȻȩȱь �, Ȩȯя яȮȲȧȲ ȦȲȱȬ ȸіȫȬȻȱȲȳȴȬȭȱяȶȱі.
Ͷ.ͷ. ǾȶȴȬȰȤȭȶȩ Ȩȯя ȵȸȩȴȬȻȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ ȦȬȧȯяȨȷ �(�) = �/�௡ ȤȵȬȰ-ȳȶȲȶȬȻȱȷ ȸȲȴȰȷ ȵȸȩȴȬȻȱȲ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȬȹ ȴіȼȩȱь ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȳȲ-ȥȯȬȫȷ � = Ͳ. Ǵȯя яȮȲȧȲ ȨіȤȳȤȫȲȱȷ ȫȱȤȻȩȱь � ȦȲȱȬ ȸіȫȬȻȱȲ ȳȴȬȭȱяȶȱі? ȇȬȫȤȯȩȪȬȶь Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȦіȨ �?
Ͷ.͸. ǲȬȴȤȫ (Ͷ.ʹʹ) Ȩȯя ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі J(�, �) ȱȩ є єȨȬȱȬȰ ȴіȼȩȱ-ȱяȰ ȴіȦȱяȱȱя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі (Ͷ.ʹͳ). ȂȤȮȲȪ ȺьȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱю ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє
J(�, �)+�(�, �), ȫ ȨȲȦіȯьȱȲю �(�, �), Ȩȯя яȮȲї ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя ȷȰȲȦȤ div �(�, �) =Ͳ. ǿȲȮȤȪȬȶь, ȽȲ Ȩȯя ȴȷȹȷ Ȧ ȲȨȱȲȰȷ ȦȬȰіȴі ȶȤȮȤ ȨȲȦіȯьȱіȵȶь ȷ ȦȬȫȱȤȻȩȱȱіȵȶȴȷȰȷ ȱȩ ȨȤє ȪȲȨȱȬȹ ȱȤȵȯіȨȮіȦ і ȴȩȫȷȯьȶȤȶ (Ͷ.ʹʹ) є ȸȤȮȶȬȻȱȲ єȨȬȱȬȰ.
Ͷ.͹. ǾȥȻȬȵȯіȶь ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȦіȨȥȬȶȶя і ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя Ȩȯя ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲїȳȴяȰȲȮȷȶȱȲї ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲї яȰȬ: �(�) = −�଴ < Ͳ Ȩȯя Ͳ < � < � і �(�) = ͲȨȯя � < Ͳ і � > �. ǴȤȭȶȩ яȮіȵȱȩ ȳȲяȵȱȩȱȱя ȫȱȬȮȱȩȱȱю ȦіȨȥȬȶȶя ȳȴȬ ȳȩȦ-ȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱȱяȹ ȩȱȩȴґіȭ.
Ͷ.ͺ. ǷȤȵȶȲȵȷȭȶȩ ȰȩȶȲȨ ȰȤȶȴȬȺі ȳȩȴȩȱȲȵȷ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȮȲȩȸіȺієȱȶȤȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя Ȩȯя ȨȦȲȹ ȫȲȥȴȤȪȩȱȬȹ ȱȬȪȻȩ ȳȴяȰȲȮȷȶȱȬȹ ȥȤȴ’єȴіȦ ȳȴȬȩȱȩȴґії ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȨіȤȳȤȫȲȱі Ͳ < � < �଴.

Ͷ.ͻ. ȃ Ⱥіȭ ȫȤȨȤȻі ȴȲȫȧȯяȨȤєȶьȵя ȵȬȱґȷȯяȴȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ.



˔˖˕ ȀȲȫȨіȯ ˗. ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя(a) ǲȬȫȱȤȻȶȩ ȷȰȲȦȬ Ȩȯя ȹȦȬȯьȲȦȲї ȸȷȱȮȺіїΨ(�) Ȧ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱ-ȺіȭȱȲȰȷ ȳȲȯі�(�) = �Ɂ(�). [ʞіˇˍ˃ˊ˃ˍ˃.Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȫȴȲȥȬȶȬ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩ-ȨȱьȲ, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ ȨȩȯьȶȤ-ȸȷȱȮȺії. ǰȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȲ, ȳȲ-ȶȩȱȺіȤȯ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȧȴȤȱȬȻȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ (ȳȴȬ ɂ → Ͳ) ȵȮіȱ-ȻȩȱȱȲȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ: �க(�) = �/ɂ Ȩȯя |�| < ଵ/ଶɂ і �க(�) = Ͳ Ȩȯя|�| ≥ ଵ/ଶɂ.](b) ǷȱȤȭȨіȶь ȲȵȱȲȦȱȬȭ ȵȶȤȱ ȻȤȵȶȮȬ Ȩȯя ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȧȲ ȳȴȬȶяȧȷȦȤȯьȱȲ-ȧȲ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ �(�) = �Ɂ(�), Ȩȩ � < Ͳ.
Ͷ.ͳͲ. ЯȮȤ Ȩія ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȴȲȫȳȲȦȵюȨȪȩȱȱю ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ ȷȫȨȲȦȪ ȮȯȤȵȬ-ȻȱȲȧȲ ȼȯяȹȷ ȦіȨ (�ଵ, �ଵ) ȨȲ (�ଶ, �ଶ)? ȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵя ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ, ȽȲȥ ȦȬ-ȴȤȫȬȶȬ ȸȤȫȲȦȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȷ (Ͷ.ͷͷ) Ȼȩȴȩȫ ȨȲȦȪȬȱȷ ȹȦȬȯі Ȩȩ ǱȴȲȭȯя.
Ͷ.ͳͳ. ǲȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȲȫȱȤȻȩȱȱя (Ͷ.ͶͲ), ȳȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȳȴȲȳȤґȤȶȲȴ �(�, �; �, �଴)є ȸȷȱȮȺією ҐȴіȱȤ Ȩȯя ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ. ȂȲȥȶȲ:൬�௫ − �~∂∂൰�(�, �; �, �଴) = −�~ Ɂ(� − �) Ɂ(� − �଴),Ȩȩ�௫ — ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ, ȦȬȴȤȪȩȱȬȭ яȮ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ ȲȨȱȲȦȬ-ȰіȴȱȲȰȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі. ǾȥȻȬȵȯіȶь ȺȬȰ ȰȩȶȲȨȲȰ ȳȴȲȳȤ-ґȤȶȲȴ Ȩȯя ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ.
Ͷ.ͳʹ. ǷȤȵȶȲȵȷȭȶȩ ȰȩȶȲȨ ȸȷȱȮȺіȲȱȤȯьȱȲȧȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ Ȩȯя ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȳȴȲ-ȳȤґȤȶȲȴȤ ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȱȤȥȯȬȪȩȱȱі, ȽȲ ȦȮȯюȻȤє ȯȬȼȩ ȮȯȤȵȬȻȱȬȭȼȯяȹ. (З˃˖˅˃ˉˈːːя: ˖ ˊ˃ˆ˃ˎьːˑˏ˖ ˅ˋ˒˃ˇˍ˖˕˃ˍˈ ː˃˄ˎˋˉˈːːя ːˈ ˇ˃є˕ˑ˚ːˑ-
ˆˑ ˓ˈˊ˖ˎь˕˃˕˖.)



ȀȲȫȨіȯ ˘
Іˏ˒˖ˎь˔ːˈ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːя ˕˃ ˌˑˆˑ ˊ˃˔˕ˑ˔˖˅˃ːːя

§ ͷ.ͳ. Іˏ˒˖ˎь˔ːˈ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːяІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȲȶȴȬȰȷюȶь ȳȴȬ ȦȬȥȲȴі ȥȤȫȬȵȲȰ ȱȤȥȲȴȷ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ {|�⟩} ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ:�஑|�⟩ = �஑|�⟩ (α = ͳ, ʹ, ͵). (˘.˔)Ȇі ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȷȶȦȲȴююȶь ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȭ ȵȳȩȮȶȴ і, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ȦȩȮȶȲȴȬ|�⟩ ȱȩ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǷȧіȨȱȲ ȫ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲю ȵȳȩ-ȮȶȴȤȯьȱȲю ȶȩȲȴȩȰȲю, ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȲȥȯȤȵȶі ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰ-ȳȷȯьȵȷ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ ȫȤ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ:|ϕ⟩ = න |�⟩⟨�|ϕ⟩ �ଷ�.ǿȩȴȩȰȱȲȪȬȦȼȬ ȲȥȬȨȦі ȻȤȵȶȬȱȬ ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȱȤ ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ Ȧȩ-ȮȶȲȴ |�′⟩, ȰȤєȰȲ ⟨�′|ϕ⟩ = න⟨�′|�⟩⟨�|ϕ⟩ �ଷ�.ǷȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȨȲȥȷȶȲȮ ⟨�′|�⟩ іȵȱȷє Ȧ ȵȩȱȵі ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȲї ȸȷȱȮȺії (ȴȲȫ-ȳȲȨіȯȷ), Ȥ Ȩȯя ȦȬȮȲȱȤȱȱя Ⱥієї ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі ȱȩȲȥȹіȨȱȲ і ȨȲȵȶȤȶȱьȲ, ȽȲȥ ȦȬ-ȮȲȱȷȦȤȯȤȵь ȷȰȲȦȤ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȵȶі Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲȵȳȩȮȶȴȷ: ⟨�′|�⟩ = Ɂ(�′ − �) (˘.˕)ȁȹȲȪȤ ȷȰȲȦȤ, ȨȲ ȴȩȻі, ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȤ і Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲ-ȯȲȪȩȱȱя ⟨�′|�⟩ = Ɂ(�′ − �). ЯȮ і ȵȯіȨ ȥȷȯȲ ȻȩȮȤȶȬ, ȱȲȴȰȤ ȶȤȮȲȧȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲȦȩȮȶȲȴȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȤ.Ȃȩȳȩȴ ȦȬȫȱȤȻȬȰȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, ȲȥȻȬȵȯȬȦȼȬ ȨȲȥȷȶȲȮ ⟨�|�⟩. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь(Ͷ.ͳ) ȶȤ (Ͷ.͵) і ȫȤȳȬȵȤȦȼȬ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ, яȮ � = ~�,ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȴіȦȱяȱȱя−�~�⟨�|~�⟩ = ⟨�|�|~�⟩ == ~�⟨�|~�⟩,



˔˖˗ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяяȮȩ ȰȤє ȴіȼȩȱȱя ⟨�|~�⟩ = �(�) �௜�⋅�. (˘.˖)ǽȲȴȰȲȦȲȻȱȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ �(�) ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȫ (ͷ.ʹ):Ɂ(~�′ − ~�) = ⟨~�′|~�⟩ = න⟨~�′|�⟩⟨�|~�⟩ �ଷ� == �∗(�′) �(�)නexp{�(� − �′) ⋅ �} �ଷ�,
ȲȶȪȩ, �(�) = (ʹπ~)ିయ/మ. ȂȲȰȷ (ͷ.͵) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ⟨�|~�⟩ = (ʹπ~)ିయ/మ�௜�⋅�. (˘.˗)ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ |Ψ⟩ є ȸȷȱȮȺією ȦіȨ �:⟨�|Ψ⟩ = Ψ(�). ǲ іˏ˒˖ˎь˔ːˑˏ˖ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːі ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȫȤ-ȳȬȵȷєȶьȵя, яȮ ⟨~�|Ψ⟩ = න⟨~�|�⟩⟨�|Ψ⟩ �ଷ�= (ʹπ~)ିయ/మන�ି௜�⋅�Ψ(�) �ଷ� == ~

ିయ/మΦ(�). (˘.˘)
Ȃȷȶ Φ(�) = (ʹπ)ିయ/మ ∫ �௜�⋅�Ψ(�) �ଷ� є ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ Ȅȷȴ’є ȸȷȱȮȺії Ψ(�).ǾȵȮіȯьȮȬ Ȧ ȺьȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴ іȰȳȷȯьȵȷ �஑ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȭ,ȶȲ ȭȲȧȲ Ȩія ȱȤ Φ(�) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȳȴȲȵȶȲȧȲ ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя �஑ = ~஑. ǰ Ȩія ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя �஑ Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯȩȱȱі ȨȤє ⟨~�|�஑|Ψ⟩ = (ʹπ~)ିయ/మන�ି௜�⋅��஑Ψ(�) �ଷ� == �~ିయ/మ∂Φ(�)∂�஑ .ǾȶȪȩ, Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨ�஑ = � ∂∂�஑ = �~ ∂∂�஑ . (˘.˙)ЯȮ ȰȬ ȷȪȩ ȫȤȫȱȤȻȤȯȬ, ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȤє ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȷ ȱȲȴ-Ȱȷ, ȶȲȰȷ ȱȩ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǲ ȥіȯьȼȲȵȶі ȦȬȳȤȨȮіȦ Ⱥȩȱȩ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȪȲȨȱȬȹ ȶȴȷȨȱȲȽіȦ, Ȥȯȩ ȻȤȵȲȰ ȥȷȦȤє ȥȤȪȤȱȲ ȷȱȬȮȱȷȶȬ



§ ˘.˔. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ˔˖˘ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶȩȭ, ȲȥȰȩȪȬȦȼȬ ȳȴȲȵȶіȴ ȦȩȯȬȮȬȰ ȮȷȥȲȰ ȫі ȵȶȲȴȲȱȲю � і ȱȤ-ȮȯȤȦȼȬ ȳȩȴіȲȨȬȻȱі ȧȴȤȱȬȻȱі ȷȰȲȦȬ. ЯȮȽȲ (ͷ.͵) ȰȤє ȥȷȶȬ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȰ ȫȤȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ �஑ ȫ ȮȴȲȮȲȰ �, ȶȲ ȨȲȫȦȲȯȩȱі ȶȤȮȬȰȬ ȧȴȤȱȬȻȱȬȰȬ ȷȰȲȦȤȰȬȫȱȤȻȩȱȱя �஑ ȳȲȦȬȱȱі ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ʹπ�/�, Ȩȩ � — Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ. ȂȤȮȬȰ ȻȬ-ȱȲȰ, іȵȱȷє ȯȬȼȩ ȲȨȱȩ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȩ � Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȨіȯяȱȮȬ Ȳȥ’єȰȲȰ (ʹπ/�)ଷȦ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. ǿȲȫȱȤȻȬȰȲ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȶȤȮȬȹ „ȮȲȰіȴȲȮ“,яȮ |~��⟩. ǲȲȱȬ ȰȲȪȷȶь ȰȤȶȬ ȲȨȬȱȬȻȱȷ ȱȲȴȰȷ ȭ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦі ȲȴȶȲ-ȱȲȴȰȲȦȤȱȲȵȶі: ⟨~��|~�′�⟩ = Ɂ�,�′ , (˘.˚)ȶȲȰȷ ȫȤȰіȵȶь (ͷ.Ͷ) ȰȤєȰȲ ⟨�|~��⟩ = �ିమ/య�௜�⋅�. (˘.˛)ȃ ȰȩȪі � → ∞ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȰȩȶȲȨȷ „ȮȲȰіȴȲȮ“ ȰȤюȶь ȫȥіȧȤȶȬȵя ȫ ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶȤȰȬ Ȩȯя ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲȧȲ ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǽȤȴȤȫі ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ,ȽȲ Ȧ ȶȤȮіȭ ȰȩȪі (ͷ.ͺ) ȱȩ ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ (ͷ.Ͷ), Ȥȯȩ ȺьȲȧȲ ȭ ȱȩ ȦȬȰȤȧȤєȶьȵя.ǽȤȵȳȴȤȦȨі ȱȤȰ ȳȲȶȴіȥȱȲ, ȽȲȥ ȳȴȬ � → ∞ ȵȶȤȦȤȯȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ ȵȩȴȩȨȱі ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, ȲȥȻȬȵȯȩȱі ȲȥȲȰȤ ȵȳȲȵȲȥȤȰȬ Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲ-ȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ |Ψ⟩. ǽȩȹȤȭ � — ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȷℱ; ȶȲȨі Ȧ ȳȴȲȵȶȲȴі ȥȩȫ ȧȴȤȱȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ,⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ|�|Ψ⟩ = නන⟨Ψ|�′⟩⟨�′|�|�⟩⟨�|Ψ⟩ �ଷ�′�ଷ�.ȃ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȴȲȫȥȬȶȲȰȷ ȱȤ „ȮȲȰіȴȮȬ“, ȥȩȴȩȶьȵя ȵȷȰȤ ȫȤ ȦȵіȰȤ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȰȬȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ � = �/~, ȽȲ ȨȲȫȦȲȯȩȱі ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȰȬ ȧȴȤȱȬȻȱȬȰȬ ȷȰȲȦȤȰȬ.ǾȶȪȩ, ⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ|�|Ψ⟩ = ∑

�′ ,�⟨Ψ|~�′�⟩⟨~�′�|�|~��⟩⟨~��|Ψ⟩.
Ƿі ȫȥіȯьȼȩȱȱяȰ ȦȩȯȬȻȬȱȬ � ȨȲȫȦȲȯȩȱі ȫȱȤȻȩȱȱя � ȶȤ �′ [ȳȲ ȲȨȱȲȰȷȱȤ (ʹπ/�) ȮȲȱȸіґȷȴȤȺіȭȱȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ] ȧȷȴȶȷюȶьȵя ȨȩȨȤȯі ȶіȵȱіȼȩ, і ȨȯяȥȷȨь-яȮȬȹ ȧȯȤȨȮȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȶȤȮȤ ȵȷȰȤ ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь Ȧ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя:

∑

�′ ,� → ൤ �ʹπ൨଺නන�ଷ�′�ଷ� = ൤ �ʹπ~൨଺නන �ଷ�′�ଷ� (˘.˜)
ȷ ȰȩȪі ȦȩȯȬȮȬȹ �. ǿȲȴіȦȱяȱȱя (ͷ.ͺ) ȫ (ͷ.Ͷ) ȨȤє

|~��⟩ = ൬ʹπ~� ൰య/మ |~�⟩,



˔˖˙ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȤ, ȦȴȤȹȲȦȷюȻȬ, ȽȲ Ȧ ȵȷȰі ȳȴȬȵȷȶȱі ȻȲȶȬȴȬ ȶȤȮі ȰȱȲȪȱȬȮȬ, ȶȲ ȦȲȱȬ яȮȴȤȫі ȵȮȲȴȲȻȷюȶь ȰȱȲȪȱȬȮ ȳȩȴȩȨ іȱȶȩґȴȤȯȤȰȬ Ȧ (ͷ.ͻ). ȂȲȥȶȲ Ȧ ȰȩȪі � → ∞ȲȥȬȨȦȤ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȵȶȤюȶь ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ.І ȹȲȻ ȷ ȱȤȼȲȰȷ Ȯȷȴȵі ȰȬ ȱȩ ȥȷȨȩȰȲ ȳȲȵȯȷȧȲȦȷȦȤȶȬȵя ȰȩȶȲȨȲȰ „ȮȲȰіȴ-ȮȲȦȲї“ ȱȲȴȰȤȯіȫȤȺії, Ȧіȱ, ȳȴȲȶȩ, ȰȲȪȩ ȵȶȤȶȬ Ȧ ȱȤȧȲȨі, ȮȲȯȬ ȸіȫȬȮȤ ȫȤȨȤȻі ȱȩȦȬȰȤȧȤє ȦȨȤȦȤȶȬȵя ȨȲ ȷȵȮȯȤȨȱȩȱь, ȳȲȦ’яȫȤȱȬȹ іȫ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ ȵȳȩȮȶȴȲȰȶȤ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲї ȱȲȴȰȬ.
§ ͷ.ʹ. ʟˑˊ˒ˑˇіˎ іˏ˒˖ˎь˔˖ ˅ ˃˕ˑˏіǷȧіȨȱȲ ȫ ȶȩȲȴією, ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȵȶȤȱі, ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩ-ȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȲȰ |Ψ⟩, є

|⟨�|Ψ⟩|ଶ = (ʹ�~)ିଷฬන �ି௜�⋅�Ψ(�) �ଷ�ฬଶ , (˘.˔˓)Ȩȩ � = ~� — іȰȳȷȯьȵ ȻȤȵȶȮȬ. Ȇȩ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȩ ȳȩȴȩȨȥȤȻȩȱȱя ȥȤȪȤȱȲ ȳȩȴȩ-ȦіȴȬȶȬ ȱȤ ȳȴȤȮȶȬȺі.ǽȤȭȳȴȲȵȶіȼȬȰ Ȩȯя ȤȱȤȯіȫȷ Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ є ȤȶȲȰ ȦȲȨȱю, ȽȲ ȵȮȯȤȨȤ-єȶьȵя ȫ ȲȨȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȶȤ ȲȨȱȲȧȲ ȳȴȲȶȲȱȤ. ȂȤȮȬȭ ȨȲȵȯіȨ (ȨȬȦ. ǻȲȰȤȱ іǲȤȭґȲȯьȨ [˔˔˜], ǲȤȭґȲȯьȨ [˔˛˚]) ȦȮȯюȻȤє іȲȱіȫȤȺію ȤȶȲȰȤ ȦȲȨȱю ȦȬȵȲȮȲ-ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȰ ȩȯȩȮȶȴȲȱȱȬȰ ȳȷȻȮȲȰ і ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя іȰȳȷȯьȵіȦ ȦȬȥȬȶȲȧȲ ȫȤȶȲȰȷ ȶȤ ȴȲȫȵіяȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ. ǽȤ ȀȬȵ. ˘.˔ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȦіȨȱȲȵȱі ȱȤȳȴяȰȮȬіȰȳȷȯьȵȷ �଴ ȦȹіȨȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ, �௔ ȴȲȫȵіяȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ і �௕ ȦȬȥȬȶȲȧȲȩȯȩȮȶȴȲȱȤ. ǷȤȮȲȱ ȫȥȩȴȩȪȩȱȱя іȰȳȷȯьȵȷ ȨȤє�଴ + �௘ + �௡ = �௔ + �௕ + �′௡, (˘.˔˔)Ȩȩ �௘ — іȰȳȷȯьȵ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі, �௡— іȰȳȷȯьȵ яȨȴȤ (ȳȴȲȶȲȱȤ) ȨȲ ȫі-ȶȮȱȩȱȱя, Ȥ �′௡ — ȭȲȧȲ Ȫ іȰȳȷȯьȵ ȳіȵȯя іȲȱіȫȤȺії. ǷіȶȮȱȩȱȱя ȦȬȵȲȮȲȩȱȩȴґȩ-ȶȬȻȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȫ ȤȶȲȰȱȬȰ ȩȯȩȮȶȴȲȱȲȰ ȦіȨȥȷȦȤєȶьȵя ȶȤȮ ȼȦȬȨȮȲ, ȽȲȴȩȤȮȺією яȨȴȤ ȰȲȪȱȤ ȫȱȩȹȶȷȦȤȶȬ і ȦȵȶȤȱȲȦȬȶȬ �௡ = �′௡. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȬȰȲȪȩȰȲ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ іȰȳȷȯьȵ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі ȫ ȴіȦȱяȱȱя:�௘ = �௔ + �௕ − �଴. (˘.˔˕)Ƿ ȰіȴȮȷȦȤȱь, яȮі ȥȷȨȷȶь ȦȬȮȯȤȨȩȱі ȱȬȪȻȩ, ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ ȥȷȯȲ ȱȤȯȤȼȶȲȦȤ-ȱȲ ȶȤȮ, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȴȩєȵȶȴȷȦȤȯȬ ȳȲȨії, Ȧ яȮȬȹ �௔ і �௕ ȰȤȯȬ ȲȨȱȤȮȲȦȷ ȤȥȵȲȯю-ȶȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ і ȶȲȭ ȵȤȰȬȭ Ȯȷȶ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя θ ȦіȨ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȦȹіȨȱȲȧȲ іȰȳȷȯь-ȵȷ �଴. Іȫ ȺȬȹ ґȩȲȰȩȶȴȬȻȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь, ȳȴȲіȯюȵȶȴȲȦȤȱȬȹ ȱȤ ȀȬȵ. ˘.˔,



§ ˘.˕. ȀȲȫȳȲȨіȯ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȤȶȲȰі ˔˖˚

ʟˋ˔. ͷ.ͳ. ǲіȨȱȲȵȱі ȱȤȳȴяȰȮȬ ȴȲȫȵіяȱȲȧȲ ȶȤ ȦȬȥȬȶȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ, �ೌ і �್, Ȥ ȶȤȮȲȪȦȹіȨȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ �బ. ȃ ȳȩȴȼіȭ ȨіȤґȤȴȤȰі �బ ȯȩȪȬȶь ȷ ȳȯȲȽȬȱі ȴȬȵȷȱȮȤ; ȨȴȷȧȤȨіȤґȴȤȰȤ ȨȤє ȦȬȧȯяȨ ȳȩȴȳȩȱȨȬȮȷȯяȴȱȲ �బ (ȧȲȴȬȫȲȱȶȤȯьȱȲю ȯіȱією ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȳȯȲ-ȽȬȱȷ ȳȩȴȼȲї ȨіȤґȴȤȰȬ).
ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȦȩȯȬȻȬȱȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі:

�௘ = ቆ[ʹ�௔ cos θ − �଴] + ൤ʹ�௔ sin θ sin ɔʹ൨ଶቇభ/మ . (˘.˔˖)
ǲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі �௘ ȫȰіȱюєȶьȵя ȫі ȫȰіȱȲю ɔ, Ȥ Ȯȷȶ θ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȳȲȵȶіȭ-ȱȬȰ.ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȤȮȲї ȳȲȨії ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȳȩȴȩȴіȫȲȦі ȩȯȩȮȶȴȲȱ-ȩȯȩȮȶȴȲȱȱȲȧȲȴȲȫȵіяȱȱя σ௘௘ Ȩȯя ȫіȶȮȱȩȱȱя ȦȹіȨȱȲȧȲ ȶȤ ȤȶȲȰȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ, ȳȲȰȱȲȪȩ-ȱȲȰȷ ȱȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱ ȷ ȤȶȲȰі ȰȤє іȰȳȷȯьȵ �௘ . ǾȶȪȩ, ȻȤ-ȵȶȲȶȤ ȴȩєȵȶȴȤȺії ȺȬȹ ȳȲȨіȭ ȥȷȨȩ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȨȲσ௘௘|⟨�௘|Ψ⟩|ଶ. (˘.˔˗)ǿȩȴȩȴіȫ σ௘௘ є ȸȷȱȮȺією ȩȱȩȴґіȭ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȶȤ ȮȷȶȤ θ, Ȥȯȩ ȦȲȱȬ Ȧ ȺьȲȰȷ ȨȲ-ȵȯіȨі ȳȲȵȶіȭȱі, ȫȰіȱюєȶьȵя ȯȬȼȩɔ. ȂȲȰȷ ȻȤȵȶȲȶȤ ȴȩєȵȶȴȤȺії ȰȤє ȥȷȶȬ ȳȴȲ-ȵȶȲ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȲю ȴȲȫȳȲȨіȯȲȦі іȰȳȷȯьȵȷ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі |⟨�௘|Ψ⟩|ଶ, ȽȲȨȤє ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȳȴȲȦȩȵȶȬ ȳȴяȰȩ ȳȲȴіȦȱяȱȱя ȰіȪ ȶȩȲȴією ȶȤ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱ-ȶȤȯьȱȬȰȬ ȨȤȱȬȰȬ.Ȃȷȶ ȨȲȴȩȻȱȲ ȫȴȲȥȬȶȬ ȨȦȤ ȫȤȷȦȤȪȩȱȱя ȽȲȨȲ ȺьȲȧȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ. ǿȲ-ȳȩȴȼȩ, Ȧȵі ȩȯȩȮȶȴȲȱȬ ȶȲȶȲȪȱі, Ȥ ȲȶȪȩ, ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ ȫ’яȵȷȦȤȶȬ, яȮȬȭ іȫ ȱȬȹȴȲȫȵіяȱȬȭ, Ȥ яȮȬȭ — ȦȬȥȬȶȬȭ ȫ ȤȶȲȰȤ. ǿȴȲȶȩ ȦȬȥіȴ |�௔| = |�௕| і θ௔ =θ௕ = θ ȷȵȷȦȤє ȷȵȮȯȤȨȱȩȱȱя, ȦȬȮȯȬȮȤȱі Ⱥією ȱȩȦȬȫȱȤȻȩȱȱіȵȶю. ǿȲ-Ȩȴȷȧȩ,ȰȬ ȳȴȬȳȷȵȶȬȯȬ, ȽȲ ȫіȶȮȱȩȱȱя ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȫ ȤȶȲȰȲȰ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮȻȬȵȶȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱ-ȩȯȩȮȶȴȲȱȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя, Ȥ ȳȴȲȶȲȱ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȫȤȯȬȼȤ-єȶьȵя ȵȶȲȴȲȱȱіȰ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤȻȩȰ. ǷіȶȮȱȩȱȱя ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ ȫ ȳȴȲȶȲȱȲȰ ȶȤȮȲȪȰȲȪȯȬȦȩ, Ȥȯȩ ȶȲȨі ȤȶȲȰȱȲȰȷ ȩȯȩȮȶȴȲȱȲȦі ȳȩȴȩȳȤȨȤє ȰȤȯȲї ȩȱȩȴґії ȻȩȴȩȫȭȲȧȲ ȰȤȯȷ, ȳȲȴіȦȱяȱȲ ȫ ȳȴȲȶȲȱȲȰ, ȰȤȵȷ. ǲіȨȥіȴ |�௔| = |�௕| ȷȵȷȦȤє ȶȤȮі ȱȩ-ȥȤȪȤȱі ȫіȶȮȱȩȱȱя ȫ ȴȲȫȧȯяȨȷ.



˔˖˛ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. ͷ.ʹ. ǲȬȰіȴюȦȤȱȱя ȴȲȫȳȲȨіȯȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȩȯя ȲȵȱȲȦȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȤȶȲȰȤ ȦȲȨȱю ȳȴȬȮіȯьȮȲȹ ȫȱȤȻȩȱȱяȹ ȩȱȩȴґії ȦȹіȨȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ [ȳȩȴȩȨȴȷȮ іȫ Ч. Weigold, AIP CВБf.
PЕВc. No. ˛˙ (˔˜˛˕), p. ˗.]
ȂȩȲȴію ȤȶȲȰȤ ȦȲȨȱю ȰȬ ȨȩȶȤȯьȱȲ ȴȲȫȴȲȥȯяȶȬȰȩȰȲ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˔˓. ǿȴȲȶȩȯȩȧȮȲ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ, ȽȲ Ψ(�) = ��ି௥/௔బ (Ȩȩ � — ȱȲȴȰȲȦȲȻȱȬȭ ȮȲȩȸіȺієȱȶ, Ȥ�଴ = ~

ଶ/��ଶ) є ȴіȼȩȱȱяȰ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ Ȩȯя ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲȧȲ ȵȶȤ-ȱȷ ȻȤȵȶȮȬ ȰȤȵȲю � ȷ ȵȸȩȴȬȻȱȲ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱіȤȯі �(�) = −�/�.ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ (ͷ.ͳͲ), ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя іȰȳȷȯьȵȷ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȬȭ ȨȲȮȦȤȨȴȤȶȷ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя Ȅȷȴ’є Ȩȯя Ψ(�), ȶȲȰȷ|⟨�௘|Ψ⟩|ଶ = �′(ͳ + �ଶ଴�ଶ)ିସ, (˘.˔˘)Ȩȩ �௘ = ~� іȰȳȷȯьȵ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі, Ȥ �′ — іȱȼȬȭ ȱȲȴȰȲȦȲȻȱȬȭ ȮȲȩȸі-Ⱥієȱȶ.ǽȤ ȀȬȵ. ˘.˕ ȳȲȴіȦȱююȶьȵя ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȶȤ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱі ȨȤȱȱі,ȲȶȴȬȰȤȱі Ȩȯя ȶȴьȲȹ ȴіȫȱȬȹ ȩȱȩȴґіȭ ȦȹіȨȱȲȧȲ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ (Ȧȵі ȦȲȱȬ ȱȤȥȤȧȤ-ȶȲ ȳȩȴȩȦȬȽȷюȶь ȩȱȩȴґію ȫȦ’яȫȮȷ ȤȶȲȰȤ ȦȲȨȱю ͳ͵, ͸ ȩǲ). ǾȵȮіȯьȮȬ ȨȲȵȯіȨȱȩ ȨȤȦȤȦ ȤȥȵȲȯюȶȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȦȩȯȬȻȬȱ, ȶȲ Ȧȵі ȶȴȬ ȱȤȥȲȴȬ ȨȤȱȬȹ ȥȷȯȲ ȳіȨі-ȧȱȤȱȲ ȳіȨ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȴȲȫȴȤȹȷȱȮȬ Ȩȯя ȱȤȭȱȬȪȻȬȹ �. ЯȮ ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȫ ȷȴȤ-ȹȷȦȤȱȱяȰ ȺьȲȧȲ ȳȴȬȳȷȽȩȱȱя ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯьȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȺіȯȮȲȰ ȷȫȧȲ-ȨȪȷюȶьȵя ȫ ȦȬȵȱȲȦȮȤȰȬ ȶȩȲȴії.
§ ͷ.͵. ʡˈˑ˓ˈˏ˃ ʐˎˑ˘˃Ȇя ȶȩȲȴȩȰȤ ȲȳȬȵȷє ȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ ȵȬȵȶȩȰ ȫ ȳȩȴіȲ-ȨȬȻȱȲю ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲю ȵȶȴȷȮȶȷȴȲю. ǲȲȱȤ ȲȵȲȥȯȬȦȲ ȮȲȴȬȵȱȤ ȷ ȸіȫȬȺі ȶȦȩȴ-ȨȲȧȲ ȶіȯȤ ȶȤ ȮȴȬȵȶȤȯȲґȴȤȸії. ЯȮ ȦіȨȲȰȲ, ȮȴȬȵȶȤȯ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȫȰіȱȱȬȰ



§ ˘.˖. ȂȩȲȴȩȰȤ ǱȯȲȹȤ ˔˖˜ȳȴȬ ȶȴȤȱȵȯяȺіяȹ ȶȬȳȷ �௡ = �ଵ�ଵ + �ଶ�ଶ + �ଷ�ଷ, (˘.˔˙)Ȩȩ �ଵ, �ଶ , �ଷ — Ⱥіȯі ȻȬȵȯȤ, Ȥ ȦȩȮȶȲȴȬ �ଵ, �ଶ, �ଷ ȷȶȦȲȴююȶь ȴȩȥȴȤ ȩȯȩȰȩȱ-ȶȤȴȱȲї ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȲї ȮȲȰіȴȮȬ. ȂȤȮȬȰ ȶȴȤȱȵȯяȺіяȰ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȵіȰ’я ȷȱіȶȤȴ-ȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ �(�௡) = exp(−�� ⋅ �௡/~), ȽȲ ȫȤȯȬȼȤюȶь іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȰȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȮȴȬȵȶȤȯȷ: �(�௡)� �ିଵ(�௡) = �. (˘.˔˚)Ȇі ȷȱіȶȤȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȮȲȰȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю (яȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ Ȧ § ˖.˖)ȶȤ ȫ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȲȰ �, ȶȲȰȷ, ȫȧіȨȱȲ ȫ ȂȩȲȴȩȰȲю ˘, § ˔.˖, Ȩȯя Ȧȵіȹ ȱȬȹ ȰȤєіȵȱȷȦȤȶȬ ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ:�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩, (˘.˔˛a)�(�௡) |Ψ⟩ = �(�௡) |Ψ⟩. (˘.˔˛b)Іȫ ȮȲȰȳȲȫȬȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȶȴȤȱȵȯяȺіȭ�(�௡) �(�௡′) = �(�௡ + �௡′)ȦȬȳȯȬȦȤюȶь ȶȤȮі Ȫ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя їȹȱіȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь�(�௡) �(�௡′) = �(�௡ + �௡′).ȆьȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱю ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȯȬȼȩ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȤ ȸȷȱȮȺія�(�௡) = exp(−�� ⋅ �௡). (˘.˔˜)ǾȵȮіȯьȮȬ �(�௡) ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȶȲ |�(�௡)| = ͳ, Ȥ ȲȶȪȩ, � ȰȤє ȥȷȶȬȨіȭȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ.ЯȮȽȲ ȵȬȵȶȩȰȤ є ȲȨȬȱȬȻȱȲю ȻȤȵȶȮȲю ȷ ȦȫȤєȰȲȨії ȫ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȰ ȳȲȶȩȱ-ȺіȭȱȬȰ ȳȲȯȩȰ, ȶȲ ˕ˈˑ˓ˈˏ˖ ʐˎˑ˘˃ Ȧ її ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬ-ȰȤȶȬ, ȦȬȴȤȫȬȦȼȬ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ (ͷ.ͳͺ) Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі:Ψ(�) = ⟨�|Ψ⟩. ǷȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ,�(�௡)Ψ(�) = Ψ(�−�௡), ȶȲȰȷ ȵȳіȯьȱі ȦȯȤȵȱіȸȷȱȮȺії ȫ (ͷ.ͳͺ) ȳȲȦȬȱȱі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȷȰȲȦіΨ(� − �௡) = exp(−�� ⋅ �௡)Ψ(�). (˘.˕˓)ǲȩȮȶȲȴ � ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˘˅ˋˎьˑ˅ˋˏ ˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ ʐˎˑ˘˃ Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȵȶȤȱȷ. ǷȤȷȦȤ-ȪȬȰȲ, ȽȲ ȶȩȲȴȩȰȤ ȱȩ ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ Ȧȵі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲ ȵȬȰȩ-ȶȴȬȻȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ� ȳȲȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȶȤȮȬȭ ȦȬȧȯяȨ, ȦȲȱȤ ȯȬȼȩ ȨȤє ȰȲȪȯȬ-Ȧіȵȶь ȲȥȴȤȶȬ їȹ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȥȷȯȬ ȵȳіȯьȱȬȰȬ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲ-ȴȤȰȬ (ͷ.ͳͺb), і Ȧ ȶȤȮȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȰȤȶȬȰȷȶь ȦȬȧȯяȨ (ͷ.ʹͲ).



˔˗˓ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȂȩȳȩȴ ȴȲȫȮȯȤȨȩȰȲ ȸȷȱȮȺію ǱȯȲȹȤ (ͷ.ʹͲ) ȱȤ ȳȯȲȵȮі ȹȦȬȯі:Ψ(�) = ∑

�′ �(�′) �௜�′⋅�. (˘.˕˔)
ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȺьȲȧȲ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя Ȧ (ͷ.ʹͲ) ȨȤє

∑

�′ �(�′) �ି௜�′⋅�೙ �௜�′⋅� = �ି௜�⋅�೙ ∑�′ �(�′) �௜�′⋅�,
ȽȲ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲ ȶȲȨі і ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ �(�′) ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь ȳȴȬ ȶȬȹȫȱȤȻȩȱȱяȹ �′, яȮі ȱȩ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȷȰȲȦі exp[�(�′ − �) ⋅ �௡] = ͳ Ȩȯя Ȧȵіȹ�௡ ȦȬȧȯяȨȷ (ͷ.ͳ͸). ǲȩȮȶȲȴȬ, Ȩȯя яȮȬȹ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя Ⱥя ȷȰȲȦȤ, ȳȲȦ’яȫȤȱі ȰіȪȵȲȥȲю ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ �′ − � = �௠, (˘.˕˕)Ȩȩ �௠ є ȦȩȮȶȲȴȲȰ ˑ˄ˈ˓ːˈːˑї ˍ˓ˋ˔˕˃ˎі˚ːˑї ґ˓˃˕ˍˋ. ǴȩȶȤȯьȱȬȭ ȦȬȮȯȤȨ ȶȩ-Ȳȴії ȳȴȲ ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱі ґȴȤȶȮȬ ȶȤ Ȳȥȩȴȱȩȱі ȨȲ ȱȬȹ ȰȲȪȱȤ ȫȱȤȭȶȬ Ȧ ȥȤȧȤȶьȲȹȮȱȬȪȮȤȹ іȫ ȸіȫȬȮȬ ȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ (ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ǵȼȮȴȲȸȶ і ǼȩȴȰіȱ [˘]). ȃȱȤȭȳȴȲȵȶіȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ȦȩȮȶȲȴȬ {�௡} ȷȶȦȲȴююȶь ȫȦȬȻȤȭȱȷ ȮȷȥіȻȱȷґȴȤȶȮȷ ȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȰȬ ȮȲȰіȴȮȤȰȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȮȷȥȤ ȫі ȵȶȲȴȲȱȲю�, ȦȩȮȶȲȴȬ{�௠} ȷȶȦȲȴююȶь ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȷ ґȴȤȶȮȷ ȫ ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȰȬ ȮȲȰіȴȮȤȰȬ ȷ ȦȬ-ȧȯяȨі ȮȷȥȤ ȫі ȵȶȲȴȲȱȲю ʹπ/�.ȃ ȵȦіȶȯі ȲȶȴȬȰȤȱȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ (ͷ.ʹͳ), яȮΨ(�) = ∑

�೘ �(� + �௠) �௜(�ା�೘)⋅�. (˘.˕˖)
ǾȵȮіȯьȮȬ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȱȤ ȳȯȲȵȮі ȹȦȬȯі ȸȤȮȶȬȻȱȲ є ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱяȰ ȫȤ ȦȯȤ-ȵȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ іȰȳȷȯьȵȷ, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȳȷȯьȵȷ ȦȵȶȤȱі, яȮȬȭ ȲȳȬȵȷєȶьȵя (ͷ.ʹͲ) ȤȥȲ (ͷ.ʹ͵), є ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȰ і ȨȲȫȦȲȯяє ȯȬȼȩȫȱȤȻȩȱȱя ȦȬȧȯяȨȷ ~(�+�௠). Ȇȩȭ ȦȬȵȱȲȦȲȮ ȥȷȨȩ ȦȤȪȯȬȦȬȰ ȷ ȱȤȵȶȷȳȱȲȰȷȳȤȴȤґȴȤȸі.
§ ͷ.Ͷ. ʓˋ˗˓˃ˍ˙іˌːˈ ˓ˑˊ˔іяːːя: ˕ˈˑ˓іяЯȦȬȽȩ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȧȲ ȴȲȫȵіяȱȱя ȻȤȵȶȲȮ ȥȷȯȲ ȱȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲ ȦȤȪȯȬȦȬȰ ȷіȵȶȲȴȬȻȱȲȰȷ ȴȲȫȦȬȶȮȷ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ і ȨȲȶȩȳȩȴ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȦȤȪȯȬ-ȦȬȰ ȳȴȬ ȳȴȲȦȩȨȩȱȱі ȥȤȧȤȶьȲȹ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶіȦ. ȃ ȳȲȶȲȻȱȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬȴȲȫȥȩȴȩȰȲȵя ȫ ȶȩȲȴією ȺьȲȧȲ яȦȬȽȤ і ȫȤȯȷȻȬȰȲ ȭȲȧȲ ȨȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіїȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ.



§ ˘.˗. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȶȩȲȴія ˔˗˔
ʓˋ˗˓˃ˍ˙ія ː˃ ˒ˈ˓іˑˇˋ˚ːіˌ ˔˕˓˖ˍ˕˖˓іǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя ȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȭ ȵȶȴȷȮȶȷȴі, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȮȴȬȵȶȤȯȤ ȤȥȲȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲї ґȴȤȶȮȬ, ȰȲȪȱȤ ȳȴȲȤȱȤȯіȫȷȦȤȶȬ ȨȦȲȰȤ ȴіȫȱȬȰȬ (ȹȲȻ і ȰȤȶȩ-ȰȤȶȬȻȱȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ) ȰȩȶȲȨȤȰȬ, яȮі ȳȴȲȳȲȱȷюȶь ȨȦȤ ȴіȫȱі ȶȯȷȰȤȻȩ-ȱȱя ȺьȲȧȲ яȦȬȽȤ.
(a) ʞˋ˕ˑˏ˃ ˌˏˑ˅і˓ːі˔˕ь ˒ˑˎˑˉˈːːя ˚˃˔˕ˍˋǿȩȴȼȬȭ ȰȩȶȲȨ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȴȲȫȦ’яȫȤȱȱі ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩ-ȴȤ − ~

ଶʹ��ଶΨ(�) +�(�)Ψ(�) = �Ψ(�) (˘.˕˗)ȫ ȧȴȤȱȬȻȱȬȰȬ ȷȰȲȦȤȰȬ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȦȹіȨȱȲȰȷ ȳȷȻȮȷ ȫ ȳȩȦȱȲȧȲ ȱȤ-ȳȴяȰȮȷ, і Ȧ ȳȲȨȤȯьȼȲȰȷ ȦȬȫȱȤȻȩȱȱі ȳȬȶȲȰȲї ȭȰȲȦіȱȲȵȶі |Ψ(�)|ଶ ȱȤ Ȩȩȶȩ-ȮȶȲȴȤȹ. ȂȲȻȱȩ ȴȲȫȦ’яȫȤȱȱя ȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȱȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲ ȵȮȯȤ-ȨȱȲю ȫȤȨȤȻȩю, ȳȴȲȶȩ ȰȩȶȲȨȬ ȸіȫȬȻȱȲї ȲȳȶȬȮȬ ȨȲȫȦȲȯяюȶь ȨȲȵȯіȨȬȶȬ ȱȤȭ-ȦȤȪȯȬȦіȼі ȲȵȲȥȯȬȦȲȵȶі ȭȲȧȲ ȴіȼȩȱȱя. ǲȬȦȩȨȩȱȱя ȲȳȶȬȻȱȲї ȶȩȲȴії ȨȬȸȴȤ-ȮȺії ȫі ȵȮȤȯяȴȱȲȧȲ ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя, ȵȹȲȪȲȧȲ ȱȤ (ͷ.ʹͶ), ȰȲȪȱȤ ȫȱȤȭȶȬȷ ǱȲȴȱȤ ȶȤ ǲȷȯьȸȤ [˖˖], ȀȲȫȨіȯ ˛. ǼȬ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ Ⱥі ȰȩȶȲȨȬ ȨȲ (ͷ.ʹͶ), яȮȵȷȶȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȬȭ іȱȵȶȴȷȰȩȱȶ, ȽȲ ȱȩ ȦȬȰȤȧȤє ȨȤȦȤȶȬ ȴіȦȱяȱȱю ȶȤ ȭȲȧȲȴіȼȩȱȱю ȶȤȮȷ Ȫ ȸіȫȬȻȱȷ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺію, яȮ і Ȧ ȲȳȶȬȺі.

ʟˋ˔. ͵a. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя ȻȤȵȶȲȮ ȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȭ ȤȶȲȰȱіȭ ȵȶȴȷȮȶȷȴі.ǽȤ ȀȬȵ. ˘.˖a ȫȲȥȴȤȪȩȱȲ ȦȹіȨȱȬȭ ȳȷȻȲȮ ȻȤȵȶȲȮ, ȮȲȪȱȤ ȫ яȮȬȹ ȰȤє іȰ-ȳȷȯьȵ � = ~�, ȽȲ ȫȤȫȱȤюȶь ȨȬȸȴȤȮȺії ȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȰȷ ȯȤȱȺюȪȮȷ ȤȶȲȰіȦ.ǴȪȩȴȩȯȲ ȶȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴȬ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱі ȨȲȵȬȶь ȨȤȯȩȮȲ, ȽȲȥ ȰȬ ȰȲȧȯȬ ȴȲȫȧȯя-ȨȤȶȬ ȳȴȲȰȩȱі (ȶȴȤєȮȶȲȴії ȻȤȵȶȲȮ), яȮ ȳȤȴȤȯȩȯьȱі. ȀіȫȱȬȺя ȰіȪ ȨȲȦȪȬȱȤȰȬȼȯяȹȷ ȨȦȲȹ ȵȷȵіȨȱіȹ ȳȴȲȰȩȱіȦ ȵȮȯȤȨȤє�(sin θଶ−sin θଵ). ЯȮȽȲ Ⱥі ȼȯяȹȬ ȦіȨ-ȴіȫȱяюȶьȵя ȱȤ Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ ȨȲȦȪȬȱ ȹȦȬȯь λ = ʹπ~/� = ʹπ/� ȦȹіȨȱȲȧȲ ȳȷ-



˔˗˕ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȻȮȤ, ȶȲ ȤȰȳȯіȶȷȨȬ ȳȴȲȰȩȱіȦ, ȴȲȫȵіяȱȬȹ ȦіȨ ȲȮȴȩȰȬȹ ȤȶȲȰіȦ іȱȶȩȴȸȩȴȷȦȤȶȬ-Ȱȷȶь ȮȲȱȵȶȴȷȮȶȬȦȱȲ, ȨȤюȻȬ ȱȤȭȥіȯьȼȩ ȫȱȤȻȩȱȱя |Ψ|ଶ ȱȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴі. ǾȶȪȩ,ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱі ȰȤȮȵȬȰȷȰȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȴȲȫȵіяȱȱя ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤȶȬȰȷȶьȵя ȳȴȬȮȷȶȤȹ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȷȰȲȦі�(sin θଶ − sin θଵ) = �λ, (˘.˕˘)Ȩȩ � — Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ.ІȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія, ȱȤ яȮȷ ȱȤȦȲȨȬȶь Ⱥȩȭ ȤȱȤȯіȫ, ȱȤȭȦȯȷȻȱіȼȩ ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȫȷ-єȶьȵя ȸȴȤȫȲю ˍˑ˓˒˖˔ˍ˖ˎя˓ːˑ-˘˅ˋˎьˑ˅ˋˌ ˇ˖˃ˎіˊˏ. ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ Ⱥієї ȮȲȱȺȩ-ȳȺії, ȫ ȮȲȪȱȲю ȻȤȵȶȮȲю ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȹȦȬȯя, ȹȲȻȤ ȵȤȰȤ ȳȴȬȴȲȨȤ ȶȤȮȲȧȲ ȳȲєȨ-ȱȤȱȱя ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩяȵȱȲю. Ǳіȯьȼȩ ȶȲȧȲ, ȳȴȬȳȷȵȮȤєȶьȵя, ȽȲ „ȹȦȬȯьȲȦȤȸȷȱȮȺія“ ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȭ ȸіȫȬȻȱȲю ȹȦȬȯȩю Ȧ ȫȦȬȻȤȭȱȲȰȷ ȳȴȲ-ȵȶȲȴі, ȳȴȲȶȩ, яȮ ȥȷȯȲ ȦȮȤȫȤȱȲ Ȧ § ˗.˕, ȶȤȮȤ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺія Ψ ȦȶȴȤȻȤє ȵȩȱȵ ȷȦȬȳȤȨȮȷ ȥȤȧȤȶȲȻȤȵȶȮȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦ. ǴȲ ȦȵьȲȧȲ іȱȼȲȧȲ, ȰȬ ȱȩ ȳȲȦȬȱȱі ȫȤȥȷȦȤ-ȶȬ, ȽȲ ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȰȬ є ȯȬȼȩ ȻȤȵȶȮȬ, і ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤюȻȬ ȨȬȸȴȤ-ȮȺіȭȱȷ ȮȤȴȶȬȱȷ, ȰȬ ȸȤȮȶȬȻȱȲ ȴȤȹȷєȰȲ ȦіȨȱȲȵȱȷ ȮіȯьȮіȵȶь ȻȤȵȶȲȮ, ȴȲȵія-ȱȬȹ ȷ ȴіȫȱȬȹ ȱȤȳȴяȰȮȤȹ.
(b) ʟˑˊ˒ˑˇіˎ іˏˑ˅і˓ːˑ˔˕і ˇˎя іˏ˒˖ˎь˔˖ǴȴȷȧȬȭ ȰȩȶȲȨ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȱȤ ȶіȭ ȲȥȵȶȤȦȬȱі, ȽȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶьȻȤȵȶȮȬ ȲȶȴȬȰȤȶȬ Ȧ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȴȲȫȵіяȱȱя іȰȳȷȯьȵ �′ − ~�′ є ȶȤȮȲȪ іȰȲȦіȴ-ȱіȵȶю ȶȲȧȲ, ȽȲ її ȥȷȨȩ ȦȬяȦȯȩȱȲ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ �′. ǽȩ ȴȬȫȬȮȷюȻȬ ȷȵȮȯȤȨȱȬ-ȶȬ ȱȤȼȷ ȫȤȨȤȻȷ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȩȴȩȭȶȬ ȦіȨ ȯȤȱȺюȪȮȤ ȤȶȲȰіȦ ȱȤ ȀȬȵ. ˗.˕ ȨȲȨȦȲȦȬȰіȴȱȲї ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲї ґȴȤȶȮȬ Ȧ ȳȯȲȽȬȱі ��. ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȱȩȰȤє ȳȲȶȴȩ-ȥȬ ȲȥȰȩȪȷȦȤȶȬ ȮȴȬȵȶȤȯ єȨȬȱȬȰ ȼȤȴȲȰ ȤȶȲȰіȦ, Ȧіȱ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȨȲȦіȯьȱȷȶȲȦȽȬȱȷ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ −� ȫȤ ȷȰȲȦȬ ȫȥȩȴȩȪȩȱȱя ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲї ȵȶȴȷȮȶȷȴȬ ȦȱȤȳȴяȰȮȤȹ ±� і ±�.ǾȵȮіȯьȮȬ ȵȬȵȶȩȰȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȤ Ȧ ȳȯȲȽȬȱі ��, ȨȲ ȱȩї ȰȲȪȱȤ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȶȬȨȦȲȦȬȰіȴȱȬȭ ȦȤȴіȤȱȶ ȶȩȲȴȩȰȬ ǱȯȲȹȤ. ȂȲȨі ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя (͵.ʹͶ)ȰȲȪȱȤȳіȨіȥȴȤȶȬ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȰȤȯȬ ȦȬȧȯяȨΦ�(�) = ∑

௡ �௜(�ା�೙)⋅� �௡(�, �), (˘.˕˙)
Ȩȩ �௡ — ȨȦȲȦȬȰіȴȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȲȥȩȴȱȩȱȲї ґȴȤȶȮȬ, Ȥ � — ȨȦȲȦȬȰіȴȱȬȭ ȤȱȤ-ȯȲґ ȹȦȬȯьȲȦȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ǱȯȲȹȤ � ȫ (ͷ.ʹ͵); ȲȥȬȨȦȤ ȲȥȰȩȪȩȱі ȳȯȲȽȬȱȲю ��.ǾȵȮіȯьȮȬ ȵȶȴȷȮȶȷȴȤ є ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲю ȯȬȼȩ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȤȹ � ȶȤ �, ȶȲ Ȩȯя ȮȲ-ȪȱȲȧȲ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȧȲ � іȵȱȷє ȴіȼȩȱȱя ȷ ȦȬȧȯяȨі (ͷ.ʹ͸), Ȥȯȩ ȫ ȶȩȲȴȩȰȬ ǱȯȲȹȤȱȩ ȰȲȪȱȤ ȱіȻȲȧȲ ȦȬȦȩȵȶȬ ȳȴȲ ȫȤȯȩȪȱіȵȶь Φ ȦіȨ �.



§ ˘.˗. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȶȩȲȴія ˔˗˖ǷȤȧȤȯьȱȩ ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя (ͷ.ʹͶ) є ȯіȱіȭȱȲю ȮȲȰȥіȱȤȺією ȸȷȱȮȺіȭ(ͷ.ʹ͸), яȮȤ ȳіȨȥȬȴȤєȶьȵя ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ȦіȨȳȲȦіȨȤȶȬ ȧȴȤȱȬȻȱȬȰ ȷȰȲ-ȦȤȰ. Ȇі ȷȰȲȦȬ ȦȬȰȤȧȤюȶь, ȽȲȥ ȳȴȬ � > Ͳ (ȱȤȨ ȮȴȬȵȶȤȯȲȰ) Ψ(�) ȰіȵȶȬȯȤȦȹіȨȱȷ ȹȦȬȯю �௜�⋅� ȫ �௭ < Ͳ. ǲȻіȨȱȤ ȹȦȬȯя ȱȤȥȷȨȩ ȥȯȲȹіȦȵьȮȲї ȸȲȴȰȬ, яȮȽȲȰȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȰȲ � = �௫௬ (ȳȴȲȩȮȺія � ȱȤ ȳȯȲȽȬȱȷ ��). ȂȲȰȷ ȱȩȰȤє ȳȲȶȴȩȥȬȮȲȰȥіȱȷȦȤȶȬ ȸȷȱȮȺіїΦ�(�) іȫ ȴіȫȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ �, ȽȲȥ ȦȲȱȬ ȫȤȨȲȦȲȯь-ȱяȯȬ ȧȴȤȱȬȻȱȬȰ ȷȰȲȦȤȰ, ȥȲ Ⱥі ȷȰȲȦȬ ȦȬȮȲȱȷюȶьȵя ȲȨȱією ȶȤȮȲю ȸȷȱȮȺі-єю. ǾȶȪȩ, ȸіȫȬȻȱȩ ȴіȼȩȱȱяΨ(�)ȰȲȪȱȤ ȲȥȴȤȶȬ ȶȤȮ, ȽȲȥ ȦȲȱȲ ȰȤȯȲ ȦȬȧȯяȨ(ͷ.ʹ͸).ǽȤȨ ȮȴȬȵȶȤȯȲȰ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ �(�) ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь, ȶȲȰȷ ȴіȼȩȱȱяȴіȦȱяȱȱя (ͷ.ʹͶ) ȰȤє ȥȷȶȬΨ(�) = �௜�⋅� +∑

�′ �(�′) �௜�′⋅� Ȩȯя � > Ͳ, (˘.˕˚)
Ȩȩ � = ~

ଶ�ଶ/ʹ�, Ȥ |�′| = |�| = �. Ǵȯя ȦȹіȨȱȲї ȹȦȬȯі (ȳȩȴȼȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ)ȰȤєȰȲ �௭ < Ͳ, Ȥ Ȩȯя ȴȲȫȵіяȱȲї ȹȦȬȯі ȳȲȦȬȱȱȲ ȥȷȶȬ �′௭ > Ͳ. ІȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲȻȤȵȶȮȤ ȴȲȫȵієȶьȵя Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ �′, ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ |�(�′)|ଶ.Ȃȩȳȩȴ (ͷ.ʹ͹) ȰȤє ȱȤȥȷȶȬ ȦȬȧȯяȨȷ (ͷ.ʹ͸). ЯȮ ȷȪȩ ȫȤȫȱȤȻȤȯȲȵя, Ⱥȩ ȰȲ-ȪȯȬȦȲ, яȮȽȲ ȰȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȰȲ � = �௫௬ , і ȶȲȨі ȨȲȨȤȱȲȮ ȫ � = Ͳ (�଴ = Ͳ)ȷ ȦȬȴȤȫі (ͷ.ʹ͸) ȰȤє ȥȷȶȬ іȨȩȱȶȬȸіȮȲȦȤȱȬȭ іȫ ȦȹіȨȱȲю ȹȦȬȯȩю Ȧ (ͷ.ʹ͹), ȤȴȩȼȶȤ ȻȯȩȱіȦ, Ȩȯя яȮȬȹ �௡ ≠ Ͳ, — ȫ ȴȲȫȵіяȱȬȰȬ ȹȦȬȯяȰȬ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ,�′௫௬ = �௫௬ + �௡, Ȩȩ �௡ — ȱȩȱȷȯьȲȦȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȨȦȲȦȬȰіȴȱȲї ȲȥȩȴȱȩȱȲї ґȴȤ-ȶȮȬ. ǾȵȶȤȱȱіȭ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ, �′௭ , ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȦȩȯȬȻȬȱȷ �′௫௬ і ȷȰȲȦȷȫȥȩȴȩȪȩȱȱя ȩȱȩȴґії |�′| = |�| = � [ȲȵȮіȯьȮȬ ȵȤȰȤ ȰȲȨȩȯь ȳȴȲȺȩȵȷ, ȫȤȮȯȤ-ȨȩȱȤ Ȧ ȴіȦȱяȱȱя (ͷ.ʹͶ), ȳȩȴȩȨȥȤȻȤє, ȽȲ Ⱥȩ ȳȴȷȪȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя ȱȤ ȱȩȴȷȹȲȰіȭȰіȼȩȱі]. ǾȶȪȩ, ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰі ȫȱȤȻȩȱȱя �′ ȲȥȰȩȪȩȱі ȨȬȵȮȴȩ-ȶȱȬȰ ȱȤȥȲȴȲȰ, і ȴȲȫȵіяȱȱя ȰȲȪȩ ȦіȨȥȷȦȤȶȬȵя ȯȬȼȩ Ȧ ȳȩȦȱȬȹ ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȹȱȤȳȴяȰȮȤȹ.ǿȴȬȻȬȱȤ ȳȲяȦȬ ȨȬȵȮȴȩȶȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȱȤȳȴяȰȮіȦ ȴȲȫȵіяȱȱя, ȫȧіȨȱȲ ȫ ȱȤ-ȼȬȰ ȤȱȤȯіȫȲȰ, ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȳȯȲȽȬȱі �� ȰȲ-Ȫȩ ȰіȱяȶȬȵя ȯȬȼȩ ȱȤ ȦȩȯȬȻȬȱȷ, ȮȴȤȶȱȷ ȦȩȮȶȲȴȲȦі ȨȦȲȦȬȰіȴȱȲї ȲȥȩȴȱȩȱȲїґȴȤȶȮȬ: (~�′ − ~�)௫௬ = ~�௡. (˘.˕˛)ǿȩȴȩȨȤȻȤ іȰȳȷȯьȵȷ ȦіȨ ȤȥȲ ȨȲ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȧȲ Ȳȥ’єȮȶȤ (Ȧ ȱȤȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ,ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲї ґȴȤȶȮȬ) ȮȦȤȱȶȷєȶьȵя Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȤȹ, Ȩȩ ȱȤяȦȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶь.ȂȲȰȷ �-ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ ȱȩ є ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱіȰ ȷȻȤȵȱȬȮȲȰ ȶȤȮȲȧȲ ȮȦȤȱ-ȶȷȦȤȱȱя, ȥȲ ґȴȤȶȮȤ ȱȩ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȤ Ȧ ȺьȲȰȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ (Ȥȯȩ Ȧіȱ ȸіȮȵȲȦȤȱȬȭȫȤȮȲȱȲȰ ȫȥȩȴȩȪȩȱȱя ȩȱȩȴґії).



˔˗˗ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяǴȯя ȳȲȴіȦȱяȱȱя ȫ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ, ȲȨȩȴȪȤȱȬȰ іȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ ȳȩȴȼȲȧȲȰȩȶȲȨȷ, ȳȲȦȩȴȱȩȰȲȵя ȨȲ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȧȲ ȯȤȱȺюȪȮȤ ȤȶȲȰіȦ ȷȫȨȲȦȪ Ȳȵі � іȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȴȲȺȩȵ ȯȬȼȩ Ȧ ȳȯȲȽȬȱі ��. Ȃȩȳȩȴ ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȥȩȴȱȩȱȲї ґȴȤȶȮȬȯȩȪȤȶь ȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ � і ȰȤюȶь ȦȩȯȬȻȬȱȬ �௡ = ʹπ�/�, Ȩȩ � — Ⱥіȯі ȻȬȵȯȤ, Ȥ �— ȦіȨȵȶȤȱь ȰіȪ ȤȶȲȰȤȰȬ. ȂȲȨі (ͷ.ʹͺ) ȨȤє
~�′௬ − ~�௬ = ʹπ~�� (˘.˕˜)Ȩȯя ȫȰіȱȬ іȰȳȷȯьȵȷ ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȵȶі. ǲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ (ͷ.ʹͷ)ȰȬ ȰȲȧȯȬ ȳіȨȵȶȤȦȬȶȬ λ = ʹπ/� і ȲȶȴȬȰȤȶȬ

~�(sin θଶ − sin θଵ) = ʹπ~�� ,яȮȬȭ ȶȲȻȱȲ ȦіȨȶȦȲȴює (ͷ.ʹͻ).ЯȮ ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȲȥȬȨȦȤ ȰȩȶȲȨȬ ȨȤюȶь ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, Ȥȯȩ ȳȴȲȳȲ-ȱȷюȶь ȴіȫȱі іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії. ǷȲȮȴȩȰȤ, ȳȲяȵȱȩȱȱя ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȧȲ ȴȲȫȵіяȱȱяȻȩȴȩȫ ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȷ ȳȩȴȩȨȤȻȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȨȲ ȤȥȲ ȦіȨ ȳȩȴȩȲȨȬȻȱȲȧȲ Ȳȥ’єȮȶȤ ȱȩȳȴȲȳȲȱȷє і ȱȩ ȦȬȰȤȧȤє ȥȷȮȦȤȯьȱȲȧȲ ȲȶȲȶȲȪȱȩȱȱя ȻȤȵȮȬ ȫ ȸіȫȬȻȱȲю ȹȦȬ-ȯȩю ȤȥȲ ȹȦȬȯьȲȦȬȰ ȳȤȮȩȶȲȰ.ǳіȳȲȶȩȫȷ ȳȴȲ ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȷ ȳȩȴȩȨȤȻȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȩȯя ȳȲяȵȱȩȱȱя ȨȬȸȴȤ-ȮȺіȭȱȲȧȲ ȴȲȫȵіяȱȱя ȥȷȯȲ ȫȤȳȴȲȳȲȱȲȦȤȱȲ ǲ. ǴȷȩȭȱȲȰ ȷ ˔˜˕˖ ȴȲȺі, Ƚȩ ȨȲȶȲȧȲ, яȮ ȈȴȲȨȬȱґȩȴ ȶȤ ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґ ȵȸȲȴȰȷȯюȦȤȯȬ ȫȤȵȤȨȬ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩ-Ȳȴії. ȃ Ⱥіȭ ȧіȳȲȶȩȫі ȥіȯьȼȩ ȱȩȰȤє ȳȲȶȴȩȥȬ, ȥȲ ȶȩȳȩȴ ȦȲȱȤ ȸіґȷȴȷє, яȮ ȲȨȱȤȫ ȶȩȲȴȩȰ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ. Є ȶȴȬ ȫȤȧȤȯьȱі ȳȴȬȮȯȤȨȬ ȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȮȷ ȰіȪȳȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶю ȶȤ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱяȰ:(i) ǿȴȲȵȶȲȴȲȦȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶь іȫ ȮȴȲȮȲȰ �, яȮȤ ȨȤє�′ − � = ʹπ�~� , (˘.˖˓)Ȩȩ � і �′ — ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȲȧȲ іȰȳȷȯьȵіȦ ȷ ȱȤ-ȳȴяȰȮȷ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȵȶі, Ȥ � — Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ.(ii) ǿȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶь ȷ ȻȤȵі ȫ іȱȶȩȴȦȤȯȲȰ �, ȫ яȮȲї ȦȬȳȯȬȦȤє�′ − � = ʹπ�~� = �~ɘ, (˘.˖˔)Ȩȩ ɘ = ʹπ/�, Ȥ � ȶȤ �′ — ȳȲȻȤȶȮȲȦȤ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȤ ȩȱȩȴґії. ȂȤȮȤ ȫȤȯȩ-Ȫȱіȵȶь ȳȴȲяȦȯяєȶьȵя Ȧ ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȰȷ ȲȵȺȬȯяȶȲȴі (ȀȲȫȨіȯ ˙) і ȷ ȦȳȯȬ-Ȧі ȱȤ ȵȬȵȶȩȰȷ ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȫȥȷȴȩȱȱя (ȀȲȫȨіȯ ˔˕).



§ ˘.˗. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȶȩȲȴія ˔˗˘(iii) ǾȥȩȴȶȤȯьȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶь ȱȤ Ȯȷȶ ʹπ, ȽȲ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ
J ′ − J = ʹπ�~ʹπ = �~, (˘.˖˕)Ȩȩ J ȶȤ J ′ — ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ ȶȤ ȮіȱȺȩȦȬȭ ȰȲȰȩȱȶȬ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷȲȵі ȲȥȩȴȶȤȱȱя. Ȇȩ ȳȴȲȨȩȰȲȵȶȴȲȦȤȱȲ Ȧ ȀȲȫȨіȯі ˚.ǲȤȴȶȲ ȦіȨȫȱȤȻȬȶȬ ȶȤȮі ȹȤȴȤȮȶȩȴȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі:• ǺȴȲȮ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱя ȫȤȦȪȨȬ ȲȥȩȴȱȩȱȲ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȬȭ ȨȲ ȳȩȴіȲȨȷ.• ȂȤȮȩ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱя ȱȩ є ȷȱіȦȩȴȵȤȯьȱȬȰ ȫȤȮȲȱȲȰ, ȦȲȱȲ ȰȤє ȰіȵȺȩ ȯȬ-ȼȩ ȫȤ ȱȤяȦȱȲȵȶі ȦіȨȳȲȦіȨȱȲї ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȵȶі [ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ (ііі) ȶȤȮȤ ȳȩ-ȴіȲȨȬȻȱіȵȶь ȳȴȬȵȷȶȱя ȫȤȦȪȨȬ].• ǿȩȴіȲȨȬȻȱіȵȶь ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱя ȯȬȼȩ ˊˏіː ȷ ȫȱȤȻȩȱȱяȹȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, Ȥ їȹ ȤȥȵȲȯюȶȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь.

ʓˋ˗˓˃ˍ˙ія ː˃ ˇ˅ˑ˘ ˜іˎˋː˃˘ǴȬȸȴȤȮȺія ȻȤȵȶȲȮ ȳȴȬ ȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱі Ȼȩȴȩȫ ȩȮȴȤȱ ȫ ȨȦȲȰȤ ȽіȯȬȱȤȰȬ ȷȪȩȨȤȦȱȲ ȵȶȤȯȤ ȮȯȤȵȬȻȱȬȰ ȳȴȬȮȯȤȨȲȰ ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȳȲȦȩȨіȱȮȬ. ǺȲȯȬ ȦіȨȮȴȬȶȲȯȬȼȩ ȲȨȱȷ ȽіȯȬȱȷ, ȶȲ ȳȲȮȤȫȬ ȨȩȶȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȲȧȲ ȥȲȮȷ ȩȮȴȤȱȤȰȤюȶь ȰȲȱȲȶȲȱȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ, ȳȲȫȱȤȻȩȱȬȭ ȱȤ ȀȬȵ. ˖.˘b ȨȦȲȰȤ ȳȷȱȮȶȬȴȱȬ-ȰȬ ґȴȤȸіȮȤȰȬ Ȩȯя ȮȲȪȱȲї ȫі ȽіȯȬȱ; ȼȬȴȬȱȤ ȶȤȮȲȧȲ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ ȲȥȷȰȲȦȯȩ-ȱȤ ȴȲȫȰіȴȤȰȬ ȶȤ ȸȲȴȰȲю ȲȶȦȲȴіȦ. ȂȤ ȮȲȯȬ ȦіȨȮȴȬȶȲ ȲȥȬȨȦі ȽіȯȬȱȬ, ȳȴȲ-

ʟˋ˔. ͵b. ǴȬȸȴȤȮȺія ȻȤȵȶȲȮ ȱȤ ȩȮȴȤȱі ȫ ȨȦȲȰȤ ȽіȯȬȱȤȰȬ. ІȰȲȦіȴȱіȵȶь ȰȤє ȰȤȮȵȬȰȷ-ȰȬ Ȧ ȶȬȹ ȰіȵȺяȹ, Ȩȩ ȤȰȳȯіȶȷȨȬ ȵȮȯȤȨȤюȶьȵя ȷ ȸȤȫі ȲȨȱȤ ȫ ȲȨȱȲю, і ȰіȱіȰȷȰȬ — ȷȳȴȲȶȬȸȤȫі.



˔˗˙ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȵȶȲȴȲȦȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȫȤȴȩєȵȶȴȲȦȤȱȬȹ ȨȩȶȩȮȶȲȴȲȰ ȻȤȵȶȲȮ ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵяȱȤ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȭ ȷȫȲȴ, яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȵȷȺіȯьȱȲȰȷ ґȴȤȸіȮȷ. ǿȲȯȲȪȩ-ȱȱя ȰȤȮȵȬȰȷȰіȦ ȶȤ ȰіȱіȰȷȰі ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȴȤȹȷȦȤȶȬ, ȦȬȫȱȤȻȤюȻȬ ȰіȵȺя ȮȲȱ-ȵȶȴȷȮȶȬȦȱȲї ȶȤ ȨȩȵȶȴȷȮȶȬȦȱȲї іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺії ȳȤȴȺіȤȯьȱȬȹ ȹȦȬȯь, ȽȲ ȳȴȬ-ȹȲȨяȶь ȦіȨ ȴіȫȱȬȹ ȲȶȦȲȴіȦ.ǴȲȵȯіȨ ȫ ȨȬȸȴȤȮȺії ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȱȤ ȨȦȲȹ ȽіȯȬȱȤȹ ȥȷȯȲ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ ȂȲ-ȱȲȰȷȴȲю ȶȤ ȵȳіȦȴȲȥіȶȱȬȮȤȰȬ ([˔˛˓], ˔˜˛˜) іȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ ȰȩȨȲȨȷ, ȽȲȨȲȫȦȲȯяє ȲȶȴȬȰȤȶȬ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȷ ȮȤȴȶȬȱȷ, ȷȶȦȲȴȩȱȷ ȫ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȵȶіȨȴіȥȱȬȹ ȺяȶȲȮ ȦіȨ ȳȲȶȴȤȳȯяȱȱя ȲȮȴȩȰȬȹ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ. ȇȤȵȶȲȶȤ ȦȬȳȷȵȮȤȱ-ȱя ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȥȷȯȤ ȨȷȪȩ ȱȬȫьȮȤ, ȽȲ ȰȤȭȪȩ ȦȬȮȯюȻȤȯȲ ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȫȱȤ-ȹȲȨȪȩȱȱя ȰіȪ ȨȪȩȴȩȯȲȰ ȶȤ ȨȩȶȩȮȶȲȴȲȰ ȮіȯьȮȲȹ ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ ȲȨȱȲȻȤȵȱȲ,і Ⱥȩ ȳȩȴȩȮȲȱȯȬȦȲ ȵȳȴȲȵȶȲȦȷȦȤȯȲ ȥȷȨь-яȮі ȧіȳȲȶȩȶȬȻȱі ȳȲяȵȱȩȱȱя ȨȬȸȴȤ-ȮȺії ȦȱȤȵȯіȨȲȮ ȩȯȩȮȶȴȲȱ-ȩȯȩȮȶȴȲȱȱȲї ȦȫȤєȰȲȨії. ȂȤȮ ȵȤȰȲ ȰȩȶȲȨȬȮȤ ȨȲȵȯі-Ȩȷ ȱȩ ȨȲȫȦȲȯяȯȤ іȨȩȱȶȬȸіȮȷȦȤȶȬ ȩȯȩȮȶȴȲȱȬ ȫ ȹȦȬȯьȲȦȬȰȬ ȳȤȮȩȶȤȰȬ, ȥȲȳȲȯȲȪȩȱȱя ȮȲȪȱȲȧȲ ȫ ȱȬȹ ȸіȮȵȷȦȤȯȲȵя ȫ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȦȬȽȲю ȶȲȻȱіȵȶю, ȱіȪȼȬȴȬȱȤ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȹ ȵȰȷȧ. Ȇȩ ȳȩȴȩȮȲȱȯȬȦȲ ȫȤȵȦіȨȻȬȯȲ, ȽȲ іȱȶȩȴȸȩ-ȴȩȱȺіȭȱȤ ȮȤȴȶȬȱȤ є ȯȬȼȩ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱȬȰ ȴȲȫȳȲȨіȯȲȰ ȴȲȫȵіяȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ.ǴȬȦȲȦȬȪȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȺьȲȧȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȳȴȬȨȦȲȹ ȦіȨȮȴȬȶȬȹ ȽіȯȬȱȤȹ іȵȱȷюȶь ȰіȵȺя (ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱі ȰіȱіȰȷȰȬ), Ȩȩ ȳȬȶȲ-ȰȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȰȤȭȪȩ ȱȷȯьȲȦȤ, ȹȲȻȤ ȳȴȬ ȲȨȱіȭ ȦіȨȮȴȬȶіȭ ȽіȯȬȱі ȷȨȬ ȳȲ-ȶȴȤȳȯяȯȲ ȥȤȧȤȶȲ ȻȤȵȶȲȮ. Ȇȩ ȱȤȳȴȤȦȨȷ ȦȴȤȪȤюȻȩ ȸіȫȬȻȱȩ яȦȬȽȩ ȫ ȱȤȨȫȦȬ-ȻȤȭȱȲ ȺіȮȤȦȬȰȬ ȶȩȲȴȩȶȬȻȱȬȰȬ ȱȤȵȯіȨȮȤȰȬ. ǽȤ ȪȤȯь, ȦȲȱȲ ȳȴȬȫȦȩȯȲ ȨȲ ȳȲ-яȦȬ ȹȬȥȱȲȧȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȳȴȲ ȶȩ, ȽȲ ȱіȥȬȶȲ Ȧ ȺȤȴȬȱі ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬȦȶȴȤȻȤє ȵȦȲю ȻȬȱȱіȵȶь „ȮȯȤȵȬȻȱȤ“ ȶȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. Ȇя ȤȴґȷȰȩȱȶȤȺіяȫȦȷȻȬȶь ȳȴȬȥȯȬȫȱȲ ȶȤȮ:ЯȮȽȲ ȦіȨȮȴȬȶȤ ȯȬȼȩ ȽіȯȬȱȤ ˔, ȶȲ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȫȤȴȩєȵȶȴȷȦȤȶȬȻȤȵȶȮȷ Ȧ ȳȲȯȲȪȩȱȱі � є �ଵ(�). ǰȱȤȯȲґіȻȱȲ, ȮȲȯȬ ȦіȨȮȴȬȶȤ ȯȬ-ȼȩ ȽіȯȬȱȤ ˕, Ⱥя ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь є �ଶ(�). ǽȩȹȤȭ ȳȴȬ ȨȦȲȹ ȲȨȱȲ-ȻȤȵȱȲ ȦіȨȮȴȬȶȬȹ ȽіȯȬȱȤȹ ȦіȨȳȲȦіȨȱȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȥȷȨȩ �ଵଶ(�).Ȃȩȳȩȴ ȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱя Ȼȩȴȩȫ ˔ і ȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱя Ȼȩȴȩȫ ˕ є ˅ˊ˃єˏˑ-
˅ˋˍˎю˚ːˋˏˋ ˒ˑˇіяˏˋ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȫȤ ȳȴȤȦȬȯȲȰ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȭȰȲȦіȴ-ȱȲȵȶȩȭ ȶȤȮȬȹ ȳȲȨіȭ (ͳ.Ͷͻa) ȰȬ ȴȲȥȬȰȲ ȦȬȵȱȲȦȲȮ, ȽȲ �ଵଶ(�) =�ଵ(�) + �ଶ(�). ǰȯȩ Ȧȵі ȶȴȬ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȦȬȰіȴяȶȬ Ȧ ȩȮȵ-ȳȩȴȬȰȩȱȶі ȭ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ Ⱥя ȴіȦȱіȵȶь ȱȩ ȦȬȮȲȱȷєȶьȵя. ȂȤ-ȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȳȴȤȦȬȯȲ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ (ͳ.Ͷͻa) ȱȩ ȦȬȮȲ-ȱȷєȶьȵя Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі.ǷȨȤȦȤȯȲȵя ȥ, Ⱥȩȭ ȦȬȵȱȲȦȲȮ ȰȤȦ ȵȶȤȶȬ ȨȷȪȩ ȶȴȬȦȲȪȱȬȰ ȵȬґȱȤȯȲȰ, ȳȲȫȤяȮȶȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȨȷȪȩ ȶіȵȱȲ ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȫ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺією ȮȦȤȱȶȲȦȲї Ȱȩ-ȹȤȱіȮȬ, ȶȲȪ ȱȩȵȷȰіȵȱіȵȶь ȰіȪ ȱȬȰȬ ȰȲȪȩ ȳȴȬȫȦȩȵȶȬ ȨȲ ȨȷȪȩ ȵȩȴȭȲȫȱȬȹ



§ ˘.˘. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ˔˗˚ȱȤȵȯіȨȮіȦ. ȂȤ ȱȤȵȳȴȤȦȨі ȱȤȦȩȨȩȱȬȭ ȦȬȽȩ ȴȤȨȬȮȤȯьȱȬȭ ȦȬȵȱȲȦȲȮ є ȯȬȼȩȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ ȱȩȮȲȴȩȮȶȱȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі.ȂȴȩȥȤ ȲȵȶȩȴіȧȤȶȬȵя ȭȰȲȦіȴȱіȵȱȬȹ ȶȦȩȴȨȪȩȱь, ȦȬȴȤȪȩȱȬȹ ȷ ȸȲȴȰі �(�)ȫȤȰіȵȶь �(�|�). ǴȴȷȧȬȭ ȤȴґȷȰȩȱȶ ȰȲȪȱȤ ȥȩȫȳȩȻȱȲ ȲȳȷȵȶȬȶȬ ȯȬȼȩ Ȧ ȶȲȰȷȴȤȫі, яȮȽȲ ȷȰȲȦȤ� є ȲȻȩȦȬȨȱȲю ȫ ȮȲȱȶȩȮȵȶȷ іːˈˊˏіːːˑюȦȳȴȲȨȲȦȪ ȴȲȫȧȯя-Ȩȷ Ȧȵієї ȫȤȨȤȻі. ǿȴȲȶȩ Ȧ ȱȤȦȩȨȩȱȲȰȷ ȳȴȬȮȯȤȨі Ⱥȩ ȫȲȦȵіȰ ȱȩ ȶȤȮ, і ȱȤȵȳȴȤȦȨіȦ ȤȴґȷȰȩȱȶȤȹ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȳȴȬȵȷȶȱі ȶȴȬ ȺіȯȮȲȰ ȴіȫȱі ȷȰȲȦȬ:�ଵ = (ȽіȯȬȱȤ ˔ ȦіȨȮȴȬȶȤ, ȽіȯȬȱȤ ˕ ȫȤȮȴȬȶȤ; ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія = Ψଵ),�ଶ = (ȽіȯȬȱȤ ˔ ȫȤȮȴȬȶȤ, ȽіȯȬȱȤ ˕ ȦіȨȮȴȬȶȤ; ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія = Ψଶ),�ଷ = (ȽіȯȬȱȤ ˔ ȦіȨȮȴȬȶȤ, ȽіȯȬȱȤ ˕ ȦіȨȮȴȬȶȤ; ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія = Ψଵଶ).І Ȧ ȨȲȵȯіȨі ȰȬ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤєȰȲ ȯȬȼȩ ȶȩ, ȽȲ �ଵଶ(�|�ଷ) ≠ �ଵ(�|�ଵ)+�ଶ(�|�ଶ).ǿȴȲȶȩ ȶȩȲȴія ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȭ ȱȩ ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬȴȤȫі ȵȶȲяȦ ȫȱȤȮȴіȦȱȲȵȶі. ǽȩȴіȦȱіȵȶь ȺȬȹ іȰȲȦіȴȱȲȵȶȩȭ (ȦȬȮȯȬȮȤȱȤ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺією) ȵȷȳȩ-ȴȩȻȬȶь ȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȰȩȹȤȱіȺі, Ȥȯȩ ȱȩ ȵȤȰіȭ ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі.Ȇȩ ȶȤ ȥȤȧȤȶȲ іȱȼȬȹ ȹȬȥȱȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱь ȶȩȲȴії ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭȰȩȹȤȱіȺі ȨȩȶȤȯьȱȲ ȴȲȫȧȯяȨȤєȶьȵя Ȧ [˔˕].
§ ͷ.ͷ. ʓˋ˗˓˃ˍ˙іˌːˈ ˓ˑˊ˔іяːːя: ˈˍ˔˒ˈ˓ˋˏˈː˕ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя ȱȤ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȹ ȵȶȴȷȮȶȷȴȤȹ (ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȮȴȬȵȶȤȯі-ȻȱȬȹ ґȴȤȶȮȤȹ) ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤȯȲȵя Ȩȯя ȥȤȧȤȶьȲȹ ȴіȫȱȬȹ ȶȬȳіȦ ȻȤȵȶȲȮ. ȃ ȱȤȵȶȷ-ȳȱіȭ ȶȤȥȯȬȺі ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȳȩȴȩȯіȮ ȱȤȭȴȤȱȱіȼȬȹ ȨȲȵȯіȨȪȩȱь ȺьȲȧȲ яȦȬȽȤ.

ǴȲȵȯіȨȪȩȱȱя ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȧȲ ȴȲȫȵіяȱȱя Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮȀȩȱȶґȩȱіȦȵьȮі ȸȲȶȲȱȬ ɀ ˔˜˔˕ Ǽ. ȸȲȱ ǻȤȷȩǵȯȩȮȶȴȲȱȬ e ˔˜˕˚ Ǻ. ǴȩȦіȵȲȱ і ǻ. ǳ. ҐȩȴȰȩȴǰȶȲȰȬ ȧȩȯію He ˔˜˖˓ Ǿ. ȈȶȩȴȱǼȲȯȩȮȷȯȬ ȦȲȨȱю Hଶ ˔˜˖˓ Ǿ. ȈȶȩȴȱǽȩȭȶȴȲȱȬ n ˔˜˖˙ Ǵ. ǿ. ǼіȶȻȩȯ і ǿ. ǽ. ǿȤȦȩȴȵ
Ƿ ȳȲȧȯяȨȷ ȶȩȲȴії, ȱȤȭȦȤȪȯȬȦіȼȬȰ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ ȺȬȹ ȨȲȵȯіȨіȦ є ȦȬȵȱȲ-ȦȲȮ ȳȴȲ ȷȱіȦȩȴȵȤȯьȱіȵȶь ȨȬȸȴȤȮȺії. ȇȤȵȶȮȬ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȫȤȴяȨȪȩȱȬȰȬȤȥȲ ȱȩȭȶȴȤȯьȱȬȰȬ, ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȰȬ ȤȥȲ ȵȮȯȤȨȱȬȰȬ. ǲȫȤєȰȲȨія ȰȲȪȩ ȥȷ-ȶȬ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȲю ȤȥȲ яȨȩȴȱȲю (яȮ ȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȫ ȱȩȭȶȴȲȱȲȰ). ǰȵȲȺіȭȲ-ȦȤȱȷ ȫ ȻȤȵȶȮȲю ȨȲȦȪȬȱȷ ȹȦȬȯі λ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȷ ȻȩȴȩȫȦȬȴȤȫ (ͷ.ʹͷ) і ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ ȦȲȱȤ ȳȲȦ’яȫȤȱȤ ȫ іȰȳȷȯьȵȲȰ ȫȤ ȸȲȴȰȷȯȲю



˔˗˛ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȨȩ ǱȴȲȭȯя λ = ℎ/�, Ȩȩ ℎ = ʹπ~ — ȳȲȵȶіȭȱȤ ǿȯȤȱȮȤ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȨȬȸȴȤ-ȮȺіȭȱі ȨȲȵȯіȨȬ ȨȲȫȦȲȯяюȶь ȦȬȰіȴяȶȬ ȷȱіȦȩȴȵȤȯьȱȷ ȮȲȱȵȶȤȱȶȷ ~, яȮȷ ȰȬȫȤȳȴȲȦȤȨȬȯȬ Ȧ ȶȩȲȴію ȫ ȴіȦȱяȱȱя (͵.ͷͷ).ȃяȦіȰȲ, ȽȲ ȰȬ ȰȲȧȯȬ ȥ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȴіȫȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȰȳіȴȬȻȱȲȧȲ ȳȤȴȤȰȩ-ȶȴȤ „ℎ“ Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ. ȂȲȨі ȰȬ ȰȤȯȬ ȥ ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȴȲȫȴіȫȱȬȶȬ ℎe, ℎn іȶ. Ȩ. Ȩȯя ȩȯȩȮȶȴȲȱіȦ, ȱȩȭȶȴȲȱіȦ ȶȤ іȱȼȬȹ. ȂȤȮȲȪ ȰȬ ȰȤȯȬ ȥ ȲȮȴȩȰȷ ȦȩȯȬȻȬ-ȱȷ ℎஓ Ȩȯя ȸȲȶȲȱȤ іȫ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ǱȲȴȤ ℎஓν = �ଶ − �ଵ, ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤє ȻȤ-ȵȶȲȶȷ ȦȬȳȴȲȰіȱȩȱȱя ȳȴȬ ȳȩȴȩȹȲȨі ȤȶȲȰȤ ȰіȪ ȴіȫȱȬȰȬ ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȬȰȬ ȴіȦ-ȱяȰȬ. І ȹȲȻȤ іȵȱȷє ȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȦȬȰіȴяȶȬ Ⱥі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ Ȼȩ-ȴȩȫ ȸȲȴȰȷȯȬ, ȽȲ ȨȤюȶь їȹ ȲȫȱȤȻȩȱȱя, ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȶȲȻȱіȼі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȰȲȪȱȤȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ȮȲȰȥіȱȤȺії ȱȩȳȴяȰȬȹ ȦȬȰіȴюȦȤȱь (ȄіȼȥȤȹ, Ґȴіȱ і ȅ’юȫ [˙˔],˔˜˜˔). ȃ ȺȬȹ ȨȲȵȯіȨȤȹ ȥȷȯȲ ȦȵȶȤȱȲȦȯȩȱȲ, ȽȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ℎe/ℎஓ і ℎn/ℎஓȦіȨȴіȫȱяюȶьȵя ȦіȨ ȲȨȬȱȬȺі ȱȩ ȥіȯьȼȩ, ȱіȪ ȱȤ ͳͲି଼.ȀȩȫȷȯьȶȤȶȬ Ȩȯя ȤȶȲȰіȦ ȧȩȯію ȶȤ ȰȲȯȩȮȷȯ ȦȲȨȱю ȫȲȮȴȩȰȤ ȦȬȫȱȤȻȱі ȶȬȰ,ȽȲ ȫȤȵȦіȨȻȷюȶь ȱȤяȦȱіȵȶь ȨȬȸȴȤȮȺії ȱȩ ȯȬȼȩ Ȩȯя ȩȯȩȰȩȱȶȤȴȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ,Ȥ ȭ Ȩȯя Ȳȥ’єȮȶіȦ ȫі ȵȮȯȤȨȱȲю ȦȱȷȶȴіȼȱьȲю ȵȶȴȷȮȶȷȴȲю. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫ-ȵіяȱȱя ˍˑˏ˒ˑˊˋ˕ːˋ˘ ˚˃˔˕ˑˍ ȶȤȮȲȪ ȰȤє ȦȩȯȬȮȩ ȫȱȤȻȩȱȱя і Ȩȯя іȱȶȩȴȳȴȩ-ȶȤȺії ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ. ǵȸȩȮȶȬȦȱȤ ȨȲȦȪȬȱȤ ȳȲȦ’яȫȤȱȲї ȫ ȻȤȵȶȮȲю ȹȦȬȯіє λ = ℎ/�, Ȩȩ � — її іȰȳȷȯьȵ. ǾȶȪȩ, Ȧ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲȰȷ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі ȻȤȵ-ȶȺі ȰȤȵȬ �௜ , ȽȲ ȴȷȹȤєȶьȵя ȫ ȱȩȴȩȯяȶȬȦіȵȶȵьȮȲю ȼȦȬȨȮіȵȶю �௜ , ȦіȨȳȲȦіȨ-Ȥє ȨȲȦȪȬȱȤ ȹȦȬȯі λ௜ = ℎ/�௜�௜ . ЯȮȥȬ Ⱥȩ ȥȷȯȤ ȴȩȤȯьȱȤ ȸіȫȬȻȱȤ ȹȦȬȯя, яȮȤȴȲȫȳȲȦȵюȨȪȷєȶьȵя Ȧ ȫȦȬȻȤȭȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȶȲ ȵȯіȨ ȥȷȯȲ ȥ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲȥȤȧȤȶȲȻȤȵȶȮȲȦȲȰȷ Ȳȥ’єȮȶȲȦі ȰȤє ȦіȨȳȲȦіȨȤȶȬ ȵȷȮȷȳȱіȵȶь ȸіȫȬȻȱȬȹ ȹȦȬȯь{λ௜ = ℎ/�௜�௜}, яȮі ȳȲȦȬȱȱі ȦȬяȦȬȶȬ ȵȩȥȩ ȱȤ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱіȭ ȮȤȴȶȬȱі. ǾȨȱȤȮȺьȲȧȲ ȱȩ ȦіȨȥȷȦȤєȶьȵя. ǽȤȵȳȴȤȦȨі ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤєȶьȵя ȯȬȼȩ ȲȨȱȤ ȹȦȬȯя ȨȲȦ-ȪȬȱȲю λ = ℎ/∑௜�௜�௜ , ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȳȲȦȱȲȰȷ іȰȳȷȯьȵȲȦі ȮȲȰȳȲȫȬȶȱȲїȵȬȵȶȩȰȬ. Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȪȲȨȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȱȩ ȦȳȬȵȷєȶьȵя Ȧ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺіюȻȤȵȶȲȮ, яȮ ȴȩȤȯьȱȬȹ ȸіȫȬȻȱȬȹ ȹȦȬȯь. Ƿ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȤȱȤȯіȫ, ȳȴȲȦȩȨȩȱȬȭȷ ȳіȨȵȩȮȺії (a) § ˘.˗, ȦȫȤȧȤȯі ȲȥȹȲȨȬȶьȵя ȥȩȫ ȹȦȬȯьȲȦȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії; ȦіȱȨȤє ȳȲяȵȱȩȱȱя ȨȬȸȴȤȮȺії Ȼȩȴȩȫ ȮȦȤȱȶȲȦȤȱȷ ȳȩȴȩȨȤȻȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȨȲ ȤȥȲ ȦіȨȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲї ґȴȤȶȮȬ. ǺȴȲȮ ȶȤȮȲȧȲ ȮȦȤȱȶȷȦȤȱȱя ȺіȯȮȲȰ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȳȩ-ȴіȲȨȬȻȱіȵȶю ґȴȤȶȮȬ і ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȳȴȬȴȲȨȬ ȴȲȫȵіюȦȤȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ. І ȩȮȵ-ȳȩȴȬȰȩȱȶ ȫ ȴȲȫȵіяȱȱя ȮȲȰȳȲȫȬȶȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ ȺіȯȮȲȰ ȳіȨȶȦȩȴȨȪȷє Ⱥȩȭ ȦȬ-ȵȱȲȦȲȮ.ǺȯȤȵȬȻȱȬȰ ȳȴȬȮȯȤȨȲȰ ȨȬȸȴȤȮȺії є ȴȲȫȵіяȱȱя ȵȦіȶȯȤ ȱȤ ґȴȤȶȺі, ȽȲ яȦ-ȯяє ȵȲȥȲю ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȳȩȦȱȲї ȴȩȻȲȦȬȱȬ. ǷȦȲȴȲȶȱȩ яȦȬȽȩ — ȨȬ-ȸȴȤȮȺія ȴȩȻȲȦȬȱȬ ȱȤ ȵȦіȶȯі, ȦіȨȲȰȩ яȮ ˈ˗ˈˍ˕ К˃˒і˙ˋ–ʓі˓˃ˍ˃. ҐȲȷȯȨ, ȀȤȸі ǿȴіȻȤȴȨ ([˚˜], ˔˜˛˙) ȳȴȲȨȩȰȲȱȵȶȴȷȦȤȯȬ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя ȱȩȭȶȴȤȯьȱȬȹ ȤȶȲ-ȰіȦ ȱȤȶȴію Ȧ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȲȰȷ ȳȲȯі, ȷȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȵȶȲяȻȬȰȬ ȳȯȲȵȮȬȰȬ



§ ˘.˘. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ˔˗˜ȹȦȬȯяȰȬ ȦіȨ ȯȩȫȩȴȤ, і ȳіȨȶȦȩȴȨȬȯȬ ȸȤȮȶ ȳȩȴȩȨȤȻі іȰȳȷȯьȵȷ ȫȤ ȸȲȴȰȷȯȲю(ͷ.͵Ͳ). ȃ їȹȱьȲȰȷ ȨȲȵȯіȨі ȤȶȲȰȬ ȦȫȤєȰȲȨіяȯȬ ȫ ȳȲȯȩȰ Ȼȩȴȩȫ ȩȯȩȮȶȴȬȻȱȷ ȳȲ-ȯяȴȬȫȤȺію. ǾȵȮіȯьȮȬ ȩȱȩȴґія ȶȤȮȲї ȦȫȤєȰȲȨії ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȤ ȮȦȤȨȴȤȶȲȦі ȱȤ-ȳȴȷȪȩȱȲȵȶі ȳȲȯя, ȶȲ ȳȤȴȤȰȩȶȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲї ȳȩȴіȲȨȬȻȱȲȵȶі � ȵȶȤȱȲȦȬȦ ȳȲ-ȯȲȦȬȱȷ ȨȲȦȪȬȱȬ ȹȦȬȯі ȯȤȫȩȴȱȲȧȲ ȳȴȲȰȩȱя.ȃ ȨȩȦ’яȱȲȵȶȬȹ ȴȲȮȤȹ ȥȷȯȲ ȳȴȲȦȩȨȩȱȲ ȻȬȰȤȯȲ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶіȦ ȫ ȤȶȲȰȱȲїіȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺії ȫȤ ȳȴȬȮȯȤȨȲȰ ȴȤȱіȼȬȹ ȨȲȵȯіȨіȦ ȫ ȲȳȶȬȻȱȲю ȶȤ ȩȯȩȮȶȴȲȱ-ȱȲю іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺією. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ȆȤȴȱȤȯȤ і ǼȯȬȱȩȮȤ ([˖˘],˔˜˜˔) ȫ ȳȴȲȹȲȨȪȩȱȱя ȤȶȲȰіȦ ȧȩȯію Ȼȩȴȩȫ ȩȮȴȤȱ ȫ ȨȦȲȰȤ ȽіȯȬȱȤȰȬ ȫȤȦ-ȼȬȴȼȮȬ ˔ ȰіȮȴȲȱ (ͳͲି଺ Ȱ), ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȬȹ ȱȤ ȦіȨȵȶȤȱі ˛ ȰіȮȴȲȱіȦ ȲȨȱȤ ȦіȨȲȨȱȲї. ǴȩȥȴȲȭȯȩȦȤ ȨȲȦȪȬȱȤ ȹȦȬȯі Ȧ ȺȬȹ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȹ ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȫȱȤȻȱȲȰȩȱȼȤ ȫȤ ȴȲȫȰіȴ ȵȤȰȲȧȲ ȤȶȲȰȤ, ȶȲȨі яȮ ȳȴȬ ȩȯȩȮȶȴȲȱȱіȭ ȤȥȲ ȱȩȭȶȴȲȱȱіȭȨȬȸȴȤȮȺії ȨȲȦȪȬȱȤ ȹȦȬȯь ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȳȩȴȩȦȬȽȷє ȴȲȫȰіȴ ȵȤȰȬȹ ȻȤȵȶȲȮ. ȆȩȨȤє Ƚȩ ȲȨȬȱ ȤȴґȷȰȩȱȶ ȳȴȲȶȬ ȥȷȮȦȤȯьȱȲȧȲ ȲȶȲȶȲȪȱȩȱȱя ȻȤȵȶȲȮ ȫ ȹȦȬȯьȲ-ȦȬȰȬ ȳȤȮȩȶȤȰȬ.ǼȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȴȤȹȲȦȷȦȤȶȬ, ȽȲ Ȧ ȰȤȭȥȷȶȱьȲȰȷ ȤȶȲȰȱȤ іȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩ-ȶȴія ȫȤȥȩȫȳȩȻȬȶь ȱȤȵ ȱȲȦȬȰȬ ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȰȬ ȨȲȵȯіȨȤȰȬ ȫ ȳȩȴȩȦіȴȮȬȮȦȤȱȶȲȦȲї ȶȩȲȴії. ǿȴȲȶȩ ȨȲȵі ȱȤȭȮȲȴȬȵȱіȼȬȰȬ ȻȤȵȶȮȤȰȬ Ȧ ȶȤȮȬȹ ȩȮȵȳȩȴȬ-ȰȩȱȶȤȹ ȫȤȯȬȼȤюȶьȵя ȱȩȭȶȴȲȱȬ. ǺȤȴȶȬȱȬ їȹ ȨȬȸȴȤȮȺії ȱȤ ȲȨȱіȭ ȤȥȲ ȨȦȲȹȽіȯȬȱȤȹ ȫ ȶȲȻȱіȵȶю ȳіȨȶȦȩȴȨȪȷюȶь ȷȵі ȶȩȲȴȩȶȬȻȱі ȳȩȴȩȨȥȤȻȩȱȱя (ȨȬȦ.ǷȤȭȯіȱґȩȴ [˔˜˗] ȶȤ Ґȩȯȩȴ і ǷȤȭȯіȱґȩȴ [˙˛]).ǴȷȪȩ ȶȲȱȮі ȨȲȵȯіȨȬ ȫ ȱȩȭȶȴȲȱȱȲї іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺії ȵȶȤȯȬ ȰȲȪȯȬȦі ȫȤȦ-ȨяȮȬ ˏˑːˑˍ˓ˋ˔˕˃ˎі˚ːˑˏ˖ іː˕ˈ˓˗ˈ˓ˑˏˈ˕˓˖, ȦȬȧȯяȨ яȮȲȧȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤȀȬȵ. ˘.˗(a). ǹȲȧȲ ȦȬȴіȫȤюȶь іȫ ȺіȯȲȧȲ ȮȴȩȰȱієȦȲȧȲ ȮȴȬȵȶȤȯȤ ȴȲȫȰіȴȲȰȥȯȬȫьȮȲ ˔˓ ȵȰ, ȽȲ ȱȩ ȰȤє ȫȵȷȦіȦ ȷ Ȧȱȷȶȴіȼȱіȭ ȵȶȴȷȮȶȷȴі ȶȤ ȳȲȦȩȴȹȱȩ-ȦȬȹ ȱȩȴіȦȱȲȵȶȩȭ (ȹȲȻȤ ȰȲȪȩ ȰіȵȶȬȶȬ ȱȩȦȩȯȬȮі ȳȲȴȲȪȱȬȱȬ, яȮȽȲ ȦȲȱȬȱȩ ȦȳȯȬȦȤюȶь ȱȤ ȭȲȧȲ ȴȲȥȲȶȷ). Ȁіȫȱі ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱі ȳȷȻȮȬ ȫȲȥȴȤȪȩȱȲ ȱȤȀȬȵ. ˘.˗(b). ǲȹіȨȱȬȭ ȳȷȻȲȮ ȫ � ȳȲȨіȯяєȶьȵя ȱȤ ȳȴȲȳȷȽȩȱȬȭ ȳȷȻȲȮ �� і ȦіȨ-ȹȬȯȩȱȬȭ ȦȱȤȵȯіȨȲȮ ȥȴȩґіȦȵьȮȲї ȨȬȸȴȤȮȺії ��. ȂȤȮȬȭ ȵȤȰȬȭ ȳȲȨіȯ ȦіȨȥȷȦȤ-єȶьȵя Ȧ� і �, ȳіȵȯя ȻȲȧȲ ȳȴȲȳȷȽȩȱі ȳȷȻȮȬ ȫȤȯȬȼȤюȶь ȳȴȬȵȶȴіȭ і ȥіȯьȼȩ ȱȩȥȩȴȷȶь ȷȻȤȵȶі Ȧ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶі. ǾȥȬȨȦȤ ȳȷȻȮȬ, ȽȲ ȫȤȫȱȤȯȬ ȨȬȸȴȤȮȺії, �� і��, ȮȲȧȩȴȩȱȶȱȲ ȴȩȮȲȰȥіȱȷюȶь ȷ �, Ȩȩ ȫȱȲȦȷ ȰȤє ȰіȵȺȩ ȥȴȩґіȦȵьȮȤ ȨȬȸȴȤ-ȮȺія. ІȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺія ȤȰȳȯіȶȷȨ ȨȦȲȹ ȳȷȻȮіȦ ȵȳȲȵȶȩȴіȧȤєȶьȵя ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲюȨȩȶȩȮȶȲȴіȦ �ଵ і �ଶ. ǰȰȳȯіȶȷȨȤ Ȧ �ଵ є ȵȷȰȲю ȳȴȲȳȷȽȩȱȲї ȻȤȵȶȬȱȬ ȫ ȳȷȻȮȤ�� ȶȤ ȦіȨȹȬȯȩȱȲї ȫ ��; і, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ȤȰȳȯіȶȷȨȤ Ȧ �ଶ є ȵȷȰȲю ȳȴȲȳȷȽȩȱȲїȻȤȵȶȬȱȬ ȫ ȳȷȻȮȤ �� ȶȤ ȦіȨȹȬȯȩȱȲї ȫ ��.Ǵȯя ȤȱȤȯіȫȷ ȳȴȲȺȩȵȷ Ȧ іȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩȶȴі ȰȬ ȳȴȬȳȷȵȶȬȰȲ, ȽȲ ȮȲȩȸіȺієȱ-ȶȬ ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя ȶȤ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя ȲȨȱȤȮȲȦі Ȧ ȷȵіȹ ȦȩȴȼȬȱȤȹ�,�,� і�, Ȥ ȶȤȮȲȪȽȲ ȰіȪ ȺȬȰȬ ȦȩȴȼȬȱȤȰȬ ȦіȨȥȷȦȤєȶьȵя Ȧіȯьȱȩ ȳȲȼȬȴȩȱȱя ȳȯȲȵȮȬȹ ȹȦȬȯь.



˔˘˓ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. ͷ.Ͷ. ǲȬȧȯяȨ і ȳȴȬȱȺȬȳ Ȩії ȰȲȱȲȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȲȧȲ іȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩȶȴȤ Ȩȯя ȱȩȭȶȴȲȱіȦ.
ЯȮ ȦȬȨȱȲ ȫі ȵȹȩȰȬ, ȶȷȶ ȳȴȬȵȷȶȱі ȯȬȼȩ ȨȦȤ ȱȤȳȴяȰȮȬ ȴȲȫȳȲȦȵюȨȪȩȱȱя, іȦ ȮȲȪȱіȭ ȦȩȴȼȬȱі ȤȰȳȯіȶȷȨȬ ȴȲȫȳȲȨіȯяюȶьȵя ȰіȪ ȺȬȰȬ ȨȦȲȰȤ ȰȲȨȤȰȬ.ȀȬȵ. ˘.˗(b) ȳȲȮȤȫȷє ȫȤȧȤȯьȱȷ ȵȹȤȰȷ ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱȲї ȦȩȴȼȬȱȬ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȩȦȲ-ȯюȺією ȶȤ ȴȲȫȳȲȦȵюȨȪȩȱȱяȰ Ȯȩȴȷюȶь ȷȱіȶȤȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬ-ȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȤȰȳȯіȶȷȨȤȰȬ ȦȹіȨȱȬȹ ȶȤ ȦȬȹіȨȱȬȹ ȹȦȬȯьȰȤє ȦȬȧȯяȨ ቆ�′ଵ�′ଶቇ = �ቆ�ଵ�ଶቇ ; � = ቈ � �� �቉ . (˘.˖˖)Ȃȷȶ � ȷȱіȶȤȴȱȤ ȰȤȶȴȬȺя. ǵȯȩȰȩȱȶȬ � і � є ȮȲȩȸіȺієȱȶȤȰȬ ȳȴȲȳȷȵȮȤȱȱя, Ȥ �і � — ȮȲȩȸіȺієȱȶȤȰȬ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя.Ƿ ȷȱіȶȤȴȱȲȵȶі ȰȤȶȴȬȺі ȦȬȳȯȬȦȤє ȮіȯьȮȤ ȮȲȴȬȵȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȨȯяȺȬȹ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȷȰȲȦȤ��ற = ͳȨȤє |�|ଶ+|�|ଶ = ͳ і |�|ଶ+|�|ଶ =ͳ. ǴȩȶȩȴȰіȱȤȱȶ ȷȱіȶȤȴȱȲї ȰȤȶȴȬȺі ȫȤȦȪȨȬ ȰȤє ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȰȲȨȷȯь:|�� − ��| = ͳ. (˘.˖˗)



§ ˘.˘. ǴȬȸȴȤȮȺіȭȱȩ ȴȲȫȵіяȱȱя: ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶ ˔˘˔ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя �ିଵ = �ற ȰȤє ȦȬȧȯяȨͳ�� − ��ቈ � −�−� �቉ = ቈ �∗ �∗�∗ �∗ ቉ . (˘.˖˘)Ƿ (ͷ.͵Ͷ) і (ͷ.͵ͷ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ |�| = |�| і |�| = |�|. ǺȲȰȳȯȩȮȵȱі ȻȬȵȯȤ ȰȲ-ȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȨȦȲȦȬȰіȴȱі ȦȩȮȶȲȴȬ, Ȩȯя яȮȬȹ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȤ ȱȩȴіȦȱіȵȶьȶȴȬȮȷȶȱȬȮȤ (ͳ.ʹ). ǾȶȪȩ, ȫ (ͷ.͵Ͷ) ȲȶȴȬȰȷєȰȲ |��| + |��| ≥ ͳ. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ|�| = |�| і |�| = |�|, ȶȲ Ⱥȩ ȨȤє, ȽȲ |��| + |��| = ͳ. Ȇȩ ȵȷȰіȵȱȲ ȫ (ͷ.͵Ͷ) ȯȬȼȩ ȷȦȬȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ �� і−�� ȰȤюȶь ȲȨȱȤȮȲȦȷ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȷ ȸȤȫȷ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȦȩȯȬȻȬ-ȱȤ ��/�� є ȨіȭȵȱȲю ȭ ȦіȨ’єȰȱȲю.ЯȮȽȲ ȤȰȳȯіȶȷȨȤ Ȧ � єΨ஺, ȶȲ ȤȰȳȯіȶȷȨȤ Ȧ � і � ȰȤє ȥȷȶȬΨ஻ = �Ψ஺�௜மಲಳі Ψ஼ = �Ψ஺�௜மಲ಴ . Ȃȷȶ ϕ஺஻ і ϕ஺஼ — ȸȤȫȲȦі ȫȵȷȦȬ, ȽȲ ȦȬȱȬȮȤюȶь ȳȴȬ ȳȴȲ-ȹȲȨȪȩȱȱі ȹȦȬȯь Ȼȩȴȩȫ ȳȲȴȲȪȱіȭ ȳȴȲȵȶіȴ ȰіȪ � ȶȤ � і � ȶȤ � ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ.ǰȰȳȯіȶȷȨȤ, яȮȤ ȨȲȹȲȨȬȶь ȨȲ ȨȩȶȩȮȶȲȴȤ �ଵ, є ȵȷȰȲю ȤȰȳȯіȶȷȨ ȦіȨ ȼȯяȹіȦ����ଵ і ����ଵ:Ψ஽భ = Ψ஺(��௜மಲಳ��௜மಳವ� + ��௜மಲ಴��௜ம಴ವ�) == Ψ஺�(���௜மಲಳವ + ���௜மಲ಴ವ). (˘.˖˙)
ȁȹȲȪȬȰ ȻȬȱȲȰ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȭ ȸȰȳȯіȶȷȨȷ, ȽȲ ȨȲȹȲȨȬȶь ȨȲ �ଶ:Ψ஽మ = Ψ஺(��௜மಲಳ��௜மಳವ� + ��௜மಲ಴��௜ம಴ವ�) == Ψ஺���(�௜மಲಳವ + �௜மಲ಴ವ). (˘.˖˚)
ǲ ȲȥȲȹ ȦȬȴȤȫȤȹ ȰȬ ȳȲȫȱȤȻȬȯȬ ϕ஺஻஽ = ϕ஺஻ + ϕ஻஽ і ϕ஺஼஽ = ϕ஺஼ + ϕ஼஽ .ǱȷȨь-яȮȩ ȫȥȷȴȩȱȱя, ȽȲ ȳȲ-ȴіȫȱȲȰȷ ȦȳȯȬȦȤє ȱȤ ȸȤȫȬ, ȳȲȦ’яȫȤȱі ȫ ȨȦȲȰȤȼȯяȹȤȰȬ, ȳȴȬȫȦȩȨȩ ȨȲ ȫȰіȱȬ іȱȶȩȱȵȬȦȱȲȵȶі ȳȷȻȮіȦ, ȽȲ ȨȲȵяȧȤюȶь ȨȩȶȩȮȶȲ-ȴіȦ�ଵ і�ଶ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȦȩȯȬȻȬȱȤ ��/�� ȨіȭȵȱȤ ȭ ȦіȨ’єȰȱȤ, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє,ȽȲ ȳȴȬ ȮȲȱȵȶȴȷȮȶȬȦȱіȭ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺії ȷ ȦȬȴȤȫі (ͷ.͵͹) ȨȲȨȤȱȮȬ Ȧ (ͷ.͵͸) іȱ-ȶȩȴȸȩȴȷȦȤȶȬȰȷȶь ȨȩȵȶȴȷȮȶȬȦȱȲ — і ȱȤȦȳȤȮȬ. ǽȤȫȴȷȻȱіȼȬȭ ȵȳȲȵіȥ ȦȬяȦȬ-ȶȬ ȶȤȮȷ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺію, Ⱥȩ ȦіȨȵȶȩȪȷȦȤȶȬ ȴіȫȱȬȺю Ȧ ȳȲȮȤȫȤȹ ȯіȻȬȯьȱȬȮіȦ ȷȨȩȶȩȮȶȲȴȤȹ �ଵ і �ଶ.ǲ ȲȨȱȲȰȷ ȫ ȱȤȭȳȴȬȰіȶȱіȼȬȹ ȨȲȵȯіȨіȦ ȶȤȮȲȧȲ ȶȬȳȷ ǺȲȯȩȯȤ, ǾȦȩȴȹȤȷȫȩȴі ǲȩȴȱȩȴ ([˗˗], ˔˜˚˘) ȦȬяȦȬȯȬ ȮȦȤȱȶȲȦȷ іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺію, ȦȬȮȯȬȮȤȱȷ ґȴȤȦі-ȶȤȺією. ІȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩȶȴ ȲȥȩȴȶȤȦȵя ȨȲȦȮȲȯȤ ȧȲȴȬȫȲȱȶȤȯьȱȲї Ȳȵі, ȵȮȩȴȲȦȤ-ȱȲї ȳȤȴȤȯȩȯьȱȲ ȦȹіȨȱȲȰȷ ȳȷȻȮȷ, ȽȲ ȳȴȬȫȦȲȨȬȯȲ ȨȲ ȦȬȱȬȮȱȩȱȱя ȴіȫȱȬȺіґȴȤȦіȶȤȺіȭȱȬȹ ȳȲȶȩȱȺіȤȯіȦ ȱȤ ȼȯяȹȤȹ �� і ��, яȮȤ ȳȴȲяȦȯяȯȤȵь ȷ ȸȤȫȲȦȲ-Ȱȷ ȫȵȷȦі іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȲї ȮȤȴȶȬȱȬ. ȀіȫȱȬȺю ȸȤȫ ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ ȯȩȧ-ȮȲ ȴȲȫȴȤȹȷȦȤȶȬ, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȱȩȫȰіȱȱȲȵȶі ȵȷȰȬ ȮіȱȩȶȬȻȱȲї ȶȤ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲїȩȱȩȴґії: ~ଶ�ଶ/ʹ� + ��� = �, Ȩȩ � ȰȤȵȤ ȱȩȭȶȴȲȱȤ, � ȳȴȬȵȮȲȴȩȱȱя ȵȬȯȬ



˔˘˕ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȶяȪіȱȱя, Ȥ � ȦȬȵȲȶȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȦȹіȨȱȲȧȲ ȳȷȻȮȤ. ǷȰіȱȤ ȸȤȫȬ ȦȫȨȲȦȪ ȮȲȪȱȲ-ȧȲ ȼȯяȹȷ ȲȥȻȬȵȯюєȶьȵя ȫ ∫� ��, Ȩȩ ��— ȩȯȩȰȩȱȶ ȨȲȦȪȬȱȬ ȺьȲȧȲ ȼȯяȹȷ. ǷȷȴȤȹȷȦȤȱȱяȰ ȶȲȧȲ, ȽȲ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȤ ȩȱȩȴґія ȨȤє ȰȤȯȬȭ ȦȱȩȵȲȮ ȷ ȳȲȦȱȷ ȩȱȩȴ-ґію, ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ � ≈ √ʹ��
~

− �ଶ��
~√ʹ�� .ȄȤȫȲȦȤ ȴіȫȱȬȺя ȰіȪ ȨȦȲȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ єϕ஺஻஽−ϕ஺஼஽ = ∮� ��, ȦȱȩȵȲȮ ȨȲ яȮȲїȨȤє ȯȬȼȩ ȨȲȨȤȱȲȮ, ȽȲ ȰіȵȶȬȶь �. ІȱȶȩґȴȤȯ ∮ � �� ȳȲ ȫȤȰȮȱȩȱȲȰȷ ȮȲȱȶȷȴȷ�����ȨȲȴіȦȱює ȦȩȴȶȬȮȤȯьȱіȭ ȳȴȲȩȮȺії ȳȯȲȽі, ȲȮȴȩȵȯȩȱȲї ȺȬȰ ȮȲȱȶȷȴȲȰ.ǾȶȪȩ, ȸȤȫȲȦȤ ȴіȫȱȬȺя є

ϕ஺஻஽ − ϕ஺஼஽ = �ଶ�
~√ʹ�� � sin α = �ଶ�λʹπ~ଶ � sin α, (˘.˖˛)

Ȩȩ � — ȳȯȲȽȤ ȳȩȶȯі �����, Ȥ α — Ȯȷȶ її ȱȤȹȬȯȷ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȧȲȴȬȫȲȱȶȤȯьȱȲїȳȯȲȽȬȱȬ. ȃ Ȩȴȷȧіȭ ȴіȦȱȲȵȶі λ = ʹπ~/√ʹ�� — ȨȩȥȴȲȭȯȩȦȤ ȨȲȦȪȬȱȤ ȹȦȬȯіȦȹіȨȱȬȹ ȱȩȭȶȴȲȱіȦ.

ʟˋ˔. ͷ.ͷ. ІȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȤ ȮȤȴȶȬȱȤ, ȦȬȮȯȬȮȤȱȤ ȫȰіȱȲю ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲї ȩȱȩȴґії ȱȩȭ-ȶȴȲȱіȦ ȷ ȳȲȯі ȫȩȰȱȲȧȲ ȶяȪіȱȱя. Ȃȷȶ ம ȱȩ ȴіȫȱȬȺя ȸȤȫ, Ȥ Ȯȷȶ ȲȥȩȴȶȤȱȱя іȱȶȩȴȸȩ-ȴȲȰȩȶȴȤ ȨȲȦȮȲȯȤ ȧȲȴȬȫȲȱȶȤȯьȱȲї Ȳȵі. [ǿȩȴȩȨȴȷȮ іȫ Хolella, Overhauser, and Werner,
Phys. Rev. Lett. ͵Ͷ, ˔˗˚˕ (˔˜˚˘).]ІȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺіȭȱȤ ȮȤȴȶȬȱȤ ȱȤ ȀȬȵ. ˘.˘ ȥȷȯȤ ȳȩȴȼȬȰ ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȤȯь-ȱȬȰ ȵȦіȨȻȩȱȱяȰ ȶȲȧȲ, ȽȲ ȱьюȶȲȱіȦȵьȮȤ ȶȩȲȴія ґȴȤȦіȶȤȺії ȻȬȱȱȤ і Ȧ ȮȦȤȱȶȲ-



§ ˘.˙. Ȁȷȹ Ȧ ȲȨȱȲȴіȨȱȲȰȷ ȵȬȯȲȦȲȰȷ ȳȲȯі ˔˘˖Ȧіȭ ȰȩȹȤȱіȺі, Ȥ ґȴȤȦіȶȤȺіȭȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȰȲȪȩ ȸіґȷȴȷȦȤȶȬ Ȧ ȴіȦȱяȱȱі ȈȴȲ-ȨȬȱґȩȴȤ, яȮ і ȥȷȨь-яȮȤ іȱȼȤ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȤ ȩȱȩȴȧія.
§ ͷ.͸. ʟ˖˘ ˅ ˑˇːˑ˓іˇːˑˏ˖ ˔ˋˎˑ˅ˑˏ˖ ˒ˑˎіȉȲȴȤȫȷ, ȮȲȯȬ ȸіȫȬȻȱȤ ȵȬȵȶȩȰȤ ȦȬяȦȯяєȶьȵя іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲю ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȴȲ-ȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲ іȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱ-ȱя ȥȷȨȩ ȫȴȷȻȱіȼȬȰ Ȩȯя ȳȴȲȦȩȨȩȱȱя ȲȥȻȬȵȯȩȱь, ȱіȪ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ. ǴȲ ȳȴȬ-ȮȯȤȨȷ, ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȬȭ ȴȷȹ ȦіȯьȱȲї ȻȤȵȶȮȬ ȫ ȳȩȦȱȬȰ ȳȲȻȤȶȮȲ-ȦȬȰ ȵȶȤȱȲȰ |Ψ(Ͳ)⟩. ȃ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі Ⱥя ȫȤȨȤȻȤ ȦȬȰȤȧȤєȴȲȫȦ’яȫȤȱȱя ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȨȴȷȧȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ Ȧ ȻȤȵȶȮȲȦȬȹ ȳȲ-ȹіȨȱȬȹ. ǷȤȶȩ Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȫ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ, ȲȫȱȤȻȩȱȬȰ,яȮ ⟨~�|Ψ(�)⟩ = ~

ିభ/మΦ(�, �), ȴіȦȱяȱȱя ȈȴȲȨȬȱґȩȴȤ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ
~
ଶ�ଶʹ� Φ(�, �) = �~∂Φ(�, �)∂� , (˘.˖˜)яȮȩ ȴȲȫȦ’яȫȷєȶьȵя ȶȴȬȦіȤȯьȱȬȰ ȻȬȱȲȰ:Φ(�, �) = �ି௜௧~௞మ/ଶ௠Φ(�, Ͳ). (˘.˗˓)ǺȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȸȷȱȮȺії ȵȶȤȱȷ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ Ȼȩȴȩȫ Ȳȥȩȴ-ȱȩȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя Ȅȷȴ’є:

Ψ(�, �) = (ʹπ)ିభ/మ ାஶනିஶ expቆ��� − ��~�ଶʹ� ቇΦ(�, Ͳ) ��. (˘.˗˔)
ǲіȫьȰȩȰȲ, яȮ ȳȴȬȮȯȤȨ, ȳȲȻȤȶȮȲȦȬȭ ȵȶȤȱ ȷ ȸȲȴȰі ȴȲȫȳȲȨіȯȷ ҐȤȷȵȤ:Ψ(�, Ͳ) = ൫ʹπ�ଶ൯ିభ/ర �ି௫మ/ସ௔మ . (˘.˗˕a)ǹȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱяȰ Ȅȷȴ’є ȥȷȨȩ

Φ(�, Ͳ) = ൬ʹ�ଶπ ൰ିభ/ర �ି௔మ௞మ . (˘.˗˕b)ȄȷȱȮȺії ȱȲȴȰȲȦȤȱȲ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ ∫ |Ψ|ଶ �� = ∫ |Φ|ଶ �� = ͳ. ǿіȨȵȶȤ-ȱȲȦȮȤ (ͷ.Ͷʹb) Ȧ (ͷ.Ͷͳ) ȨȤє
Ψ(�, �) = ൬ �ଶʹπଷ ൰ିభ/ర ାஶනିஶ exp൤��� − ൬�ଶ + �~�ʹ�൰�ଶ൨ ��. (˘.˗˖)



˔˘˗ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȆȩȭ іȱȶȩґȴȤȯ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȶȦȲȴȬȶȬ ȨȲ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȲȧȲ ȦȬȧȯяȨȷ, ȳȴȬȦіȦȼȬ Ȥȴ-ґȷȰȩȱȶ ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȲї ȸȷȱȮȺії ȨȲ ȳȲȦȱȲȧȲ ȮȦȤȨȴȤȶȤ. ǿіȵȯя іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱяȲȶȴȬȰȤєȰȲΨ(�, �) = (ʹπ�ଶ)ିభ/ర൤ͳ + �~�ʹ��ଶ ൨ିభ/మ expቈ− �ଶͶ�ଶ ൬ͳ + �~�ʹ��ଶ ൰ିଵ቉ . (˘.˗˗)ǰ ȶȩȳȩȴ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȴȷȹ ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȲȨȱȲȴіȨȱȲȰȷ ȵȬȯȲȦȲȰȷ ȳȲȯі — ȶȲȥȶȲȦ ȶȤȮȲȰȷ, ȽȲ ȰȤє ȲȨȱȤȮȲȦȷ ȫȤ ȱȤȳȴяȰȲȰ і ȤȥȵȲȯюȶȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю ȱȤȳȴȷ-Ȫȩȱіȵȶь ȷ ȮȲȪȱіȭ ȶȲȻȺі ȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ іȰȳȷȯьȵȷ, ȳȩȴȳȩȱ-ȨȬȮȷȯяȴȱі ȨȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ȱȤȳȴȷȪȩȱȲȵȶі, ȫȤȯȬȼȤюȶьȵя ȱȩȫȰіȱȱȬȰȬ, ȰȬ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȲȥȰȩȪȬȶȬȵя ȴȲȫȧȯяȨȲȰ ȴȷȹȷ ȯȬȼȩ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ Ȩії ȵȬȯȬ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȫȤ-ȨȤȻȤ ȳȲ ȵȷȶі ȵȶȤє ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲю. ǾȥȩȴȩȰȲ ȵȬȵȶȩȰȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȶȤȮ, ȽȲȥȵȬȯȤ ȨіяȯȤ Ȧ ȱȤȳȴяȰі +�, ȶȲȨі ȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ � = −��௫ , Ȩȩ �௫— �-ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя (Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі�௫ = �). ȁȶȤȺіȲȱȤȴȱі ȵȶȤȱȬ ȲȳȬȵȷюȶьȵя ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȫ ȴіȦȱяȱȱя�|Ψா⟩ ≡ ൬ �ଶʹ� − ��௫൰ |Ψா⟩ = �|Ψா⟩. (˘.˗˘)ǽȤȦіȶь ȳȴȬ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȱȤȳȴȷȪȩȱіȵȶь ȳȲȯя іȱȦȤȴіȤȱȶȱȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь� → � + �, ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȶȤȮȲї ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȱȩ ȰȤє. ǿȴȲȶȩ ȴіȦȱяȱȱя (ͷ.Ͷͷ)іȱȦȤȴіȤȱȶȱȩ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȮȲȰȥіȱȲȦȤȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь� → � + �, � → � − ��. (˘.˗˙)ǾȶȪȩ, ȱȤȰ ȳȲȶȴіȥȱȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȦȯȤȵȱȷ ȸȷȱȮȺію ȯȬȼȩ Ȩȯя ȲȨȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱ-ȱя ȩȱȩȴґії, Ȥ ȴȩȼȶȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя(ͷ.Ͷ͸).ǲ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі (ͷ.Ͷͷ) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ
~
ଶ�ଶʹ� Φ(�) − ��∂Φ(�)∂� = �Φ(�), (˘.˗˚)іȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȦȬȴȤȫȷ (ͷ.͸) Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȫȤ-Ȱіȵȶь ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȨȴȷȧȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨ-ȵȶȤȦȯȩȱȱі, ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ ȴіȦȱяȱȱя ȯȬȼȩ ȳȩȴȼȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ. ǹȲȧȲ ȴіȼȩȱȱяȰє Φ(�) = � exp൬�൤��� − �ଷ ~

ଶ͸��൨൰ , (˘.˗˛)Ȩȩ � — ȨȲȦіȯьȱȤ ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ. ǲіȨȳȲȦіȨȱȷ ȸȷȱȮȺію ȵȶȤȱȷ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя Ȅȷȴ’є:
Ψா(�) = ାஶනିஶ exp൬�൤�൬� + ��൰ − �ଷ ~

ଶ͸��൨൰ ��. (˘.˗˜)



§ ˘.˙. Ȁȷȹ Ȧ ȲȨȱȲȴіȨȱȲȰȷ ȵȬȯȲȦȲȰȷ ȳȲȯі ˔˘˘ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя є ȨȲȦіȯьȱȬȰ, ȰȬ ȱȤȨȤȯі ȦȬȳȷȵȮȤȶȬȰȩȰȲ ȰȱȲȪȱȬȮ�.Ψா(�) ȨіȭȵȱȤ ȸȷȱȮȺія, ȥȲΦ(−�) = Φ∗(�). ǾȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ ȦȬȴȤȫ (ͷ.Ͷͻ) іȱȦȤ-ȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя (ͷ.Ͷ͸), ȶȲȰȷ ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії Ȩȯя ȴіȫȱȬȹȫȱȤȻȩȱь ȩȱȩȴґії ȳȩȴȩȥȷȦȤюȶь ȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱіΨா′(�) = Ψா(� + �′), (˘.˘˓)Ȩȩ �′ = (�′ − �)/�. ǾȶȪȩ, ȱȤȰ ȨȲȵȬȶь ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ (ͷ.Ͷͻ) Ȩȯя � = Ͳ.ȄȷȱȮȺія Ψ଴(�) ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȤ ˗˖ːˍ˙ії ʔˌ˓і, ȫ ȶȲȻȱіȵȶю ȨȲ ȰȤȵȼȶȤȥȱȬȹȰȱȲȪȱȬȮіȦ Ȩȯя Ψ і �. Її ȱȩ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȧ ȤȱȤȯіȶȬȻȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі ȻȩȴȩȫȳȴȲȵȶіȼі ȸȷȱȮȺії, ȳȴȲȶȩ ȰȲȪȱȤ ȨȲȵȯіȨȬȶȬ ȤȵȬȰȳȶȲȶȬȻȱȷ ȳȲȦȩȨіȱȮȷ Ȧ ȰȩȪі� → ±∞ ˏˈ˕ˑˇˑˏ ˒ˈ˓ˈ˅˃ˎ˃. ǷȤȳȬȼȩȰȲ
Ψ଴(�) = න஼ �௜஑(௞) ��, α(�) = �� − �ଷ ~

ଶ͸�� . (˘.˘˔)
ǿіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭ ȦȬȴȤȫ є ȤȱȤȯіȶȬȻȱȲю ȸȷȱȮȺією �, ȶȲȰȷ ȮȲȱȶȷȴ іȱȶȩґȴȷ-ȦȤȱȱя �, ȦіȨ −∞ ȨȲ +∞ ȦȫȨȲȦȪ ȨіȭȵȱȲї Ȳȵі, ȰȲȪȱȤ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȲ ȨȩȸȲȴȰȷ-ȦȤȶȬ ȶȤȮ, ȽȲȥ Im�ଷ ≤ Ͳ ȳȴȬ � → ±∞, Ȥ ȲȶȪȩ, ȳȴȲ ȫȥіȪȱіȵȶь іȱȶȩґȴȤȯȤ ȱȩȦȤȴȶȲ ȶȷȴȥȷȦȤȶȬȵя.ǿȴȬ |�| → ∞ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭ ȦȬȴȤȫ, яȮ ȸȷȱȮȺія �, ȨȩȨȤȯі ȼȦȬȨȼȩȲȵȺȬȯює, ȶȲȰȷ ȭȲȧȲ ȦȱȩȵȲȮ ȨȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ ȥȯȬȫьȮȬȭ ȨȲ ȱȷȯя ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰȶȲȻȲȮ, Ȩȩ ∂α/∂� = Ͳ. ǿȲȥȯȬȫȷ ȶȤȮȬȹ ȶȲȻȲȮ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲї ȸȤȫȬ ȦȱȩȵȮȬ ȨȲіȱȶȩґȴȤȯȤ ȦіȨ ȵȷȵіȨȱіȹ ȫȱȤȻȩȱь � ȨȲȨȤюȶьȵя ȮȲȧȩȴȩȱȶȱȲ, ȱȩ ȵȮȲȴȲȻȷюȻȬȲȨȬȱ ȲȨȱȲȧȲ, ȶȲȰȷ Ȧ ȲȵȶȤȶȲȻȱȲȰȷ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȳȩȴȩȦȤȪȤȶȬȰȷȶь ȵȤȰȩ ȶȤȮіȲȥȯȤȵȶі. ȀіȦȱяȱȱя Ȩȯя ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲї ȸȤȫȬ ∂α/∂� = Ͳ ȰȤє ȨȦȤ ȴіȼȩȱȱя:�଴(�) = ±√ʹ���

~
. (˘.˘˕)ǲ ȲȮȲȯȬȺяȹ ȲȥȲȹ ȺȬȹ ȶȲȻȲȮ α(�) ȰȲȪȱȤ ȤȳȴȲȮȵȬȰȷȦȤȶȬ ȫȤ ȨȴȷȧȬȰ ȳȲȴяȨ-ȮȲȰ ȴяȨȷ ȂȩȭȯȲȴȤ: α(�) = ʹ�଴�͵ − �଴~ଶʹ��(� − �଴)ଶ. (˘.˘˖)ǲȱȩȵȲȮ ȨȲ іȱȶȩґȴȤȯȤ ȦіȨ ȮȲȪȱȲї ȫ ȺȬȹ ȶȲȻȲȮ є

�ଶ௜௞బ௫/ଷන஼ �ି௔(௞ି௞బ)మ ��, ቆ� = ��଴~ଶʹ�� ቇ . (˘.˘˗)
ǺȲȱȶȷȴ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя � ȶȴȩȥȤ ȨȩȸȲȴȰȷȦȤȶȬ ȶȤȮ, ȽȲȥ Ȧіȱ ȳȴȲȹȲȨȬȦ Ȼȩȴȩȫ



˔˘˙ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя

ʟˋ˔. ͷ.͸. ǺȲȱȶȷȴȬ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя Ȧ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱіȭ ȳȯȲȽȬȱі ௞ Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȦȬȴȤȫȷ(˘.˘˗). ǺȲȱȶȷȴ ஼భ ȳȴȬȨȤȶȱȬȭ Ȩȯя ௫ → ିஶ, Ȥ ȮȲȱȶȷȴ ஼మ — Ȩȯя ௫ → ାஶ. ǶȬȴȱȬȰȬȮȴȤȳȮȤȰȬ ȳȲȫȱȤȻȩȱȲ ȦіȨȳȲȦіȨȱі ȶȲȻȮȬ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲї ȸȤȫȬ.
� = �଴ ȳіȨ ȮȷȶȲȰ, Ȩȯя яȮȲȧȲ �(� − �଴)ଶ є ȨіȭȵȱȬȰ і ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰ ȷȫȨȲȦȪ �,ȶȲȨі ȦȩȯȬȻȬȱȤ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȼȦȬȨȮȲ ȵȳȤȨȤȶȬȰȩ ȳȴȬ ȦіȨȨȤȯȩȱ-ȱі ȦіȨ ȰȤȮȵȬȰȷȰȷ Ȧ � = �଴. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȬ ȳȴȬȥȯȬȫȱȲ ȰȤєȰȲ

න஼ �ି௔(௞ି௞బ)మ �� ≈ ାஶනିஶ �ି௔௭మ �� = ൬π�൰భ/మ . (˘.˘˘)
Ǵȯя � < Ͳ ȲȥȬȨȦі ȶȲȻȮȬ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲї ȸȤȫȬ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȲ ȱȤ ȷяȦȱіȭ Ȳȵі.ǲȮȤȫȤȱіȭ ȦȬȽȩ ȷȰȲȦі ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȮȲȱȶȷȴ іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя �ଵ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȧȲȴȬ-ȫȲȱȶȤȯьȱȲї ȳȴȤȰȲї, ȳȴȲȦȩȨȩȱȲї Ȼȩȴȩȫ ȥȷȨь-яȮȷ ȫ ȱȬȹ; ȱȩȹȤȭ Ⱥȩ ȥȷȨȩ ȱȬȪȻȩȨіȭȵȱȲї Ȳȵі, Ȼȩȴȩȫ �଴ = −�ඥʹ�|�|�/~. ȂȲȨі ȰȤєȰȲ ȶȤȮȷ ȤȵȬȰȳȶȲȶȬȻȱȷ ȳȲ-ȦȩȨіȱȮȷ:

Ψ଴(�) ≈ |�|ିభ/ర expቈ−ʹ͵ √ʹ��
~

|�|య/మ቉ , (� → −∞). (˘.˘˙)
Ǵȯя � > Ͳ ȶȲȻȮȬ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲї ȸȤȫȬ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȲ ȱȤ Ȩіȭȵȱіȭ Ȳȵі, іȨȯя ȫȤȥȩȫȳȩȻȩȱȱя ȼȦȬȨȮȲȧȲ ȵȳȤȨȤȱȱя ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȮȲȱȶȷȴ�ଶ ȶȴȩȥȤ ȳȴȲȦȲȨȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȲȥȬȨȦі, яȮ ȳȲȮȤȫȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˘.˙. Ǻȷȶ ȱȤȹȬȯȷ ȦȲȥȲȹ ȦȬȳȤȨȮȤȹ ȰȤє ȥȷȶȬ ˗˘°, ȽȲȥ �(�−�଴)ଶ ȥȷȯȬ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȶȤ ȳȲȫȬȶȬȦȱȬ-ȰȬ ȦȫȨȲȦȪ ȷȵьȲȧȲ ȮȲȱȶȷȴȷ. ǲȱȩȵȮȬ Ȧ іȱȶȩґȴȤȯ ȦіȨ ȲȥȲȹ ȶȲȻȲȮ ȵȶȤȺіȲȱȤȴȱȲїȸȤȫȬ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲ ȵȳȴяȪȩȱі ȰіȪ ȵȲȥȲю [Ȥ Ȼȩȴȩȫ ȱȤȹȬȯ ȳȴяȰȬȹ ȨȲ ȱȬȹ ȽȩȨȲȨȤюȶьȵя ȰȱȲȪȱȬȮȬ exp(±�π/Ͷ)], і їȹ ȵȷȰȤ ȨȤє ȶȤȮȷ ȤȵȬȳȶȲȶȬȮȷ:

Ψ଴(�) ≈ ʹ|�|ିభ/ర cosቈ ʹ͵ √ʹ��
~

|�|య/మ − πͶ቉ , (� → +∞). (˘.˘˚)



ǷȤȨȤȻі ˔˘˚ǿȴȬ ȴȲȫȦ’яȫȤȱȱі Ⱥієї ȫȤȨȤȻі Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬєȨȬȱȩ ȴіȼȩȱȱя Ȩȯя ȸіȮȵȲȦȤȱȲȧȲ �. ȂȤ яȮȥȬ ȰȬ ȴȲȫȦ’яȫȷȦȤȯȬ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭ-ȱȩ ȴіȦȱяȱȱя ȨȴȷȧȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі, ȶȲ ȦȲȱȲ ȥȨȤȯȲ ȨȦȤ ȴіȫȱі ȴіȼȩȱȱя: ȲȨȱȩ, яȮȩ ȰȬ ȽȲȭȱȲ ȨȲȵȯіȨȬȯȬ, і Ȩȴȷȧȩ — яȮȩ ȩȮȵ-ȳȲȱȩȱȺіȭȱȲ ȴȲȫȥіȧȤєȶьȵя ȳȴȬ � → −∞. ǲ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȦȲ-ȱȲ ȤȦȶȲȰȤȶȬȻȱȲ ȫȱȬȮȯȲ, ȽȲ ȳȴяȰȲ ȦȮȤȫȷє ȱȤ ȭȲȧȲ ȱȩȸіȫȬȻȱіȵȶь. ȃȶіȰ, і ȦȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȭȲȧȲ ȥ ȱȩȧȤȭȱȲ ȨȲȦȩȯȲȵя ȦіȨȮȬȱȷȶȬ. ȂȤȮȤȸȷȱȮȺія ȫȴȲȵȶȤє ȱȤ ȱȩȵȮіȱȻȩȱȱȲȵȶі ȼȦȬȨȼȩ ȫȤ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȵȶȩȳіȱь �, Ȥ ȶȲȰȷȱȩ ȱȤȯȩȪȬȶь ȱі ȨȲ Ω, ȱі ȨȲ ℋ, ȱі ȨȲ Ω× ȫ ȶȴȬȳȯȩȶȤ ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲ-ȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ (§ ˔.˗) і ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȦȯȤȵȱȲю ȸȷȱȮȺією ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȧȲȲȳȩȴȤȶȲȴȤ Ȧ (ͷ.Ͷͷ).
ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ͷǴȩяȮі ȱȤȭȴȤȱіȼі ȨȬȸȴȤȮȺіȭȱі ȩȮȵȳȩȴȬȰȩȱȶȬ ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȷ ȂȴіґȤ [˔˛˔], Ȁ. ˔˓.Їȹ ȰȲȪȱȤ ȳȲȴіȦȱяȶȬ іȫ ȵȷȻȤȵȱȬȰȬ ȰȲȱȲȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȬȰȬ іȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩȶȴȤ-ȰȬ, ȲȳȬȵȤȱȬȰȬ ȁȶȤȨȩȱȰȤȱȲȰ [˔˚˕] і ҐȴіȱȥȩȴґȩȴȲȰ [˛˕]. ǿȩȴȩȦȤȧȬ ȶȤ ȳȲ-ȶȩȱȺіȭȱі ȰȲȪȯȬȦȲȵȶі ȤȶȲȰȱȲї іȱȶȩȴȸȩȴȲȰȩȶȴії ȲȥȧȲȦȲȴююȶьȵя ȷ ȵȶȤȶȶіǿȴіȻȤȴȨȤ [˔˗˜].
З˃ˇ˃˚і

ͷ.ͳ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȮȲȰȷȶȤȶȲȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȫ ȸȷȱȮȺією ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ іȰȳȷȯьȵȷ ȨȤє [�௫ , �(�௫)] = �~∂�/∂�௫ (ȳȲȴ. іȫ ǷȤȨȤȻȩю ˗.˔).
ͷ.ʹ. ЯȮȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȰȤє ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ |Ψ⟩ Ȧ іȰ-ȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі Φ(�) = ⟨~�|Ψ⟩?
ͷ.͵. Лˑˍ˃ˎьːˋˌȳȲȶȩȱȺіȤȯ ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ�, ȰȤȶȴȬȺя яȮȲȧȲ Ȧ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі є ȨіȤґȲȱȤȯьȱȲю, ⟨�|�|�′⟩ = Ɂ(�−�′)�(�). ЯȮіȦіȨȳȲȦіȨȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȰȤє Ⱥя ȰȤȶȴȬȺя Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі?
ͷ.Ͷ. ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȮȴȬȵȶȤȯі є � = �ଶ/ʹ� + �, Ȩȩ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ� ȰȤє ȵȬȰȩȶȴію ȮȴȬȵȶȤȯіȻȱȲї ґȴȤȶȮȬ. ǷȲȮȴȩȰȤ, Ȧіȱ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя іȱȦȤȴіȤȱ-ȶȱȬȰ ȳȴȬ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱяȹ ȶȬȳȷ (ͷ.ͳ͸). ǷȤȳȬȼіȶь ȴіȦȱяȱȱя ȱȤȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �|Ψ⟩ = �|Ψ⟩ Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȭ ȳȲȮȤȪіȶь,ȽȲ ȦȲȱȲ ȴіȼȩȱȱя ȳȴȬȴȲȨȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȳȴȬȫȦȲȨяȶь ȨȲ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȥȯȲ-ȹіȦȵьȮȲї ȸȲȴȰȬ. ǽȩ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷȭȶȩ Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȶȩȲȴȩȰȷ ǱȯȲȹȤ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȰȩȶȤȫȤȨȤȻі — ȨȤȶȬ її ȤȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȩ ȨȲȦȩȨȩȱȱя.



˔˘˛ ȀȲȫȨіȯ ˘. ІȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȶȤ ȭȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя
ͷ.ͷ. Ǵȯя ȸȷȱȮȺії ȵȶȤȱȷΨ(�) = � exp(��� − ��ଶ), Ȩȩ � — ȳȩȦȱȤ ȱȲȴȰȷȦȤȯь-ȱȤ ȮȲȱȵȶȤȱȶȤ, ȸ � і α— Ȩіȭȵȱі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ, ȲȥȻȬȵȯіȶь ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя іȰ-ȳȷȯьȵȷ ȨȦȲȰȤ ȼȯяȹȤȰȬ:(a) ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя:⟨�⟩ = නΨ∗(�)൬−�~ ∂∂�൰Ψ(�) ��.(b) ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ іȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя, ȽȲȥ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȴȲȫȳȲȨіȯіȰȲȦіȴȱȲȵȶі Ȩȯя іȰȳȷȯьȵȷ, Ȥ ȳȲȶіȰ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя іȰ-ȳȷȯьȵȷ ȫ ȺьȲȧȲ ȴȲȫȳȲȨіȯȷ.Ȃȩȳȩȴ ȲȥȻȬȵȯіȶь ൻ�ଶൿ, ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȱȤȯȩȪȱȬȰȬ ȷȫȤȧȤȯьȱȩȱȱяȰȬ ȰȩȶȲ-ȨіȦ ȫ (a) і (b).
ͷ.͸. ǷȤȵȶȲȵȷȭȶȩ іȰȳȷȯьȵȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя Ȩȯя ȫȱȤȹȲȨȪȩȱȱя ȲȵȱȲȦȱȲȧȲȵȶȤȱȷ ȻȤȵȶȮȬ Ȧ ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȬȶяȧȷȦȤȯьȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱȺіȤȯі �(�) =� Ɂ(�), � < Ͳ. ǿȲȴіȦȱяȭȶȩ Ⱥȩ ȴіȼȩȱȱя ȫ ȴіȼȩȱȱяȰ ȤȱȤȯȲґіȻȱȲї ǷȤȨȤȻі ˗.˜Ȩȯя ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя.
ͷ.͹. ǲȬȫȱȤȻȶȩ ȻȤȵȲȦȷ ȩȦȲȯюȺію Ψ(�, �) Ȩȯя ȲȨȱȲȦȬȰіȴȱȲȧȲ ґȤȷȵȲȦȲȧȲ ȳȲ-ȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ (ͷ.Ͷʹa) Ȧ ȳȲȵȶіȭȱȲȰȷ ȲȨȱȲȴіȨȱȲȰȷ ȳȲȯі.
ͷ.ͺ. ǾȥȻȬȵȯіȶь ȻȤȵȲȦȷ ȩȦȲȯюȺію ґȤȷȵȲȦȲȧȲ ȳȲȻȤȶȮȲȦȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȦіȯьȱȲїȻȤȵȶȮȬ ȫ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȰ ȵȩȴȩȨȱіȰ іȰȳȷȯьȵȲȰ ~�:Ψ(�, Ͳ) = Ψ(�, Ͳ) = ൫ʹπ�ଶ൯ିభ/ర �ି௫మ/ସ௔మ�௜௤௫ .ǷȤȵȶȲȵȷȭȶȩ ȰȩȶȲȨ ȳȴȬȦȩȨȩȱȱя ȨȲ ȳȲȦȱȲȧȲ ȮȦȤȨȴȤȶȤ, яȮ Ⱥȩ ȥȷȯȲ ȫȴȲȥȯȩȱȲȳȴȬ ȲȺіȱȺі іȱȶȩґȴȤȯȤ Ȧ (ͷ.Ͷ͵).ǿȩȴȩȦіȴȶȩ ȲȶȴȬȰȤȱȷ ȦіȨȳȲȦіȨь, ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ҐȤȯіȯȩя(§ ˗.˖) ȨȲ ȦȬȴȤȫȷ (ͷ.ͶͶ), ȽȲ є ȴіȼȩȱȱяȰ Ⱥієї ȫȤȨȤȻі Ȩȯя � = Ͳ.



ȀȲȫȨіȯ ˙
ʒ˃˓ˏˑːіˌːˋˌ ˑ˔˙ˋˎя˕ˑ˓

ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȰ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȲȰ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ȵȬȵȶȩȰȤ, ȽȲ ȳȩȴȩȥȷȦȤє Ȧ ȳȴȬȶя-ȧȷȦȤȯьȱȲȰȷ ȳȲȶȩȱȺіȭȱȲȰȷ ȳȲȯі, ȩȱȩȴґія яȮȲȧȲ ȫȴȲȫȵȶȤє ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȲ ȨȲȮȦȤȨȴȤȶȤ ȦіȨȹȬȯȩȱȱя ȦіȨ ȶȲȻȮȬ ȴіȦȱȲȦȤȧȬ. ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȶȤȮȲȧȲ Ȳȥ’єȮȶȤ,ȽȲ ȴȷȹȤєȶьȵя Ȧ ȲȨȱȲȰȷ ȦȬȰіȴі, є� = ͳʹ��ଶ + �ɘଶʹ �ଶ, (˙.˔)Ȩȩ � ȲȳȩȴȤȶȲȴ іȰȳȷȯьȵȷ, � ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, Ȥ � ȰȤȵȤ ȻȤȵȶȮȬ. ǻȩȧȮȲȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȴȲȫȦ’яȫȤȦȼȬ ȮȯȤȵȬȻȱȩ ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ, ȽȲ ɘ є ȻȤȵȶȲȶȲю ȮȲȯȬ-ȦȤȱь (ȷ ȴȤȨіȤȱȤȹ ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю ȻȤȵȷ). ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴ ȦȤȪȯȬȦȬȭȶȬȰ, ȽȲ Ȧіȱ ȵȯȷȪȬȶь ȰȲȨȩȯȯю Ȩȯя ȥȤȧȤȶьȲȹ ȦȬȨіȦ ȮȲȯȬȦȤȯьȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰ,ȦȮȯюȻȱȲ ȫ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱіȶȱȬȰ ȳȲȯȩȰ (ȨȬȦ. ȀȲȫȨіȯ ˔˜). ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, ȰȩȶȲȨȬ,ȨȲ яȮȬȹ ȰȬ ȦȨȤȰȲȵя ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ȺьȲȧȲ ȳȬȶȤȱȱя, ȦȬяȦȯяȶьȵя ȮȲȴȬȵȱȬȰȬі Ȩȯя іȱȼȬȹ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱь.
§ ͸.ͳ. ʏˎґˈ˄˓˃ї˚ːˈ ˓і˛ˈːːяȁȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ (͸.ͳ) ȰȲȪȱȤ ȲȨȩȴȪȤȶȬ ȵȷȶȲ Ȥȯґȩ-ȥȴȤїȻȱȬȰ ȼȯяȹȲȰ, ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȯȬȼȩ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ[�, �] = �~ (˙.˕)і ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱіȵȶю ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ � і �:� = �ற, � = �ற. (˙.˖)ǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȥȩȫȴȲȫȰіȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ:

q = ൬�ɘ
~
൰భ/మ �, (˙.˗)

p = ൬ ͳ�~ɘ൰భ/మ �, (˙.˘)



˔˙˓ ȀȲȫȨіȯ ˙. ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȽȲ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȲȰȷ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱю[q, p] = �. (˙.˙)ȃ ȶȩȴȰіȱȤȹ ȺȬȹ ȱȲȦȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ� = ଵଶ~ɘ(pଶ + q
ଶ). (˙.˚)ǴȤȯі ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ Ƚȩ ȨȦȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ:

a = q+ �p√ʹ , (˙.˛)
a
ற = q− �p√ʹ . (˙.˜)Іȫ (͸.͵) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȫȱȤȮ ȵȳȴяȪȩȱȱя ற ȳȲȵȶȤȦȯȩȱȲ ȮȲȴȩȮȶȱȲ і �ற ȵȳȴȤȦȨіє ȵȳȴяȪȩȱȬȰ ȨȲ a. Іȫ ȳȴȬȻȱȬ, яȮі ȵȶȤȱȷȶь ȫȴȲȫȷȰіȯі ȨȤȯі, ȯȳȩȴȤȶȲȴȬ aற і aȰȤюȶь ȱȤȫȦȷ ˔˘ˑˇˑ˅і ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˋ. ȂȤȮȲȪ aற ȱȤȫȬȦȤюȶь ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ ˒іˇ˅ˋ-

˜ˈːːя, Ȥ a — ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˑˏ ˒ˑːˋˉˈːːя.Іȫ (͸.͸) ȰȤєȰȲ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя:[�, �ற] = ͳ (˙.˔˓)Ȃȩȳȩȴ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ (͸.͹) ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȳȬȵȰȶȬ Ȧ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨіȻȩȴȩȫ a ȶȤ aற: � = ଵଶ~ɘ(aaற + a
ற
a) == ~ɘ൫aaற − ଵଶ൯ == ~ɘ൫aறa+ ଵଶ൯ . (˙.˔˔)

ǾȵȶȤȱȱя ȫ ȺȬȹ ȴіȦȱȲȵȶȩȭ ȥȷȨȩ Ȩȯя ȱȤȵ ȱȤȭȮȲȴȬȵȱіȼȲю.ǷȤȨȤȻȤ ȫȱȤȹȲȨȪȩȱȱя ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ � ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲȨȲȵȯіȨȪȩȱȱя ȵȳȩȮȶȴȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ� = a
ற
a. (˙.˔˕)ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȶȲȶȲȪȱіȵȶю [��, �] = �[�, �]+[�, �]� і ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ(͸.ͳͲ), ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȮȲȱȤȶȬȵя, ȽȲ[�, a] = −a, (˙.˔˖)[�, aற] = a

ற. (˙.˔˗)



§ ˙.˔. ǰȯґȩȥȴȤїȻȱȩ ȴіȼȩȱȱя ˔˙˔Іȫ ȺȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȯȩȧȮȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȵȳȩȮȶȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �.ǽȩȹȤȭ �|ν⟩ = ν|ν⟩Ȩȯя ⟨ν|ν⟩ ≠ Ͳ. ȂȲȨі ȫ (͸.ͳ͵) ȰȤєȰȲ�a|ν⟩ = a(� − ͳ)|ν⟩ = (ν − ͳ)a|ν⟩.ǾȶȪȩ, a|ν⟩ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � іȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ ν − ͳȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ a|ν⟩ ≠ Ͳ. ǺȦȤȨȴȤȶ ȱȲȴȰȬ ȺьȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ є(⟨ν|aற)(a|ν⟩) = ⟨ν|�|ν⟩ = ν⟨ν|ν⟩.ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȲȴȰȤ ȰȤє ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȰ ȻȬȵȯȲȰ, ȶȲ ν ≥ Ͳ, Ȥ ȲȶȪȩ,ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȱȩ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȦіȨ’єȰȱȬȰȬ. ȈȯяȹȲȰ ȥȤȧȤ-ȶȲȴȤȫȲȦȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ a ȰȲȪȱȤ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȷ ȳȲ-ȵȯіȨȲȦȱіȵȶь ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, ȽȲ ȰȤюȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ν−ͳ, ν−ʹ, ν−͵,…ǿȴȲȶȩ Ⱥȩ ȵȷȳȩȴȩȻȬȶȬȰȩ ȲȶȴȬȰȤȱȲȰȷ ȦȬȽȩ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȳȴȲ ȱȩȦіȨ’єȰȱіȵȶьȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь. Ȇя ȵȷȳȩȴȩȻȱіȵȶь ȷȵȷȦȤєȶьȵя ȯȬȼȩ ȫȤ ȷȰȲȦȬ, ȽȲ ȳȲȵȯіȨȲȦ-ȱіȵȶь ȲȥȴȬȦȤєȶьȵя ȱȤ ȫȱȤȻȩȱȱі ν = Ͳ, ȥȲ ȶȲȨі ȱȲȴȰȤ ȦȩȮȶȲȴȤa|Ͳ⟩ ȨȲȴіȦȱюєȱȷȯю, Ȥ ȲȶȪȩ, ȵȤȰ ȦȩȮȶȲȴ є ȱȷȯьȲȦȬȰ і ȳȲȨȤȯьȼȩ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ
a ȱȩ ȷȶȦȲȴюȦȤȶȬȰȩ ȱȲȦȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ.Іȫ (͸.ͳͶ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ�aற|ν⟩ = a

ற(� + ͳ)|ν⟩ = (ν + ͳ)aற|ν⟩.ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, aற|ν⟩ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱ-ȱяȰ ν + ͳ: aற|ν⟩ = |� + ͳ⟩. ǺȦȤȨȴȤȶ ȱȲȴȰȬ ȺьȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ȨȲȴіȦȱює(⟨ν|a)(aற|ν⟩) = ⟨ν|(� + ͳ)|ν⟩ = (ν + ͳ)⟨ν|ν⟩,і ȱіȮȲȯȬ ȱȩ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь, ȥȲ ν ≥ Ͳ. ǱȤȧȤȶȲȴȤȫȲȦȩ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя aறȷȶȦȲȴює ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȷ ȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь, ȷ яȮіȭ ȮȲȪȩȱ ȱȤȵȶȷȳȱȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ Ȧȩ-ȮȶȲȴ ȰȤє ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю ȥіȯьȼȩ ȫȤ ȳȲȳȩȴȩȨȱє. Ȇя ȳȲȵȯіȨȲȦ-ȱіȵȶь ȳȲȻȬȱȤєȶьȵя ȫ ȦȯȤȵȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ν = Ͳ, ȲȶȪȩ, ȵȳȩȮȶȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȷȵіȹ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȹ ȺіȯȬȹ ȻȬȵȩȯ ν = �.ǾȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � ȥȷȨȷȶь ȳȲȫȱȤȻȤȶȬȵя Ȼȩ-ȴȩȫ |�⟩: �|�⟩ = �|�⟩, � = Ͳ, ͳ, ʹ, … (˙.˔˘)ǾȵȮіȯьȮȬ ȦȩȮȶȲȴȬ |�⟩ є ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȰȬ ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ |ν⟩, ȶȲ ȰȬȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ aற|�⟩ = �௡|�⟩. ȂȲȨі ⟨�|aaற|�⟩ = |�௡|ଶ⟨�|�⟩, Ȥ ȫ іȱȼȲȧȲȥȲȮȷ, ⟨�|aaற|�⟩ = ⟨ν|(� + ͳ)|ν⟩ = (� + ͳ)⟨�|�⟩, ȶȲȰȷ|�௡| = √� + ͳ.



˔˙˕ ȀȲȫȨіȯ ˙. ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȄȤȫȤ ȦȩȮȶȲȴȤ |� + ͳ⟩ ȨȲȦіȯьȱȤ, ȥȲ Ȧіȱ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя ȯȬȼȩ ȫ ȷȰȲȦȬ (͸.ͳͷ).ȂȲȪ ȰȬ Ȧіȯьȱі Ȧ її ȦȬȥȲȴі і ȰȲȪȩȰȲ ȦȵȶȤȱȲȦȬȶȬ, ȽȲ �௡ є ȨіȭȵȱȬȰ і ȳȲȫȬȶȬȦ-ȱȬȰ. ȃ ȳіȨȵȷȰȮȷ Ⱥȩ ȨȤє
a
ற|�⟩ = √� + ͳ|� + ͳ⟩. (˙.˔˙)Ƿ ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ|�⟩ = (�! )ିభ/మ(aற)௡|Ͳ⟩. (˙.˔˚)Іȫ (͸.ͳ͸) ȶȤ ȷȰȲȦȬ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȵȶі ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȰȤȶȴȬ-Ȼȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ aற:⟨�′|aற|�⟩ = √� Ɂ௡′ ,௡ାଵ. (˙.˔˛)ǾȵȮіȯьȮȬ a є ȵȳȴяȪȩȱȬȰ ȨȲ aற, ȭȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȼȯяȹȲȰ ȶȤȱȵȳȲ-ȱȷȦȤȱȱя (͸.ͳͺ): ⟨�′|a|�⟩ = √� Ɂ௡′ ,௡ିଵ. (˙.˔˜)ǷȤȳȬȵȤȱȬȭ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȰȤȶȴȬȺі, ȦȬȴȤȫ (͸.ͳͺ) ȰȤє ȱȩȱȷȯьȲȦі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȯȬȼȩȦ ȳȩȴȼіȭ ȳȲȫȬȺії ȱȬȪȻȩ ȨіȤґȲȱȤȯі, Ȥ (͸.ͳͻ)— ȷ ȳȩȴȼіȭ ȳȲȫȬȺії ȦȬȽȩ ȨіȤґȲ-ȱȤȯі. Ƿ (͸.ͳͻ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ �|�⟩ = √�|� − ͳ⟩,�|Ͳ⟩ = Ͳ. (˙.˕˓)

ǽȤȵȤȰȮіȱȩȺь ȦіȨȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ, Ȧ ȵȬȯȷ (͸.ͳ͸), ȦȩȮȶȲȴȬ |�⟩ ȶȤȮȲȪ є ȦȯȤ-ȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ �:�|�⟩ = �௡|�⟩,Ȩȩ �௡ = ~ɘ(� + ଵଶ). Ȇȩ ȷȫȧȲȨȪȷєȶьȵя ȫ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱяȰ (ͷ.͵ͳ) ȳȴȲ ȮȦȤȱȶȲȦȤ-ȱіȵȶь ȳȩȴȩȨȤȻі ȩȱȩȴґії ȦіȨ ȤȥȲ ȨȲ ȳȩȴіȲȨȬȻȱȬȹ ȷ ȻȤȵі ȵȬȵȶȩȰ.
§ ͸.ʹ. ʟі˛ˈːːя ˅ ˍˑˑ˓ˇˋː˃˕ːˑˏ˖ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːіЯȮȽȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩ Ȩȯя ȧȤȰіȯьȶȲȱі-ȤȱȤ (͸.ͳ) ȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі, ȶȲ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭ-ȱȩ ȴіȦȱяȱȱя − ~

ଶʹ� �ଶ��ଶΨ(�) + �ɘଶ�ଶʹ Ψ(�) = �Ψ(�). (˙.˕˔)



§ ˙.˕. Ȁіȼȩȱȱя Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ˔˙˖Ȁіȼȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȨȩȶȤȯьȱȲ ȴȲȫȥȬȴȤєȶьȵя Ȧ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȬȹȳіȨȴȷȻȱȬȮȤȹ (Ȉіȸ [˔˙˔], Ȁ. ˗, ǼȩȴȺȥȤȹȩȴ [˔˕˗], Ȁ. ˘), ȶȲȰȷ ȰȬ ȲȥȰȩȪȬȰȲȵяȯȬȼȩ ȵȶȬȵȯȬȰ ȴȲȫȧȯяȨȲȰ.ǷȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȥȩȫȴȲȫȰіȴȱȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȷ� = ൬�ɘ
~
൰భ/మ � (˙.˕˕)і ȥȩȫȴȲȫȰіȴȱȩ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя λ = ʹ�

~ɘ. (˙.˕˖)ЯȮȽȲ ȳȲȫȱȤȻȬȶȬ Ψ(�) = �(�), ȶȲ (͸.ʹͳ) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ�ଶ���ଶ + (λ − �ଶ) � = Ͳ. (˙.˕˗)ǾȺіȱȮȷ ȤȵȬȰȳȶȲȶȬȻȱȲї ȳȲȦȩȨіȱȮȬ �(�) Ȩȯя ȦȩȯȬȮȬȹ ȫȱȤȻȩȱь � ȰȲȪȱȤȲȶȴȬȰȤȶȬ, ȫȱȩȹȶȷȦȤȦȼȬ λ ȳȲȴіȦȱяȱȲ ȫ �ଶ ȷ ȨȴȷȧȲȰȷ ȨȲȨȤȱȮȷ (͸.ʹͶ). Ȇȩ ȨȤєȨȦȤ ȴіȼȩȱȱя — �ା భమ௤మ і �ି భమ௤మ . ǿȩȴȼȩ ȫ ȱȬȹ ȱȩȳȴȬȭȱяȶȱȩ, ȥȲ ȰȤє ȩȮȵȳȲȱȩȱ-Ⱥіȭȱȷ ȴȲȫȥіȪȱіȵȶь, Ȥ ȲȶȪȩ, ȱȩ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲ-ȵȶȲȴȷ і ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȦȯȤȵȱȲю ȸȷȱȮȺією. ȂȲȰȷ ȦȬȨȤєȶьȵя ȨȲȴȩȻȱȬȰ ȼȷȮȤ-ȶȬ ȴіȼȩȱȱя ȷ ȦȬȧȯяȨі �(�) = �(�) �ି భమ௤మ . (˙.˕˘)[ǲȫȤȧȤȯі, ȥȷȯȲ ȥ ȨȲȺіȯьȱіȼȩ ȳȲȫȱȤȻȬȶȬ ȸȷȱȮȺію�(�)яȮȲȵь іȱȤȮȼȩ, ȽȲȥ ȱȩȦȬȱȬȤȯȲ ȳȯȷȶȤȱȬȱȬ ȫ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȲȰ�; Ȥȯȩ ȶȤȮ ȷȪȩ ȵȮȯȤȯȲȵя іȵȶȲȴȬȻȱȲ.]ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ (͸.ʹͷ) ȷ (͸.ʹͶ) ȨȤє�ᇳ − ʹ��′ + (λ − ͳ)� = Ͳ, (˙.˕˙)Ȩȩ ȼȶȴȬȹ ȳȲȫȱȤȻȤє ȳȲȹіȨȱȷ ȫȤ �.Ƿ ȶȩȲȴії ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȹ ȴіȦȱяȱь ȦіȨȲȰȲ, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ Ȼȯȩȱ ȫ ȳȲȹіȨȱȲїȱȤȭȦȬȽȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ ȱȩ ȰȤє ȨȲȨȤȶȮȲȦȬȹ ȰȱȲȪȱȬȮіȦ [яȮ ȳȩȴȼȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȷ(͸.ʹ͸)], ȶȲ ȴіȼȩȱȱя ȶȤȮȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȵȬȱґȷȯяȴȱȲȵȶі ȯȬȼȩ Ȧ ȶȬȹȶȲȻȮȤȹ, ȷ яȮȬȹ ȰȤюȶь ȵȬȱґȷȯяȴȱȲȵȶі ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȳȴȬ ȳȲȹіȨȱȬȹ ȱȬȪȻȲȧȲȳȲȴяȨȮȷ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶ ʹ� Ȧ ȨȴȷȧȲȰȷ ȨȲȨȤȱȮȷ (͸.ʹ͸) є ȦȵюȨȬ ȴȩґȷ-ȯяȴȱȬȰ, ȶȲ ȫ ȺьȲȧȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȸȷȱȮȺія�(�) ȱȩ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȵȬȱґȷȯяȴȱȲ-ȵȶȩȭ ȳȴȬ ȵȮіȱȻȩȱȱȬȹ �, Ȥ ȲȶȪȩ, її ȰȲȪȱȤ ȳȴȩȨȵȶȤȦȬȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȵȶȩȳȩȱȩȦȲ-ȧȲ ȴяȨȷ ȫ ȱȩȲȥȰȩȪȩȱȬȰ ȴȤȨіȷȵȲȰ ȫȥіȪȱȲȵȶі. ȂȲȰȷ ȰȬ ȳіȨȵȶȤȦȬȰȲ ȴяȨ
�(�) = ஶ∑

௡ୀ଴ �௡�௡ (˙.˕˚)



˔˙˗ ȀȲȫȨіȯ ˙. ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȷ (͸.ʹ͸) і ȳȴȬȴіȦȱяєȰȲ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȥіȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȵȶȩȳȩȱя � ȨȲ ȱȷȯя. Ȇȩ ȨȤєȱȤȰ ȴȩȮȷȴȵȬȦȱȷ ȸȲȴȰȷȯȷ�௡ାଶ = ʹ� + ͳ − λ(� + ʹ)(� + ͳ) �௡, (� ≥ Ͳ). (˙.˕˛)ЯȮȽȲ ȴяȨ (͸.ʹ͹) ȱȩ ȳȩȴȩȴȬȦȤєȶьȵя, ȶȲ ȫ (͸.ʹͺ) ȦȬȳȯȬȦȤє ȶȤȮȩ ȤȵȬȳȶȲ-ȶȬȻȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ:�௡ାଶ�௡ −−−→௡→ஶ �ʹ . (˙.˕˜)ȂȤȮȷ ȵȤȰȷ ȤȵȬȰȳȶȲȶȬȮȷ ȰȤюȶь ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя Ȧ ȴяȨ ȸȷȱȮȺії�௞�௤మ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȳȲȫȬȶȬȦȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя �, і ȦȫȤȧȤȯі, ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя(͸.ʹͻ) ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȩ Ȩȯя ȩȮȵȳȲȱȩȱȺіȭȱȲȧȲ ȰȱȲȪȱȬȮȤ. ȂȤȮȤ ȳȲȦȩȨіȱȮȤ �(�)ȨȤȯȤ ȥ ȸіȫȬȻȱȲ ȱȩȳȴȬȭȱяȶȱȷ ȴȲȫȥіȪȱіȵȶь �(�) ȷ (͸.ʹͷ) ȳȴȬ ȦȩȯȬȮȬȹ �, ієȨȬȱȬȭ ȵȳȲȵіȥ ȷȱȬȮȱȷȶȬ ȺьȲȧȲ, ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȴяȨ ȰȤє ȳȩȴȩȴȦȤȶȬȵяȱȤ ȳȩȦȱȲȰȷ ȵȮіȱȻȩȱȱȲȰȷ �. ЯȮȽȲλ = ʹ� + ͳ (˙.˖˓)Ȩȯя ȺіȯȲȧȲ ȱȩȦіȨ’єȰȱȲȧȲ�, ȶȲ�(�) ȵȶȤє ȳȲȯіȱȲȰȲȰ ȵȶȩȳȩȱя�, і�(�)ȳȴȤȧȱȩȨȲ ȱȷȯя ȳȴȬ ȦȩȯȬȮȬȹ �. ǲіȨіȥȴȤȦȼȬ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ ȷȵі ȸіȫȬȻȱȲ ȳȴȬȭȱяȶȱіȴіȼȩȱȱя, ȰȬ ȫ ȦȬȴȤȫіȦ (͸.͵Ͳ) і (͸.ʹ͵)ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȨȯяȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ: �௡ = ~ɘ൫� + ଵଶ൯ , = Ͳ, ͳ, ʹ, … (˙.˖˔)ȂȲȻȱȲ ȶȤȮȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤȯȬ іȱȼȬȰ ȰȩȶȲȨȲȰ ȷ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȰȷ ȳȤ-ȴȤґȴȤȸі.Ǵȯя ȳȲȨȤȯьȼȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȰȬ ȫȤȳȬȼȩȰȲ ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії Ȧ ȱȲȴȰȲ-ȦȤȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі:
Ψ௡(�) = ቈ απభ/మʹ௡�!቉భ/మ�௡(α�) �ି భమ஑మ௫మ , (˙.˖˕)

Ȩȩ α = (�ɘ/~)భ/మ, Ȥ �௡(�) є ȳȲȯіȱȲȰȲȰ ǵȴȰіȶȤ ȵȶȩȳȩȱя �. Ȇі ȳȲȯіȱȲȰȬ ȶȤїȹȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ґȩȱȩȴȷюȻȲї ȸȷȱȮȺії
exp(−�ଶ + ʹ��) = ஶ∑

௡ୀ଴ �௡(�)�! �௡. (˙.˖˖)
ǲȬȦȩȨȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȰіȵȶȬȶьȵя Ȧ ȺȬȶȲȦȤȱȬȹ ȦȬȽȩ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȬȹȳіȨȴȷȻȱȬȮȤȹ.



§ ˙.˖. Ȁіȼȩȱȱя Ȧ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ ˔˙˘ǼȩȶȲȨȬ ȺьȲȧȲ ȳȤȴȤґȴȤȸȤ ȶȤ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȨȷȪȩ ȴіȫȱяȶьȵя, Ȥ ȳȴȲȶȩ ȨȤ-юȶь ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȵȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь. ȂȲȰȷ ȥȷȨȩ ȳȲȦȻȤȯьȱȲ ȳȴȲȤȱȤȯі-ȫȷȦȤȶȬ ȳȴȬȻȬȱȬ ȶȤȮȲї ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲȵȶі. ǴȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȩ ȴіȦȱяȱȱя (͸.ʹͳ) єȴіȦȱяȱȱяȰ ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ (͸.ͳ) ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ � і�, ȫȤȳȬȵȤȱȬȰȬ Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі — ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, яȮ−�~�/��і �. ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, Ȩȯя ȱȬȹ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦі ȮȲȰȮȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͸.ʹ).ǿȴȲȶȩ ȨȲȥȴȩ ȦіȨȲȰȲ, ȽȲ ȯȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȩ ȴіȦȱяȱȱя ȦȬȧȯяȨȷ (͸.ʹͳ)ȰȤє ȴіȼȩ-ȱȱя Ȩȯя ˅˔і˘ ˍˑˏ˒ˎˈˍ˔ːˋ˘ ˊː˃˚ˈːь ȳȤȴȤȰȩȶȴȤ �. ǾȥȰȩȪȩȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ȦȬȱȬȮȯȬ ȯȬȼȩ ȶȲȨі, ȮȲȯȬ ȰȬ ȱȤȮȯȤȯȬ ȷȰȲȦȷ „ȳȴȤȦȬȯьȱȲї“ ȳȲȦȩȨіȱ-ȮȬ Ψ(�) ȳȴȬ |�| → ∞. ǽȤ Ⱥȩ ȰȲȪȱȤ ȫȤȷȦȤȪȬȶȬ, ȽȲ Ȧ § ˙.˔ ȱȩ ȥȷȯȲ ȪȲȨȱȬȹȳȲȵȬȯȤȱь ȱȤ ȧȴȤȱȬȻȱі ȷȰȲȦȬ Ȩȯя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǿȴȲȶȩ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȤіȱȸȲȴȰȤȺія ȰіȵȶȬȯȤȵь ȷ ȦȬȰȲȫі ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱȲȵȶі ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ � = �ற,ȽȲ ȤȦȶȲȰȤȶȬȻȱȲ ȦȬȮȯюȻȤȯȲ ȫ ȴȲȫȧȯяȨȷ ȰȲȪȯȬȦі ȴіȼȩȱȱя, яȮі ȦȬȹȲȨȬȯȬ ȥȫȤ ȰȩȪі ȲȵȱȤȽȩȱȲȧȲ ȧіȯьȥȩȴȶȲȦȲȧȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ; Ȥ Ȧ ȳȲȶȲȻȱȲȰȷ ȳȴȤґȴȤȸі ȱȤȰȳȴȲȵȶȲ ȨȲȦȩȯȲȵя ȫȴȲȥȬȶȬ Ⱥȩ яȦȱȲ, Ȧ ȴȷȻȱȲȰȷ ȴȩȪȬȰі. ȂȲȪ, ȳȲȳȴȬ ȳȲȫіȴȱȷȦіȨȰіȱȱіȵȶь, ȲȥȬȨȦȤ ȰȩȶȲȨȬ ȶіȵȱȲ ȰіȪ ȵȲȥȲю ȳȲȦ’яȫȤȱі.
§ ͸.͵. ʟі˛ˈːːя ˅ ˒˓ˈˇ˔˕˃˅ˎˈːːі ˆ˃ˏіˎь˕ˑːі˃ː˃

ȃ ȦȬȮȯȤȨȩȱȲȰȷ Ȧ § ˙.˕ ȰȩȶȲȨі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȦȦȤȪȤȯȬ-ȵя ȦіȨȲȰȬȰȬ. ǲȬȴȤȫȬȦȼȬ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ � ȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱ-ȱі, ȰȬ ȲȥȻȬȵȯюȦȤȯȬ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя. ǲȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії Ψ௡(�) = ⟨�|�⟩ȰȲȪȱȤ ȦȦȤȪȤȶȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶȤȰȬ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя ȤȥȵȶȴȤȮȶȱȲȧȲ ȦȯȤȵȱȲȧȲ Ȧȩ-ȮȶȲȴȤ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȤ Ȼȩȴȩȫ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �.ȁȳȩȮȶȴ � ȷȪȩ ȥȷȯȲ ȦіȨȲȰȲ ȫ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ § ˙.˔. ǴȤȯі, ȫȤȰіȵȶь ȲȥȻȬȵȯю-ȦȤȶȬ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя � Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі, ȰȬ ȰȲȧȯȬ ȥ ȦȬ-ȴȤȫȬȶȬ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȵȳȲȵȲȥȲȰ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя� Ȧ ȲȵȲȥȯȬȦȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦ-ȯȩȱȱі, Ȩȩ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ є ȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȰ. ȆȬȰ ȱȩȫȦȬȻȱȬȰ ȼȯяȹȲȰ ȰȬ ȫȤȴȤȫі ȳіȨȩȰȲ.ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͸.Ͷ), (͸.ͺ) і (͸.ͻ), ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱ-ȱя, яȮ
� = ൬ ~ʹ�ɘ൰భ/మ (aற + a). (˙.˖˗)

ǹȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ Ȧ ȥȤȫȬȵі, ȷȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ �



˔˙˙ ȀȲȫȨіȯ ˙. ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴ(ȤȥȲ � = aறa) ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ (͸.ͳͺ) і (͸.ͳͻ). ǾȶȪȩ,
⟨�′|�|�⟩ = ൬ ~ʹ�ɘ൰భ/మ

ۏێێێێێۍ
Ͳ √ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ⋯√ͳ Ͳ √ʹ Ͳ Ͳ ⋯Ͳ √ʹ Ͳ √͵ Ͳ ⋯Ͳ Ͳ √͵ Ͳ √Ͷ ⋯Ͳ Ͳ Ͳ √Ͷ Ͳ ⋯⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ےۑۑۑۑۑې
. (˙.˖˘)

ȀіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �|�⟩ = �|�⟩ ȦіȨȶȤȮ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ
∑

௡′

⟨�|�|�′⟩⟨�′|�⟩ = �⟨�|�⟩,
яȮȩ ȳіȵȯя ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя (͸.͵ͷ) ȨȤє

൬ ~ʹ�ɘ൰భ/మ ቂ√�⟨� − ͳ|�⟩ + √� + ͳ⟨� + ͳ|�⟩ቃ = �⟨�|�⟩. (˙.˖˙)Ȇȩ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȦ’яȫȤȶȬ ȴȩȮȷȴȵȬȦȱȲ, ȳȲȻȬȱȤюȻȬ ȫ ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ⟨Ͳ|�⟩, ȫ яȮȲȧȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ⟨ͳ|�⟩, ȳȲȶіȰ ⟨ʹ|�⟩ і ȶ. Ȩ., ȳіȵȯя ȻȲȧȲ ȳȴȬȦȩȵȶȬȱȤȥіȴ {⟨�|�⟩} Ȩȯя Ȧȵіȹ �, Ȥȯȩ ȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȰȷ �, ȨȲ ȱȤȯȩȪȱȲȧȲ ȱȲȴȰȷȦȤȱ-ȱя. ȂȤȮȩ ȴȩȮȷȴȵȬȦȱȩ ȴіȼȩȱȱя ȴіȦȱяȱȱя (͸.͵͸)ȰȲȪȯȬȦȩ Ȩȯя Ȧȵіȹ ȫȱȤȻȩȱь �,ȶȲȰȷ ȵȳȩȮȶȴ� є ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰ і ȯȩȪȬȶь ȱȤ Ȧȵіȭ Ȩіȭȵȱіȭ Ȳȵі (−∞, +∞). [ǷȴȲ-ȫȷȰіȯȲ, ȽȲ ȲȥȰȩȪȩȱȱя ȯȬȼȩ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȦȬȳȯȬȦȤє ȫȩȴȰіȶȲȦȲȵȶі �.]ȃ ȺьȲȰȷ ȰȩȶȲȨі ȰȬ ȲȥȻȬȵȯюєȰȲ ⟨�|�⟩ яȮ ȸȷȱȮȺію � ȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȰȷ�, ȶȲȨі яȮ ȷ § ˙.˕ ȴȲȥȬȯȬ ȱȤȦȳȤȮȬ — ȲȥȻȬȵȯюȦȤȯȬ Ψ௡(�) = ⟨�|�⟩∗, яȮ ȸȷȱ-ȮȺію ȦіȨ � ȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȰȷ �. ȅȲȻ Ⱥȩ ȱȩ є ȶȤȮȬȰ ȲȻȩȦȬȨȱȬȰ, Ȥȯȩ ȲȥȬȨȦȤȳіȨȹȲȨȬ ȷȫȧȲȨȪȷюȶьȵя ȰіȪ ȵȲȥȲю. Ǵȯя ȨȩȰȲȱȵȶȴȤȺії ȶȤȮȲї ȷȫȧȲȨȪȩȱȲȵȶіȦіȫьȰȩȰȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ (͸.͵ʹ) ȫ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȳȤȴȤґȴȤȸȤ і ȳіȨȵȶȤȦȬȰȲ ȭȲȧȲ Ȧ(͸.͵͸). Ǵȯя ȶȩȳȩȴіȼȱіȹ Ⱥіȯȩȭ (͸.͵ʹ) ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ⟨�|�⟩ = �(�) (ʹ௡�! )ିభ/మ�௡(α�),Ȩȩ �(�) ȰіȵȶȬȶь ȷȵі ȱȩȫȤȯȩȪȱі ȦіȨ � ȰȱȲȪȱȬȮȬ. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ Ȧ (͸.͵͸) ȨȤє��௡ିଵ(α�) + ଵଶ�௡ାଵ(α�) = α��௡(α�).Ȇȩ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȤ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь, яȮіȭ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȳȲȯіȱȲȰȬ ǵȴȰіȶȤ, Ȥ ȲȶȪȩ,ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ, ȲȶȴȬȰȤȱі ȲȥȲȰȤ ȰȩȶȲȨȤȰȬ, ȺіȯȮȲȰ ȵȷȰіȵȱі.



ǷȤȨȤȻі ˔˙˚
З˃ˇ˃˚і

͸.ͳ. ǾȶȴȬȰȤȭȶȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ Ȩȯя ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲȲȵȺȬȯяȶȲȴȤ Ȧ ȮȤȴȶȬȱі ǳȤȭȫȩȱȥȩȴґȤ.
͸.ʹ. ǾȥȻȬȵȯіȶь ȰȤȶȴȬȺі Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ,� і�, Ȧ ȥȤ-ȫȬȵі, ȷȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȩȱȩȴґії ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȤ.ǿіȨȱȩȵіȶь ȲȥȬȨȦі ȰȤȶȴȬȺі ȨȲ ȮȦȤȨȴȤȶȤ і ȳȩȴȩȮȲȱȤȭȶȩȵя ȽȲ ȰȤȶȴȬȻȱȤ ȵȷȰȤ�ଶ/ʹ� +�ɘଶ�ଶ/ʹ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȤ.
͸.͵. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ Ȩȯя ˔ˍіː˚ˈːːˑ˅ˋˏі˓ːˋ˘ ȰȤȶȴȬȺь � і � ȫȤȦȪȨȬ ȦȬȮȲȱȷє-ȶьȵя ȴіȦȱіȵȶь Tr[�, �] = Ͳ.
ʞ˃˓˃ˇˑˍ˔. Іȫ ȺьȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ, ȫȨȤȦȤȯȲȵя ȥ, ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ Tr[�, �] = Ͳ,Ȥ ȲȶȪȩ, ~ = Ͳ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵь яȦȱȬȰ ȦȬȧȯяȨȲȰ ːˈ˔ˍіː˚ˈːːˑ˅ˋˏі˓ːˋ˘ ȰȤ-ȶȴȬȺь Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, ȲȶȴȬȰȤȱȬȰ ȷ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȭȫȤȨȤȻі, Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя �� ȶȤ �� і ȳȲяȵȱіȶь, ȻȲȰȷ ȳȤȴȤȨȲȮȵȤȯьȱȬȭ ȦȬȵȱȲ-ȦȲȮ ~ = Ͳ є ȳȲȰȬȯȮȲȦȬȰ.
͸.Ͷ. ǲȬȴȤȫіȶь aற, яȮ ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨ-ȵȶȤȦȯȩȱȱі. ǲȫяȦȼȬ ȸȷȱȮȺію ȲȵȱȲȦȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ Ψ଴(�) іȫ (͸.͵ʹ), ȵȮȲȴȬȵȶȤȭ-ȶȩȵя aற Ȩȯя ȲȶȴȬȰȤȱȱя Ψଵ(�), Ψଶ(�) і Ψଷ(�).
͸.ͷ. ǷȤȳȬȼіȶь ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬȯяȶȲ-ȴȤ Ȧ іȰȳȷȯьȵȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȭ ȲȥȻȬȵȯіȶь ȦіȨȳȲȦіȨȱі ȦȯȤȵȱі ȸȷȱȮȺії⟨�|Ψ௡⟩.
͸.͸. ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȶȴȬȦȬȰіȴȱȲȧȲ іȫȲȶȴȲȳȱȲȧȲ ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȤ є� = � ⋅ �ʹ� + �ɘଶ� ⋅ �ʹ .ȀȲȫȦ’яȪіȶь ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȧ ȨȩȮȤȴȶȲȦȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ.
͸.͹. ȀȲȫȦ’яȪȬȶь ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȶȴȬȦȬȰіȴȱȲȧȲ іȫȲȶȴȲ-ȳȱȲȧȲ ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȤ ȷ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ. ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤ їȹȱє ȦȬȴȲȨȪȩȱȱя є ȶȤȮȬȰȬ ȵȤȰȬȰȬ, ȽȲ ȭ ȲȶȴȬȰȤȱі ȦȨȩȮȤȴȶȲȦȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ ȷ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȭ ȫȤȨȤȻі.
͸.ͺ. Ǵȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲȧȲ � ȦȩȮȶȲȴ |�⟩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȲ ȫ ȱȤ-ȵȶȷȳȱȲȧȲ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя Ȼȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȩȱȩȴґії ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬ-ȯяȶȲȴȤ: |�⟩ = exp൫−ଵଶ |�|ଶ൯ ஶ∑

௡ୀ଴ �௡√�!|�⟩.



˔˙˛ ȀȲȫȨіȯ ˙. ǳȤȴȰȲȱіȭȱȬȭ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵя ȴіȦȱяȱȱяȰ (͸.ʹͲ), ȽȲȥ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ |�⟩ є ȳȴȤȦȬȰ ȦȯȤȵȱȬȰȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȱȬȪȩȱȱя a (ȶȲȥȶȲ, ȮȲȯȬ a Ȩіє ȱȤ ȱьȲȧȲ ȫȯіȦȤ —
a|�⟩).ǿȲȮȤȪіȶь ȶȤȮȲȪ, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳіȨȦȬȽȩȱȱя aற ȱȩ ȰȤє ȳȴȤȦȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ Ȧȩ-ȮȶȲȴіȦ. (З˃˖˅˃ˉˈːːя. ǲȩȮȶȲȴ |�⟩ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵя ˍˑˆˈ˓ˈː˕ːˋˏ ˔˕˃ːˑˏ.ǲіȱ Ȧі-ȨіȧȴȤȦȤȶȬȰȩ ȦȤȪȯȬȦȷ ȴȲȯь ȷ ȀȲȫȨіȯі ˔˜.)



ȀȲȫȨіȯ ˚
ʛˑˏˈː˕ іˏ˒˖ˎь˔˖

ȃ ȀȲȫȨіȯі ˖ ȰȬ ȳȲȮȤȫȤȯȬ, ȽȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȺіȭ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲ-ȻȤȵȲȦȲїȵȬȰȩȶȴії ȵȳіȦȦіȨȱȲȵяȶьȵя ȫ ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȰȬ ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ.ǷȲȮȴȩȰȤ, ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱȱя є ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ (Ȧ ȲȨȬȱȬ-Ⱥяȹ ~). ǾȥȩȴȶȤȯьȱȤ ȵȬȰȩȶȴія ȦіȨіȧȴȤє ȦȬȫȱȤȻȱȷ ȴȲȯь ȷ ȥȤȧȤȶьȲȹ ȸіȫȬȻȱȬȹȫȤȨȤȻȤȹ, ȫȲȮȴȩȰȤ Ȧ ȤȶȲȰȱіȭ і яȨȩȴȱіȭ ȸіȫȬȺі. Ƿ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱьȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȩȵȶȬ ȻȬȰȤȯȲ ȮȲȴȬȵȱȬȹȦȬȵȱȲȦȮіȦ, і Ⱥȩ ȳіȨȦȲȨȬȶь ȱȤȵ ȨȲ ȳȲȶȴȩȥȬ ȨȩȶȤȯьȱȲȧȲ ȴȲȫȧȯяȨȷ ȶȩȲȴії ȰȲ-Ȱȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ.
§ ͹.ͳ. ʑˎ˃˔ːі ˊː˃˚ˈːːя ˕˃ ˏ˃˕˓ˋ˚ːі ˈˎˈˏˈː˕ˋȃ ȀȲȫȨіȯі ˖ ȰȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȯȬ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȮȲȰȳȲ-ȱȩȱȶȤȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȤюȶь ȦȬȧȯяȨ[J௫ , J௬] = �~J௭ , (˚.˔a)[J௬ , J௭] = �~J௫ , (˚.˔b)[J௭ , J௫] = �~J௬ . (˚.˔c)Ȇі ȶȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȵȤȰȲȵȳȴяȪȩȱі:

Jற௫ = J௫ , Jற௬ = J௬ , Jற௭ = J௭ . (˚.˕)ȁȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ, ȦȬȮȲȴȬȵȶȲ-ȦȷюȻȬ ˎˋ˛ˈ ȱȤȦȩȨȩȱі ȦȬȽȩ ȴіȦȱяȱȱя.ȁȳȩȴȼȷ ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ Jଶ = J ⋅ J = Jଶ௫ + Jଶ௬ + Jଶ௭ . ǺȩȴȷюȻȬȵьȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰȬ (͹.ͳ), ȯȩȧȮȲ ȳȲȮȤȫȤȶȬ, ȽȲ [Jଶ, J] = Ͳ. ǾȶȪȩ, Ȩȯя Jଶ іȲȨȱȲȧȲ ȨȲȦіȯьȱȲ ȲȥȴȤȱȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ J (ȵȮȤȪіȰȲ, J௭) іȵȱȷє ȳȲȦȱȬȭ ȱȤ-ȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǴȤȯі ȼȷȮȤȶȬȰȩȰȲ ȴіȼȩȱȱя ȳȤȴȬ ȴіȦȱяȱьȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя:
Jଶ|β,m⟩ = ~

ଶβ|β,m⟩, (˚.˖a)
J௭|β,m⟩ = ~m|β,m⟩. (˚.˖b)



˔˚˓ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ(Ȃȷȶ m — ȮȦȤȱȶȲȦȩ ȻȬȵȯȲ; ȱȩ ȵȯіȨ ȳȯȷȶȤȶȬ ȭȲȧȲ ȫ ȰȤȵȲю �. ЯȮ ȰȲȪȱȤ ȳȲ-ȰіȶȬȶȬ, їȹ ȱȤȦіȶь ȳȲȫȱȤȻȩȱȲ ȶȴȲȹȬ ȦіȨȰіȱȱȬȰȬ ȼȴȬȸȶȤȰȬ — m і�.) ǼȱȲ-ȪȱȬȮ ~ ȥȷȯȲ ȦȮȯюȻȩȱȲ Ȩȯя ȶȲȧȲ, ȽȲȥ β і m ȫȤȯȬȼȤȯȬȵя ȥȩȫȴȲȫȰіȴȱȬȰȬ.ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, ȵȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȥȷȨȩ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ і ȫ J௫ ȤȥȲ J௬ , ȲȵȮіȯь-ȮȬ ȲȨȬȱ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ J ȳȩȴȩȶȦȲȴюєȶьȵя ȱȤ іȱȼȬȭ ȼȯяȹȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱȱя.Ƿ ȲȫȱȤȻȩȱȱя Jଶ ȰȤєȰȲ⟨β,m|Jଶ|β,m⟩ = ⟨β,m|Jଶ௫ |β,m⟩ + ⟨β,m|Jଶ௬ |β,m⟩ + ⟨β,m|Jଶ௭ |β,m⟩.ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȦȤȨȴȤȶ ȱȲȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤ є ȨіȭȵȱȲю ȭ ȱȩȦіȨ’єȰȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю, ȶȲ⟨β,m|Jଶ௫ |β,m⟩ = (⟨β,m|Jற௫ )(J௫|β,m⟩) = ‖J௫|β,m⟩‖ଶ ≥ Ͳ. ǷȴȲȫȷȰіȯȲ, ȽȲ ȺȩȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲ і Ȩȯя Jଶ௬ . ȂȲȰȷ ⟨β,m|Jଶ|β,m⟩ ≥ ⟨β,m|Jଶ௭ |β,m⟩, Ȥ ȳіȨȵȶȤȦȬȦȼȬȦ Ⱥю ȱȩȴіȦȱіȵȶь ȦȬȴȤȫȬ (͹.͵), ȲȶȴȬȰȷєȰȲβ ≥ mଶ. (˚.˗)ǾȶȪȩ, Ȩȯя ȸіȮȵȲȦȤȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя β ȦȩȯȬȻȬȱȤ m ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȯȬȼȩ ȫȱȤ-Ȼȩȱь ȷ ȨіȤȳȤȫȲȱі −ඥβ ≤ m≤ ඥβ [іȫ (͹.͵a) ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ β ȱȩȦіȨ’єȰȱȤ].ǴȤȯі ȫȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȨȦȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ
Jା = J௫ + �J௬ , (˚.˘a)
Jି = J௫ − �J௬ . (˚.˘b)ЯȵȱȲ, ȽȲ Jା = J றି. ǲȲȱȬ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ[J௭ , Jା] = ~Jା, (˚.˙a)[J௭ , Jି] = −~Jି, (˚.˙b)[Jା, Jି] = ʹ~J௭ . (˚.˙c)ǿȴȬ ȺьȲȰȷ ȱȤȥȲȴȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь (͹.͸) і (͹.ͳ) ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱі.ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͹.͸a), ȰȤєȰȲ

J௭Jା|β,m⟩ = (JାJ௭ + ~Jା)|β,m⟩ == ~(m+ ͳ)Jା|β,m⟩. (˚.˚)
ǲіȨȶȤȮ ȰȲȪȯȬȦі ȨȦȤ ȦȤȴіȤȱȶȬ: ȤȥȲ Jା|β,m⟩ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю, ȤȥȲ є ȦȯȤȵȱȬȰȦȩȮȶȲȴȲȰ J௭ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ ~(m+ͳ). Ȃȩȳȩȴ ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ Ȼȩȴȩȫ j ȰȤ-ȮȵȬȰȤȯьȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя, яȮȩ ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬmȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȰȷβ. Ǵȯя ȶȤȮȲȧȲ
j ȰȤє ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȵя ȴіȦȱіȵȶь

Jା|β, j⟩ = Ͳ, (˚.˛)



§ ˚.˔. ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȶȤ ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ˔˚˔ȥȲ іȱȤȮȼȩ ȰȬ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩ-ȱȱяȰ ~(j + ͳ), ȽȲ ȵȷȳȩȴȩȻȬȶȬȰȩ ȷȰȲȦі ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȲȵȶі ȫȱȤȻȩȱȱя m = j.ȂȲȻȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ β ȶȤ j ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȩȵȶȬ, ȳȲȰȱȲȪȬȦȼȬ (͹.ͺ) ȱȤ Jିі ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȴіȦȱіȵȶю
JିJା = Jଶ௫ + Jଶ௬ + �(J௫J௬ − J௬J௫) == Jଶ − Jଶ௭ − ~J௭ . (˚.˜)

ȀіȦȱяȱȱя (͹.ͺ) ȶȲȶȲȪȱȲ ȨȤє JିJା|β, j⟩ = Ͳ, Ȥ ȫ (͹.ͻ)ȰȤєȰȲ, ȽȲ JିJା|β, j⟩ =
~
ଶ(β − jଶ − j)|β, j⟩, ȶȲȰȷ (β − jଶ − j)|β, j⟩ = Ͳ. ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȦȩȮȶȲȴ |β, j⟩ȱȩȱȷȯьȲȦȬȭ, ȶȲ ȳȲȦȬȱȱȲ ȥȷȶȬ β = j(j + ͳ). (˚.˔˓)ǴȤȯі ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя (͹.͸b), ȽȲȥ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ

J௭Jି|β,m⟩ = (JିJ௭ − ~Jି)|β,m⟩ == ~(m− ͳ)Jି|β,m⟩. (˚.˔˔)
ȂȤȮ ȵȤȰȲ, яȮ і ȳіȵȯя (͹.͹)ȰȤєȰȲ ȨȦȤ ȦȤȴіȤȱȶȬ: ȤȥȲ Jି|β,m⟩ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю,ȤȥȲ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ J௭ ȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ ~(m−ͳ). ǽȩȹȤȭ k — ȰȰі-ȱіȰȤȯьȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя, яȮȩ ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬmȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȲȰȷ β. ȂȤȮі ȵȤȰі Ȥȴ-ґȷȰȩȱȶȬ, ȽȲ ȳȴȬȦȩȯȬ ȱȤȵ ȦіȨ (͹.ͻ) ȨȲ (͹.ͳͲ), ȶȩȳȩȴ ȨȤюȶь, ȽȲ β = k(k−ͳ),Ȥ ȶȲȰȷ k = −j.ǾȶȪȩ, ȳіȨȦȩȨȩȰȲ ȳіȨȵȷȰȲȮ. ǼȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȯȬ, ȽȲ Ȩȯя ȸіȮȵȲȦȤȱȲȧȲ β =
j(j + ͳ) ȦȩȯȬȻȬȱȤ m ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȫȱȤȻȩȱь ȷ ȨіȤȳȤȫȲȱі j ≥ m ≥ −j,ȳȴȬȻȲȰȷ ȮȲȪȱȩ ȫ ȱȬȹ ȦіȨȴіȫȱяєȶьȵя ȦіȨ ȵȷȵіȨȱіȹ ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю. ȂȤȮȬȰ ȻȬ-ȱȲȰ, ȴіȫȱȬȺя ȰіȪ ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ m = j і ȰіȱіȰȤȯьȱȬȰ m = −jȰȤє ȥȷȶȬ ȺіȯȬȰ ȻȬȵȯȲȰ, Ȥ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȯȬȦȤє, ȽȲ j = (Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ)/ʹ. Ȇȩ ȨȤєȰȲȪȯȬȦіȵȶь ȦȵȶȤȱȲȦȬȶȬ ȨȲȫȦȲȯȩȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя j і m:

j = Ͳ, m = Ͳ,
j = ͳ/ʹ, m = ͳ/ʹ, −ͳ/ʹ,
j = ͳ, m = ͳ, Ͳ, −ͳ,
j = ͵/ʹ m = ͵/ʹ, ͳ/ʹ, −ͳ/ʹ, −͵/ʹ,і ȶȤȮ ȨȤȯі.Ǵȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя j іȵȱȷє ʹj + ͳ ȫȱȤȻȩȱь m.ǽȤȨȤȯі ȰȬ ȨȲȶȴȬȰȷȦȤȶȬȰȩȰȲȵь ȫȤȧȤȯьȱȲȳȴȬȭȱяȶȲȧȲ і ȫȴȷȻȱіȼȲȧȲ ȳȲ-ȫȱȤȻȩȱȱя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ Ȼȩȴȩȫ j ȫȤȰіȵȶь β = j(j + ͳ). ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ,ȦȩȮȶȲȴ, ȽȲ ȨȲȵі ȳȲȫȱȤȻȤȦȵя |β,m⟩ ȶȩȳȩȴ ȰȤȶȬȰȩ ȦȬȧȯяȨ |j,m⟩.



˔˚˕ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷǲȬȽȩ ȰȬ ȳȲȮȤȫȤȯȬ, ȽȲ
Jା|j,m⟩ = �jm|j,m+ ͳ⟩, (˚.˔˕)Ȩȩ �jm — ȨȩяȮȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ, ȽȲ ȰȲȪȩ ȫȤȯȩȪȤȶȬ ȦіȨ j ȶȤ m. ǲȩȯȬȻȬȱȷ |�jm|ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ, ȲȥȻȬȵȯȬȦȼȬ ȱȲȴȰȷ (͹.ͳʹ):(⟨j,m|Jି)(Jା|j,m⟩) = |�jm|ଶ.ǷȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю (͹.ͻ) Ⱥȩ ȨȤє|�jm|ଶ = ~{j(j + ͳ) −m(m+ ͳ)}. (˚.˔˖)ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȳȴȬ m = j Ⱥȩȭ ȦȬȴȤȫ ȵȶȤє ȱȷȯьȲȦȬȰ, яȮ і ȰȷȵȬȶь ȥȷȶȬ ȫȧі-ȨȱȲ ȫ ȷȵіȰȤ ȳȲȳȩȴȩȨȱіȰȬ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȤȰȬ.ȄȤȫȤ Ȧ �jm є ȨȲȦіȯьȱȲю, ȲȵȮіȯьȮȬ ȴіȦȱяȱȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя (͹.͵)ȦіȨ ȱȩї ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȶь. ǷȴȷȻȱȲ ȲȥȴȤȶȬ її ȶȤȮ, ȽȲȥ ȰȱȲȪȱȬȮ �jm ȥȷȦ ȨіȭȵȱȬȰ іȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰ Ȩȯя Ȧȵіȹ j ȶȤ m. ȂȲȨі

Jା|j,m⟩ = ~ඥj(j + ͳ) −m(m+ ͳ)|j,m+ ͳ⟩ ==~ඥ(j +m+ ͳ)(j −m)|j,m+ ͳ⟩. (˚.˔˗)
ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ Jି ȨȲ (͹.ͳʹ) і ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͹.ͻ), ȲȶȴȬȰȷєȰȲ�ଶjm|j,m⟩ = �jmJି|j,m+ ͳ⟩.ǷȤȰіȱȤ Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȴȤȫі m ȱȤ m− ͳ ȨȤє

Jି|j,m⟩ = ~ඥj(j + ͳ) −m(m− ͳ)|j,m− ͳ⟩ ==~ඥ(j −m+ ͳ)(j +m)|j,m− ͳ⟩. (˚.˔˘)
Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȳȲȥȷȨȷȦȤȶȬ яȦȱȩ ȰȤȶȴȬȻȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя Ȩȯя ȮȲȰ-ȳȲȱȩȱȶіȦ J, ȦȫяȦȼȬ ȫȤ ȥȤȫȬȵ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ(͹.͵). ǼȤȶȴȬȺя Ȩȯя J௭ є ȵȷȶȲȨіȤґȲȱȤȯьȱȲю: ⟨j′,m′|J௭|j,m⟩ = ~mɁj′jɁm′m.ǼȬ ȲȻіȮȷєȰȲ, ȽȲ ȭ Ȩȯя іȱȼȬȹȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ J ȦȲȱȤ ȥȷȨȩ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȲю ȫȤ ȳȤȴȤȰȬ (j′, j), ȲȵȮіȯьȮȬ Jଶ іȫ ȱȬ-ȰȬ ȮȲȰȷȶȷє. ȉȲȥ ȨȲȦȩȵȶȬ Ⱥȩ, ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ⟨j′,m′|JଶJ|j,m⟩ = ⟨j′,m′|J Jଶ|j,m⟩,

~
ଶj′(j′ + ͳ)⟨j′,m′|J|j,m⟩ = ⟨j′,m′|J|j,m⟩~ଶj(j + ͳ).ǾȶȪȩ, ⟨j′,m′|J|j,m⟩ = Ͳ, яȮȽȲ j′ ≠ j. (ȂȤȮі Ȫ ȰіȴȮȷȦȤȱȱя ȧȲȨяȶьȵя ȨȯяȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷє ȫ J .) ǼȤȶȴȬȺі Ȩȯя J௫ = (Jା + Jି)/ʹ і



§ ˚.˕. ЯȦȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˚˖
J௬ = (Jା − Jି)/ʹ� ȰȲȪȱȤ ȯȩȧȮȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ȰȤȶȴȬȺь Ȩȯя Jା і Jି. ǼȤȶȴȬȺя⟨j′,m′|Jା|j,m⟩ ȳȴяȰȲ ȲȥȻȬȵȯюєȶьȵя ȫ (͹.ͳͶ) і ȰȤє ȦȬȧȯяȨ
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√
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√
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√
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√

4 0

−
1

2
0 0 0

√
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−
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(˚.˔˙)

ǲȵі ȱȩȱȷȯьȲȦі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱі ȱȤ ȲȨȱȷ ȳȲȫȬȺію ȦȬȽȩ ȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȹ.ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ Jି = J
றା, ȶȲ ȰȤȶȴȬȺя Ȩȯя Jି є ȶȴȤȱȵȳȲȱȲȦȤȱȲю ȦіȨ (͹.ͳ͸).

§ ͹.ʹ. Я˅ːˋˌ ˅ˋˆˎяˇ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓˃ ˏˑˏˈː˕˖ іˏ˒˖ˎь˔˖ǲȩȮȶȲȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȥȷȯȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȲ Ȧ §§ ˖.˖ і ˖.˗,яȮ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, і ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱі ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя(͹.ͳ) ȦȬȦȲȨяȶьȵя ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ ȫ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȤ. ȃȱіȶȤȴ-ȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȲȥȩȴȶȤȱȱю ȱȤ Ȯȷȶ θȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі, ȳȤȴȤȯȩȯьȱȲїȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȲȦі ෝ�, ȰȤє ȦȬȧȯяȨ��(θ) = �௜஘ෝ�⋅J/~. (˚.˔˚)ǴȩȶȤȯьȱȲ ȨȲȵȯіȨȬȦȼȬ Ⱥі ȲȥȩȴȶȤȯьȱі ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȩȵȶȬ яȦȱȬȭȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (і): ˔ˋ˔˕ˈˏ˃ ˄ˈˊ ˅ː˖˕˓і˛ːі˘ ˔˕ˈ˒ˈːі˅ ˔˅ˑ˄ˑˇˋȂȤȮȤ ȵȬȵȶȩȰȤ ȲȳȬȵȷєȶьȵя Ȧ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі ȲȨȱȲȮȲȰȳȲ-ȱȩȱȶȱȲю ȸȷȱȮȺією ȵȶȤȱȷΨ(�) . ǺȲȯȬ Ψ(�) ȫȤȫȱȤє ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȶȲ ȳȩȴȩȶȦȲ-ȴюєȶьȵя ȱȤ �Ψ(�) = Ψ(�ିଵ�), (˚.˔˛)



˔˚˗ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȨȩ�— ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȦȬȧȯяȨȷ (͹.ͳ͹), Ȥ � — ͵×͵-ȰȤȶȴȬȺя ȲȥȩȴȶȤȱȱя Ȧ ȶȴȬȦȬ-ȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. Її ȮȲȱȮȴȩȶȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ Ȩȯя ȶȴьȲȹ Ȳȵȩȭ ȨȩȮȤȴȶȲȦȬȹ ȮȲȲȴ-ȨȬȱȤȶ ȱȤȦȩȨȩȱȲ Ȧ § ˖.˖. [ȀіȦȱяȱȱя (͹.ͳͺ) є ȲȮȴȩȰȬȰ ȦȬȳȤȨȮȲȰ ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲȳȴȤȦȬȯȤ (͵.ͺ).]Ǵȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ ɂ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі �, ȴіȦȱяȱȱя (͹.ͳͺ) ȨȤє�௭(ɂ)Ψ(�, �, �) = Ψ(� cos ɂ + � sin ɂ, −� sin ɂ + � cos ɂ, �).ЯȮȽȲ Ȯȷȶ ɂ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȭ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȴȲȫȮȯȤȵȶȬ Ψ Ȧ ȴяȨ ȂȩȭȯȲȴȤ ȭȲȥȰȩȪȬȶȬȵя ȻȯȩȱȲȰ ȳȩȴȼȲȧȲ ȳȲȴяȨȮȷ:�௭(ɂ)Ψ(�, �, �) = Ψ(�, �, �) + ɂ ൬� ∂Ψ∂� − � ∂Ψ∂� ൰ .ǰȱȤȯȲґіȻȱȩ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя Ȩȯя (͹.ͳ͹) ȨȤє�௭(ɂ) = ͳ − ɂ �J௭
~
.ǿȲȴіȦȱяȱȱя ȺȬȹ ȨȦȲȹ ȦȬȴȤȫіȦ ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ іȨȩȱȶȬȸіȮȷȦȤȶȬ J௭ , яȮ

J௭ = −�~ ൬� ∂∂� − � ∂∂�൰ .ǰ Ⱥȩ, ȫȦȬȻȤȭȱȲ Ȫ, є �-ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ � = �×�Ȩȯя ȻȤȵȶȮȬ ȥȩȫ ȵȳіȱȷ, ȦȬȴȤȫ Ȩȯя яȮȲȧȲ ȰȬ ȦȬȦȩȯȬ Ȧ § ˖.˗, ȦȬȹȲȨяȻȬ іȫ ȫȤ-ȧȤȯьȱȬȹ ȤȴґȷȰȩȱȶіȦ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (іі): ˔ˋ˔˕ˈˏ˃ іˊ ˅ː˖˕˓і˛ːіˏˋ ˔˕ˈ˒ˈːяˏˋ ˔˅ˑ˄ˑˇˋȁȬȵȶȩȰȤ, ȽȲ ȰȤє Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ, ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȥȤȧȤȶȲȮȲȰȳȲȱȩȱ-ȶȱȲю ȸȷȱȮȺією ȵȶȤȱȷ (Ψଵ, Ψଶ⋯). ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȶȤȮȲї ȸȷȱȮȺії ȳȴȬ Ȳȥȩȴ-ȶȤȱȱі ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȵȮȯȤȨȱіȼȬȰ, ȱіȪ (͹.ͳͺ). ȃ ȱȤȭȫȤȧȤȯьȱіȼȲȰȷ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ ȰȬ ȰȤєȰȲ ȶȴȤȱȵȸȲȴȰȤȺію ȶȬȳȷ

� ቎Ψଵ(�)Ψଶ(�)⋮ ቏ = � ቎Ψଵ(�ିଵ�)Ψଶ(�ିଵ�)⋮ ቏ . (˚.˔˜)
ǽȤ ȨȲȨȤȻȷ ȨȲ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя �ିଵ�, є ȶȤȮȲȪ ȰȤȶȴȬȺя �, ȽȲȨіє ȱȤ Ȧȱȷȶȴіȼȱі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ, ȷȶȦȲȴююȻȬ ȯіȱіȭȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії ȴіȫȱȬȹȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȸȷȱȮȺії ȵȶȤȱȷ. ǾȶȪȩ, ȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȷȱіȶȤȴȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ (͹.ͳ͹) ȥȷȨȩ ȶȤȮȬȰ: �� = �௜஘ෝ�⋅�/~ �௡(θ). (˚.˕˓)



§ ˚.˖. ǾȴȥіȶȤȯьȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˚˘Ȇі ȨȦȤ ȰȱȲȪȱȬȮȤ ȳȲȦȬȱȱі ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬ ȰіȪ ȵȲȥȲю, ȥȲ ȳȩȴȼȬȭ Ȩіє ȯȬȼȩ ȱȤȮȲȲȴȨȬȱȤȶȬ, Ȥ ȨȴȷȧȬȭ — ȯȬȼȩ ȱȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ ȦȩȮȶȲȴȤ-ȵȶȲȦȳȺя.ǼȤȶȴȬȺя � ȰȤє ȥȷȶȬ ȷȱіȶȤȴȱȲю, ȶȲȰȷ її ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ�௡(θ) = �௜஘ෝ�⋅�/~, (˚.˕˔)Ȩȩ � = (�௫ , �௬ , �௭) є ȩȴȰіȶȲȦȬȰȬ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ. ǿіȨȵȶȤȦȯяюȻȬ (͹.ʹͳ) ȷ (͹.ʹͲ)і ȳȲȴіȦȱююȻȬ ȫ (͹.ͳ͹), ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȤє ȦȬ-ȧȯяȨ
J = � + �, (˚.˕˕)Ȩȩ � = � × � і [�஑, �ஒ] = Ͳ (α, β = �, �, �). ȃ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі� = −�~� × �, Ȥ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ � є ȨȬȵȮȴȩȶȱȬȰȬ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ. ǾȳȩȴȤȶȲȴȬ � і �ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ˑ˓˄і˕˃ˎьːˋˏ ȶȤ ˔˒іːˑ˅ˋˏ ȰȲȰȩȱȶȤȰȬ іȰȳȷȯьȵȷ.ЯȮ ȰȲȪȱȤ ȳȲȮȤȫȤȶȬ ȼȯяȹȲȰ ȳȴяȰȬȹ ȲȥȻȬȵȯȩȱь (ǷȤȨȤȻȤ ˖.˙), ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬ� ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ (͹.ͳ), яȮ і

J. ǷȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȭ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ � ȰȤюȶь ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȵя ȵȳіȦȦіȨ-ȱȲȼȩȱȱя (͹.ͳ).ǾȴȥіȶȤȯьȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ є ȱȤȵȯіȨȮȲȰ ȴȷȹȷ Ⱥȩȱȶȴȷ ȰȤȵ ȵȬȵȶȩȰȬȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȲȻȤȶȮȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǰ ȵȳіȱ ȰȲȪȱȤ іȨȩȱȶȬȸіȮȷȦȤȶȬ ȫ ȰȲȰȩȱȶȲȰіȰȳȷȯьȵȷ, яȮȬȭ ȰȤє ȵȬȵȶȩȰȤ, ȮȲȯȬ її Ⱥȩȱȶȴ ȰȤȵ ȳȩȴȩȥȷȦȤє Ȧ ȵȶȤȱі ȵȳȲȮȲю.
§ ͹.͵. ʝ˓˄і˕˃ˎьːˋˌ ˏˑˏˈː˕ іˏ˒˖ˎь˔˖ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ є� = � × �, (˚.˕˖)Ȩȩ�— ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя, Ȥ �— ȲȳȩȴȤȶȲȴ іȰȳȷȯьȵȷ. ǲ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȲȰȷȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі Ȩія � Ȧ ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱі ȸȷȱȮȺії ȱȤ ȦȩȮȶȲȴ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȬ, Ȥ �ȰȤє ȦȬȧȯяȨ −�~�.ȇȤȵȶȲ ȦȬȱȬȮȤє ȳȲȶȴȩȥȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ⱥі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ Ȧ ȵȸȩȴȬȻȱіȭ ȵȬȵȶȩȰіȮȲȲȴȨȬȱȤȶ (�, θ, ɔ), ȽȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵяȶьȵя ȫ ȨȩȮȤȴȶȲȦȬȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ, яȮ� = � sin θ cosɔ, (˚.˕˗a)� = � sin θ sinɔ, (˚.˕˗b)� = � cos θ, (˚.˕˗c)яȮ ȫȲȥȴȤȪȩȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˚.˔.ҐȴȤȨієȱȶ ȷ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ� = �௥ ∂∂� + �஘ ͳ� ∂∂θ + �஦ ͳ� sin θ ∂∂ɔ, (˚.˕˘)



˔˚˙ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ

ʟˋ˔. ͹.ͳ. ǴȩȮȤȴȶȲȦȤ ȶȤ ȵȸȩȴȬȻȱȤ ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ȃ ȵȸȩȴȬȻȱіȭ ȵȬȵȶȩȰі ௥ ȳȴȲ-ȥіȧȤє ȫȱȤȻȩȱȱя ȦіȨ ଴ ȨȲ ାஶ, ஘ — ȦіȨ ଴ ȨȲ ஠, Ȥ ஦ — ȦіȨ ଴ ȨȲ ଶ஠. ȂȤȮȲȪ ȳȲȮȤȫȤȱȲȲȨȬȱȬȻȱі ȦȩȮȶȲȴȬ Ȩȯя ȲȥȲȹ ȵȬȵȶȩȰ.Ȩȩ (�௥ , �஘, �஦) — ȲȨȬȱȬȻȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȵȸȩȴȬȻȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǲȲȱȬȦȬȴȤȪȤюȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȨȩȮȤȴȶȲȦі ȲȨȬȱȬȻȱі ȦȩȮȶȲȴȬ, яȮ�௥ = �௫ sin θ cosɔ + �௬ sin θ sinɔ + �௭ cos θ, (˚.˕˙a)�஘ = �௫ cos θ cosɔ + �௬ cos θ sinɔ − �௭ sin θ, (˚.˕˙b)�஦ = −�௫ sinɔ + �௬ cosɔ. (˚.˕˙c)ǲȴȤȹȲȦȷюȻȬ, ȽȲ Ȧ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ� = � �௥ , ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȶȤȮȬȭȦȬȧȯяȨ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ:� = � �௥ × (−�~�) == −�~൬�஦ ∂∂θ − �஘ ͳsin θ ∂∂ɔ൰ . (˚.˕˚)
ǲȬȹȲȨяȻȬ ȫ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ § ˚.˔, ȰȬ ȰȤєȰȲ ȼȷȮȤȶȬ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȨȦȲȹȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ:�ଶ =� ⋅ � і �௭ , Ȩȩ�௭ = �௭ ⋅ � = −�~ ∂∂ɔ. (˚.˕˛)ǿȴȬ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱі � ⋅ � ȰȤєȰȲ ȳȤȰ’яȶȤȶȬ, ȽȲ ȲȨȬȱȬȻȱі ȦȩȮȶȲȴȬ Ȧ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ ȱȩ є ȳȲȵȶіȭȱȬȰȬ, ȶȲȰȷ ȶȴȩȥȤ ȦȴȤȹȲȦȷȦȤȶȬ Ȩію ȱȤ ȱȬȹ ȨȬȸȩ-ȴȩȱȺіȭȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ. ǾȵȶȤȶȲȻȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ�ଶ = � ⋅ � = −~ଶቈ ͳsin θ ∂∂θ൬sin θ ∂∂θ൰ + ͳsinଶ θ ∂ଶ∂ɔଶ ቉ . (˚.˕˜)Ȃȩȳȩȴ ȰȬ ȰȤєȰȲ ȴȲȫȦ’яȫȤȶȬ ȨȦȤ ȫȻȩȳȯȩȱі ȨȬȸȩȴȩȱȺіȭȱі ȴіȦȱяȱȱя:�௭�(θ, ɔ) = ~m�(θ, ɔ), (˚.˖˓)�ଶ�(θ, ɔ) = ~

ଶℓ(ℓ + ͳ) �(θ, ɔ). (˚.˖˔)



§ ˚.˖. ǾȴȥіȶȤȯьȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˚˚(ǿȲȮȬ ȰȬ ȱȩ ȴȲȥȬȶȬȰȩȰȲ ȪȲȨȱȬȹ ȳȴȬȳȷȽȩȱь ȽȲȨȲ ȦȩȯȬȻȬȱ ℓ ȶȤ m, яȮіȱȤȴȤȫі ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲ ȳȲȦȬȱȱі ȥȷȶȬ ȺіȯȬȰȬ ȻȬȵȯȤȰȬ.) ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ (͹.ʹͺ)ȷ (͹.͵Ͳ) ȨȤє ∂�/∂ɔ = �m�, Ȥ ȶȲȰȷ∂ଶ�∂ɔଶ = −mଶ �. (˚.˖˕)Ȇȩ ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ ȵȳȴȲȵȶȬȶȬ (͹.͵ͳ) ȨȲ ȦȬȧȯяȨȷsin θ ∂∂θ൬sin θ ∂∂θ൰� + {sinଶ θ ℓ(ℓ + ͳ) −mଶ} � = Ͳ. (˚.˖˖)ȀіȦȱяȱȱя (͹.͵ʹ) і (͹.͵͵) ȷȪȩ ȱȩ ȫȻȩȳȯȩȱі ȰіȪ ȵȲȥȲю; ȳȩȴȼȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȯȬȼȩȦіȨɔ, Ȥ Ȩȴȷȧȩ — ȯȩȼȩ ȦіȨ θ. Ȃȩȳȩȴ ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȽȲ �(θ, ɔ)ȰȲȪȱȤ ȳȴȩȨȵȶȤȦȬ-ȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі ȨȲȥȷȶȮȷ ȸȷȱȮȺії ȦіȨ ɔ, яȮȤ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє (͹.͵ʹ), і ȸȷȱȮȺії ȦіȨθ, яȮȤ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє (͹.͵͵). ȀіȼȩȱȱяȰ (͹.͵ʹ) є �௜mம. ȀіȦȱяȱȱя (͹.͵͵) ȩȮȦіȦȤ-ȯȩȱȶȱȩ ȴіȦȱяȱȱю ǻȩȪȤȱȨȴȤ, ȽȲ ȰȤє ȵȦȲїȰ ȴіȼȩȱȱяȰ ˒˓ˋєˇː˃ːі ˒ˑˎіːˑˏˋ
Лˈˉ˃ːˇ˓˃, ȽȲ ȫȤȳȬȵȷюȶьȵя, яȮ �mℓ (cos θ). [ȁȶȤȱȨȤȴȶȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȴіȦȱяȱȱяǻȩȪȤȱȨȴȤ ȲȶȴȬȰȷєȶьȵя ȫȤȰіȱȲю ȫȰіȱȱȲїθȱȤ� = cos θ; Ȥ ȲȵȮіȯьȮȬm ȷ ȱьȲ-Ȱȷ ȸіґȷȴȷє ȯȩȼȩ Ȧ ȮȦȤȨȴȤȶі, ȶȲ ȦȲȱȲ ȨȤє ȲȨȱȤȮȲȦі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ Ȩȯя ±|�|.]ǾȶȪȩ, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя, ȰȬ ȰȤєȰȲ �(θ, ɔ) = �௜m஦�|m|ℓ (cos θ).ǰȯȩ ȨȲȵі ȱȩ ȥȷȯȲ ȱіȻȲȧȲ ȵȮȤȫȤȱȲ ȳȴȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ℓ і m. ȀіȦȱяȱȱя (͹.͵ʹ)ȶȤ (͹.͵͵) ȰȤюȶь ȴіȼȩȱȱя ˇˎя ˅˔і˘ ȫȱȤȻȩȱь ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ ℓ і m, Ȥ ȲȥȰȩȪȩȱ-ȱя ȱȤ ȫ’яȦȯяюȶьȵя ȯȬȼȩ ȳіȵȯя ȱȤȮȯȤȨȩȱȱя ȧȴȤȱȬȻȱȬȹ ȷȰȲȦ. ǺȲȯȬ ȰȬ ȳȴȬ-ȳȷȵȶȬȰȲ, ȽȲ ȴіȼȩȱȱя ȰȤє ȥȷȶȬ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȬȰ ȳȴȬ ȳȲȦȱȲȰȷ ȲȥȩȴȶȤȱȱі —�(θ, ɔ + ʹπ) = �(θ, ɔ) — ȶȲȨі ȫ ȰȱȲȪȱȬȮȤ �௜m஦ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȷȰȲȦȷ, ȽȲ m єȺіȯȬȰ ȻȬȵȯȲȰ. ǿȴȬȳȷȵȶȬȦȼȬ ȨȤȯі, ȽȲ ȴіȼȩȱȱя ȳȲȦȬȱȱȲ ȥȷȶȬ ȴȩґȷȯяȴȱȬȰȷ ȵȬȱґȷȯяȴȱȬȹ ȶȲȻȮȤȹ θ = Ͳ і θ = π, ȶȲ ȫ ȶȩȲȴії ȴіȦȱяȱȱя ǻȩȪȤȱȨȴȤ ȦȬ-ȳȯȬȦȤє, ȽȲ ℓȰȤє ȥȷȶȬ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȰ ȺіȯȬȰ ȻȬȵȯȲȰ ȷ ȨіȤȳȤȫȲȱі ℓ ≥ |m| (ȨȯяȺіȯȬȹ ℓ < |m| ȳȴȬєȨȱȤȱі ȳȲȯіȱȲȰȬ ǻȩȪȤȱȨȴȤ ȶȲȶȲȪȱȲ ȲȥȩȴȶȤюȶьȵя ȱȤȱȷȯь). ǲȴȤȹȷȦȤȦȼȬ Ⱥі ȲȥȰȩȪȩȱȱя і ȳȴȬȦіȦȼȬ ȴіȼȩȱȱя ȨȲ ȲȨȬȱȬȻȱȲї ȱȲȴ-ȰȬ, ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȨȲȥȴȩ ȦіȨȲȰі ˔˗ˈ˓ˋ˚ːі ˆ˃˓ˏˑːіˍˋ:�mℓ (θ, ɔ) = (−ͳ)(mା|m|)/ଶ൤(ʹℓ + ͳ)(ℓ − |m|)!Ͷπ(ℓ + |m|)! ൨భ/మ �௜m஦ �|m|ℓ (cos θ). (˚.˖˗)ǿȴȬєȨȱȤȱі ȳȲȯіȱȲȰȬ �mℓ (�) ȦȬȦȲȨяȶьȵя іȫ ȫȤȧȤȯьȱȬȹ ȳȲȯіȱȲȰіȦ ǻȩȪȤȱȨȴȤ�ℓ(�) = (ʹℓℓ! )ିଵ �ℓ��ℓ (�ଶ − ͳ)ℓ (˚.˖˘)Ȼȩȴȩȫ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя�mℓ (�) = (ͳ − �ଶ)m/మ �m��m �ℓ(�). (˚.˖˙)



˔˚˛ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷǴȲȦіȯьȱȷ ȸȤȫȷ �mℓ (θ, ɔ) ȲȥȴȤȱȲ ȶȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȽȲȥ�ିmℓ (θ, ɔ) = (−ͳ)m{�mℓ (θ, ɔ)}∗. (˚.˖˚)Ȇȩ ȨȲȫȦȲȯяє ȷȫȧȲȨȬȶȬ (͹.͵Ͷ) ȫ ȨȲȰȲȦȯȩȱȲȵȶяȰȬ ȳȴȲ ȸȤȫȷ Ȧ ȴіȦȱяȱȱяȹ(͹.ͳͶ) і (͹.ͳͷ). ȁȸȩȴȬȻȱі ȧȤȴȰȲȱіȮȬ ȷȶȦȲȴююȶь ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȱȤȥіȴ,ଶ஠න଴
஠න଴ {�mℓ (θ, ɔ)}∗�m′ℓ′ (θ, ɔ) sin θ �θ�ɔ = Ɂℓℓ′Ɂmm′ , (˚.˖˛)

ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȸȷȱȮȺіȭ ȱȤ ȳȲȦȩȴȹȱі ȲȨȬȱȬȻȱȲї ȵȸȩȴȬ (іȱȶȩґȴȷȦȤȱȱя ȥȩȴȩȶьȵяȫȤ ȶіȯȩȵȱȬȰ ȮȷȶȲȰ �Ω = sin θ �θ�ɔ).ǿȴȬȳȷȽȩȱȱя ȳȴȲ ˑˇːˑˊː˃˚ːі˔˕ь і ˓ˈґ˖ˎя˓ːі˔˕ь ȺіȯȮȲȰ ȦȬȳȴȤȦȨȤȱі ȦȮȯȤȵȬȻȱіȭ ȶȩȲȴії ȳȲȯя, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȩȯȩȮȶȴȲȰȤґȱȩȶȬȫȰȷ, Ȩȩ ȳȲȯȩ є ȵȳȲȵȶȩ-ȴȩȪȱȲю ȸіȫȬȻȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю. ǺȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȤ ȹȦȬȯьȲȦȤ ȸȷȱȮȺія ȱȩȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȶȤȮȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ, Ȥȯȩ Ȧ ȵȬȯȷ ȰіȴȮȷȦȤȱь, ȦȬȮȯȤȨȩȱȬȹ ȷ § ˗.˘, ȦȲ-ȱȤ ȶȤ її ґȴȤȨієȱȶ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȱȩȳȩȴȩȴȦȱȬȰȬ, ȽȲȥ ȫȤȥȩȫȳȩȻȬȶȬ ȷȰȲȦȷ ȱȩ-ȳȩȴȩȴȦȱȲȵȶі Ȩȯя ȵȶȴȷȰȷ ȭȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ȁȤȰȩ ȶȲȰȷ, ȴȲȫȦ’яȫȷюȻȬ ȴіȦȱяȱȱяȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶȤȹ, ȱȤȰ ȨȲȦȩȯȲȵя ȲȥȰȩȪȬȶȬȵя ȯȬȼȩ ȶȬȰȬ ȴіȼȩȱȱяȰȬ, Ȩȯя яȮȬȹℓ і m є ȺіȯȬȰȬ ȻȬȵȯȤȰȬ. Ȇȩ ȨȷȪȩ ȦȤȪȯȬȦȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, і ȶȲȰȷ ȥȷȨȩ ȮȲȴȬ-ȵȱȲ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȭȲȧȲ Ȧ ȫȤȧȤȯьȱіȼȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі, ȱȩ ȦȨȤюȻȬȵь ȨȲ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲȧȲȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя.
ʑˎ˃˔ːі ˊː˃˚ˈːːя ˑ˓˄і˕˃ˎьːˑˆˑ ˏˑˏˈː˕˖ іˏ˒˖ˎь˔˖ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ є ȩȴȰіȶȲȦȬȰ і ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȮȲ-ȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ [�஑, �ஒ] = �~ɂ஑ஒஓ�ஓ — ȨȲȵȶȲȶȷ ȶȤȮȬȰ ȵȤ-ȰȬȰ, яȮ і Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. ЯȮ ȥȷȯȲ ȳȲȮȤȫȤȱȲȦ § ˚.˔, ȫ ȺȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȯȬȼȩ ȺіȯȬȰȬ ȶȤ ȱȤȳіȦȺіȯȬȰȬ ȦȲȨȬȱȬȺяȹ ~. ǿȲȨȤȯьȼȩ ȲȥȰȩȪȩȱȱя Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷȨȲ ȲȨȱȬȹ ȯȬȼȩ ȺіȯȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȰȤє ȳȲȹȲȨȬȶȬ ȫ ȲȵȲȥȯȬȦȬȹ ȦȯȤȵȶȬ-ȦȲȵȶȩȭ ȺьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ, яȮі ȱȩ є ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȬȰȬ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȫȤȧȤȯьȱȲ-ȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. ȂȤȮі ȲȵȲȥȯȬȦі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȰȲȪȷȶь ȳȲȹȲȨȬȶȬ ȯȬȼȩȫ ȦȬȴȤȫȷ � = � × � Ȩȯя ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ і, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ȫȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ.ȈȷȮȤȶȬȰȩȰȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ�௭ = �௫�௬ − �௬�௫ , (˚.˖˜)



§ ˚.˗. ǾȴȥіȶȤȯьȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˚˜ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷюȻȬ ȯȬȼȩ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя[�௫ , �௬] = Ͳ, [�௫ , �௬] = Ͳ, [�஑, �ஒ] = �~Ɂ஑ஒ (˚.˗˓)ȶȤ ȩȴȰіȶȲȦȷ ȳȴȬȴȲȨȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ.Ǵȯя ȫȴȷȻȱȲȵȶі ȶȬȰȻȤȵȲȦȲ ȳȴȬȭȰȩȰȲ ȵȬȵȶȩȰȷ ȲȨȬȱȬȺь, ȷ яȮіȭ� і � ȥȩȫ-ȴȲȫȰіȴȱі, Ȥ ~ = ͳ. ǷȤȳȴȲȦȤȨȬȰȲ ȻȲȶȬȴȬ ȱȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ:
qଵ = �௫ + �௬√ʹ , (˚.˗˔a)
qଶ = �௫ − �௬√ʹ , (˚.˗˔b)
pଵ = �௫ − �௬√ʹ , (˚.˗˔c)
pଶ = �௫ + �௬√ʹ . (˚.˗˔d)ЯȮ ȰȲȪȱȤ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ,[qଵ, qଶ] = [pଵ, pଶ] = Ͳ, [q஑, pஒ] = �Ɂ஑ஒ. (˚.˗˕)ȀіȦȱяȱȱя (͹.͵ͻ), ȫȤȳȬȵȤȱȩ Ȼȩȴȩȫ ȱȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȰȤє ȦȬȧȯяȨ�௭ = ଵଶ(pଶଵ + q

ଶଵ) − ଵଶ(pଶଶ + �ଶଶ). (˚.˗˖)ǿȲȴіȦȱююȻȬ Ⱥȩȭ ȦȬȴȤȫ іȫ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȲȰ Ȩȯя ȧȤȴȰȲȱіȭȱȲȧȲ ȲȵȺȬȯяȶȲȴȤ(͸.ͳ), ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȵȷȶȲ ȰȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȫȤȨȤȻȤ ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȫȱȤȹȲȨȪȩȱ-ȱя ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȴіȫȱȬȺі ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱіȦ ȨȦȲȹ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȧȤȴȰȲȱіȭȱȬȹȲȵȺȬȯяȶȲȴіȦ ȫ ȰȤȵȲю � = ͳ і ȻȤȵȶȲȶȲю ɘ = ͳ (ȱȩ ȫȤȥȷȦȤєȰȲ, ȽȲ ȫȤȴȤȫ
~ = ͳ). ǾȵȮіȯьȮȬ ȲȥȬȨȦȤ ȻȯȩȱȬ Ȧ (͹.Ͷ͵) ȮȲȰȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю, ȶȲ ȰȤюȶьȵȳіȯьȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, Ȥ їȹȱі ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �௭ є ȳȴȲȵȶȲ ȴіȫȱȬ-Ⱥȩю їȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь. ȃ § ˙.˔ ȰȬ ȦȪȩ ȨȲȵȯіȨȪȷȦȤȯȬ ȵȳȩȮȶȴ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȦȬ-ȧȯяȨȷ ଵଶ(pଶ + qଶ), ȫȤȵȶȲȵȲȦȷюȻȬ ȯȬȼȩ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя, ȩȮȦі-ȦȤȯȩȱȶȱі (͹.Ͷʹ). Ƿ ȶȲȧȲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȷ ȰȬ ȴȲȥȬȰȲ ȦȬȵȱȲȦȲȮ, ȽȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩ-ȱȱя (͹.Ͷ͵) є ൫�ଵ + ଵଶ൯ − ൫�ଶ + ଵଶ൯ = �ଵ − �ଶ,Ȩȩ �ଵ і �ଶ ȱȩȦіȨ’єȰȱі Ⱥіȯі ȻȬȵȯȤ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȦȬȹȲȨяȻȬ ȥȩȫȳȲȵȩȴȩȨȱьȲ ȫȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȳȲȯȲȪȩȱȱя ȶȤ іȰȳȷȯьȵȷ, ȰȬ ȳȲȮȤȫȤȯȬ, ȽȲ ȮȲȪȩȱȮȲȰȳȲȱȩȱȶ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȲȪȩ ȱȤȥȷȦȤȶȬ ȫȱȤȻȩȱь m~ȯȬȼȩ Ȩȯя ȺіȯȬȹ m, і ȱіȮȲȯȬ — Ȩȯя ȱȤȳіȦȺіȯȬȹ.



˔˛˓ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ
§ ͹.Ͷ. ʠ˒іːǺȲȰȳȲȱȩȱȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȳіȱȲȦȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ � ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȫȤ-ȧȤȯьȱȬȰ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ [�஑, �ஒ] = �~ɂ஑ஒஓ�ஓ, ȶȲȰȷ ȨȯяȱȬȹ ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȻȬȱȱȬȰ ȤȱȤȯіȫ, ȳȴȲȦȩȨȩȱȬȭ ȱȤȰȬ Ȧ § ˚.˔. ȀіȦȱяȱȱя ȱȤȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя �ଶ = � ⋅ � і �௭ ,�ଶ|�,m⟩ = ~

ଶ�(� + ͳ)|�,m⟩, �௭|�,m⟩ = ~m|�,m⟩, (˚.˗˗)ȰȤє ȴіȼȩȱȱяm = �, �−ͳ,… ,−� Ȩȯя Ȧȵіȹ ȺіȯȬȹ ȶȤ ȱȤȳіȦȺіȯȬȹ ȱȩȦіȨ’єȰȱȬȹ �.ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȲȱȮȴȩȶȱі ȴіȫȱȲȦȬȨȬ ȻȤȵȶȲȮ ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȫȷюȶьȵя ȱȤȥȲȴȲȰ ȮȦȤȱ-ȶȲȦȬȹ ȻȬȵȩȯ, ȨȲ яȮȬȹ ȱȤȯȩȪȬȶь і ȵȳіȱ �, ȶȲ Ȧ ȥіȯьȼȲȵȶі ȦȬȳȤȨȮіȦ ȦȬяȦȯя-єȶьȵя ȨȲȵȶȤȶȱіȰ ȦȬȴȤȫȬȶȬ ȵȳіȱȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ Ȼȩȴȩȫ їȹȱю Ȩію Ȧ (ʹ� + ͳ)-ȦȬȰіȴȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі, ȱȤȶяȧȱȩȱȲȰȷ ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȫ (͹.ͶͶ) ȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤ-ȱȲȰȷ ȫȱȤȻȩȱȱі �. ǴȤȯі ȰȬ ȨȩȶȤȯьȱȲ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȱȤȭȳȲȼȬȴȩȱіȼі ȦȬȳȤȨȮȬ� = ଵ/ଶ, ͳ, ଷ/ଶ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (і): ˔˒іː ͳ/ʹȃ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȫȤȦȩȨȩȱȲ ȫȤȳȬȵȷȦȤȶȬ ȵȳіȱȲȦȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, яȮ � = ଵଶ~�, Ȩȩ� = (σ௫ , σ௬ , σ௭) ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя ˏ˃˕˓ˋ˙яˏˋ ʞ˃˖ˎі. ЯȦȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȺȬȹȰȤȶȴȬȺь ȷ ȥȤȫȬȵі, ȷȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȫ (͹.ͶͶ) ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬ-ȰȤȶȬ ȫ ȦȬȴȤȫȷ (͹.ͳ͸) Ȩȯя ȰȤȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ Jା(ȲȮȴȩȵȯȩȱȬȭȴȤȰȮȲю ȥȯȲȮ ʹ × ʹ):σ௫ = ቈͲ ͳͳ Ͳ቉ , σ௬ = ቈͲ −�� Ͳ቉ , σ௭ = ቈͳ ͲͲ −ͳ቉ . (˚.˗˘)ǼȤȶȴȬȺі ǿȤȷȯі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȶȤȮȬȰ ȦȤȪȯȬȦȬȰ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ:σଶ௫ = σଶ௬ = σଶ௭ = ૚ (˚.˗˙)(ȶȷȶ ૚ ȳȲȫȱȤȻȤє ȲȨȬȱȬȻȱȷ ʹ × ʹ-ȰȤȶȴȬȺю),σ஑σஒ = −σஒσ஑ = �ɂ஑ஒஓσஓ. (˚.˗˚)Ȇі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя є ȲȳȩȴȤȶȲȴȱȬȰȬ ȴіȦȱȲȵȶяȰȬ, ȽȲ ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ ȮȲȱ-ȮȴȩȶȱȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱȲȧȲ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя.ǾȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȲȦі ȵȳіȱȲȦȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȦȱȤȳȴяȰȮȷ ෝ� = (sin θ cosɔ, sin θ sinɔ, cos θ), ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ෝ� ⋅ � = ଵଶ~ෝ� ⋅ �, Ȩȩ

ෝ� ⋅ � = ቈ cos θ �ି௜஦ sin θ�௜஦ sin θ − cos θ቉ . (˚.˗˛)



§ ˚.˗. ȁȳіȱ ˔˛˔ǿȴяȰȩ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȳȲȮȤȫȷє, ȽȲ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ Ⱥієї ȰȤȶȴȬȺі є +ͳ і−ͳ, Ȥ ȦіȨȳȲȦіȨȱі (ȱȩȱȲȴȰȲȦȤȱі) ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ,ቆ�ି௜஦ sin θͳ − cos θቇ , ቆ−�ି௜஦ sin θͳ + cos θ ቇ .ǷȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȶȴȬґȲȱȲȰȩȶȴȬȻȱȬȹ ȸȲȴȰȷȯ Ȩȯя ȳȲȯȲȦȬȱȱȬȹ ȮȷȶіȦ, Ⱥі Ȧȩ-ȮȶȲȴȬ ȰȲȪȱȤ ȫȤȰіȱȬȶȬ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȬȰȬ ȦȬȴȤȫȤȰȬ Ȩȯя ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȹ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ: ቆ�ି௜஦/ଶ cos[θ/ʹ]�௜஦/ଶ sin[θ/ʹ] ቇ , ቆ−�ି௜஦/ଶ sin[θ/ʹ]�௜஦/ଶ cos[θ/ʹ] ቇ . (˚.˗˜)Ǵȯя ȦȩȮȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ȰȤюȶь ȸіȫȬȻȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȯȬȼȩ ȦіȨȱȲȵȱі ȦȩȯȬȻȬȱȤȶȤ ȸȤȫȬ ȭȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ, Ȥ ȭȲȧȲ ȳȲȦȱȤ ȱȲȴȰȤ ȶȤ ȳȲȦȱȤ ȸȤȫȤ ȱȩ ȦȤȪȯȬȦі.ЯȮȽȲ ȴȲȫȧȯяȱȷȶȬ ȳȩȴȼȬȭ ȦȩȮȶȲȴ (ȫ ȨȴȷȧȬȰ ȷȵȩ ȤȱȤȯȲґіȻȱȲ), ȶȲ ȦіȨȱȲȵȱȤȸȤȫȤ ȨȦȲȹ ȭȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȵȮȯȤȨȤє �ି௜஦ і ȳȴȬ ȫȰіȱіɔ ȦіȨ Ͳ ȨȲ ʹπ ȳȴȲȥіȧȤєȦȵі ȰȲȪȯȬȦі ȫȱȤȻȩȱȱя ȸȤȫȲȦȲї ȴіȫȱȬȺі. ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȤȥȵȲȯюȶȱȬȹ ȦȩȯȬ-ȻȬȱ (ȱȲȴȰ) ȺȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ є tan[θ/ʹ] і ȳȴȬ ȫȰіȱі θ ȦіȨ Ͳ ȨȲ π ȳȴȲȥіȧȤє ȦȵіȨіȭȵȱі ȱȩȦіȨ’єȰȱі ȫȱȤȻȩȱȱя — іȱȤȮȼȩ ȮȤȪȷȻȬ, Ȧȵі ȰȲȪȯȬȦі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱ-ȱя ȱȲȴȰ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȥȷȨь-яȮȬȭ ȨȦȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȲюȱȲȴȰȲю ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȲ ȦȬȴȤȪȩȱȬȭ Ȼȩȴȩȫ ȳȩȴȼȬȭ (і ȶȤȮ ȵȤȰȲ Ȼȩ-ȴȩȫ ȨȴȷȧȬȭ) ȦȩȮȶȲȴ іȫ (͹.Ͷͻ)ȼȯяȹȲȰ ȳіȨȥȲȴȷ ȱȤȯȩȪȱȬȹθ іɔ. ǰ ȲȶȪȩ, ȮȲȪȩȱȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ ȫ � = ଵଶ ȰȲȪȱȤ ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȲ ȤȵȲȺіюȦȤȶȬ ȫ ȶȤȮȬȰ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȰȱȤȳȴяȰȮȲȰ ෝ�, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴ ȺьȲȧȲ ȵȶȤȱȷ ȥȷȨȩ ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤෝ� ⋅ � іȫ ȦȯȤȵȱȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ+ଵଶ~, ȶȲȥȶȲ ȲȳȬȵȷȦȤȶȬȰȩ ȵȳіȱ, ȫȲȴієȱȶȲȦȤȱȬȭ ȷȱȤȳȴяȰȮȷ ෝ�.ǴȤȯі ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȫȤȧȤȯьȱȬȭ ȵȶȤȱ (яȮȬȭ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȭ ȫȰіȼȤȱȬȰ), ȽȲȲȳȬȵȷєȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ ρ. ʹ×ʹ-ȰȤȶȴȬȺя ȰȤє ȻȲȶȬȴȬ ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ, ȶȲ-Ȱȷ її ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію ȻȲȶȬȴьȲȹ ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȰȤ-ȶȴȬȺь ૚, σ௫ , σ௬ і σ௭ . ǾȶȪȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȵȶȤȱȷȷ ȦȬȧȯяȨі ρ = ଵଶ(૚ + � ⋅ �). (˚.˘˓)ǼȱȲȪȱȬȮ ଵଶ ȲȥȴȤȱȲ Ȩȯя ȶȲȧȲ, ȽȲȥ Tr ρ = ͳ. ǲȩȮȶȲȴ � = (�௫ , �௬ , �௭) ȳȲ-ȦȬȱȩȱ ȥȷȶȬ ȨіȭȵȱȬȰ, ȽȲȥ ȫȤȥȩȫȳȩȻȬȶȬ ȩȰіȶȲȦіȵȶь ρ. Ǵȯя ȫ’яȵȷȦȤȱȱя ȭȲȧȲȸіȫȬȻȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя, ȲȥȻȬȵȯȬȰȲ⟨σ௫⟩ = Tr(ρσ௫) == ଵଶ Tr(σ௫ + �௫૚ − �௬�σ௭ + �௭�σ௬) == ଵଶ�௫ Tr ૚ == �௫ .



˔˛˕ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȂȷȶ ȰȬ ȵȮȲȴȬȵȶȤȯȬȵя (͹.Ͷ͸) і (͹.Ͷ͹), Ȥ ȶȤȮȲȪ ȶȬȰ ȸȤȮȶȲȰ, ȽȲ ȵȯіȨ ȰȤȶȴȬȺьǿȤȷȯі ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю. ǰȱȤȯȲґіȻȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȨȤюȶь ȥȻȬȵȯȩȱȱя Ȩȯя � і �ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ, ȶȲȪ ȰȬ ȰȤєȰȲ ⟨�⟩ = Tr(ρ�) = �. (˚.˘˔)Ȇȩȭ ȦȩȮȶȲȴ ȱȤȫȬȦȤюȶь ˅ˈˍ˕ˑ˓ˑˏ ˒ˑˎя˓ˋˊ˃˙ії ȵȶȤȱȷ ρ.ǾȵȮіȯьȮȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ (͹.Ͷͺ) ȰȤє ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя +ͳ і −ͳ, ȶȲ ȫ (͹.ͷͲ) ȱȩ-ȧȤȭȱȲ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ρ є ଵଶ(ͳ+|�|) і ଵଶ(ͳ−|�|). ǾȳȩȴȤ-ȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȱȩ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȦіȨ’єȰȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь, ȶȲȰȷ ȨȲȦȪȬȱȤ ȦȩȮȶȲ-ȴȤ ȳȲȯяȴȬȫȤȺії ȱȩ ȳȲȦȬȱȱȤ ȳȩȴȩȦȬȽȷȦȤȶȬ ȲȨȬȱȬȺі: |�| ≤ ͳ. ȇȬȵȶі ȵȶȤȱȬȹȤȴȤȮȶȩȴȬȫȷюȶьȵя ȷȰȲȦȲю |�| = ͳ, ȽȲ ȦіȨȳȲȦіȨȤє ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱіȭ ȳȲȯяȴȬ-ȫȤȺії. ǽȩȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱі ȵȶȤȱȬ, ȽȲ ȰȤюȶь � = Ͳ, є іȫȲȶȴȲȳȱȬȰȬ, і Ȧ ȶȤȮȬȹȵȶȤȱȤȹ ȵȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȵȳіȱȷ ȨȲȴіȦȱює ȱȷȯю.ǽȩȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱі ȵȶȤȱȬ яȦȯяюȶь ȵȲȥȲю ȱȤȭȳȴȲȵȶіȼȬȭ і ȱȤȳȲȼȬȴȩȱіȼȬȭȳȴȬȮȯȤȨ ȫȰіȼȤȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ, яȮі ȱȩ ȰȲȪȷȶь ȥȷȶȬ ȲȳȬȵȤȱі ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (іі): ˔˒іː ˑˇˋːˋ˙яǼȤȶȴȬȺі Ȩȯя ȵȳіȱȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȫ ȥȯȲȮȷ ͵×͵ ȷ ȦȬȴȤȫі(͹.ͳ͸). ǾȵȶȤȶȲȻȱȬȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȥȷȨȩ

�௫ = ~√ʹ቎Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ቏ , �௬ = ~√ʹ቎Ͳ −� Ͳ� Ͳ −�Ͳ � Ͳ቏ ,
�௭ = ~ ቎ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ቏ .

(˚.˘˕)
ǼȤȶȴȬȺя Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȵȳіȱȷ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ ෝ� = (sin θ cosɔ, sin θ sinɔ,cos θ) ȰȤє ȦȬȧȯяȨ

ෝ� ⋅ � = ~ ൦ cos θ ଵ√ଶ sin θ�ି௜஦ Ͳଵ√ଶ sin θ�௜஦ Ͳ ଵ√ଶ sin θ�ି௜஦Ͳ ଵ√ଶ sin θ�௜஦ −cos θ ൪ . (˚.˘˖)
ǲȲȱȤ ȰȤє ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ~, Ͳ і −~, Ȥ ȦіȨȳȲȦіȨȱі їȰ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ є

቎ଵଶ(ͳ + cos θ)�ି௜஦ଵ√ଶ sin θଵଶ(ͳ − cos θ)�௜஦ ቏ , ൦− ଵ√ଶ sin θ�ି௜஦cos θଵ√ଶ sin θ�௜஦ ൪ , ቎ଵଶ(ͳ − cos θ)�ି௜஦− ଵ√ଶ sin θଵଶ(ͳ + cos θ)�௜஦ ቏ . (˚.˘˗)



§ ˚.˗. ȁȳіȱ ˔˛˖ǽȤ ȦіȨȰіȱȷ ȦіȨ ȦȬȳȤȨȮȷ � = ଵଶ , Ȩȯя � = ͳ ȱȩ є ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȰ ȶȦȩȴȨȪȩȱ-ȱя, ȽȲ ȮȲȪȩȱ ȦȩȮȶȲȴ ȰȤє ȥȷȶȬ ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȵȳіȱȤ Ȧ ȳȩȦ-ȱȲȰȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ. ǿȴȬȻȬȱȤ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ Ȩȯя ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȦіȨȱȲȵȱȬȹȸȤȫ ȶȤ ȦіȨȱȲȵȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ͵-ȦȩȮȶȲȴȤ ȳȲȶȴіȥȱȲ ȻȲȶȬȴȬȱȩȫȤȯȩȪȱі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ, Ȥ ȱȤȦȩȨȩȱі ȦȬȽȩ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȯȬȼȩ ȨȦȤȶȤȮі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ — θ і ɔ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ ȵȬȵȶȩȰȬ ȫ � = ͳ ȱȩ ȰȲ-ȪȱȤ ȳȲȦ’яȫȤȶȬ ȫі ȵȳіȱȲȰ, ȲȴієȱȶȲȦȤȱȬȰ ȷ яȮȲȰȷȵь ȳȩȦȱȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȰȷȱȤȳȴяȰȮȷ.ǷȤȧȤȯьȱȬȭ ȵȶȤȱ ȲȳȬȵȷєȶьȵя͵×͵-ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰρ, яȮȬȭ, ȳіȵȯя ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱ-ȱя ȨȲ ȱьȲȧȲ ȲȥȰȩȪȩȱь Tr ρ = ͳ і ρ = ρற, ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȳ’яȶȬ ȳȤȴȤȰȩȶȴіȦ.ǲȩȮȶȲȴ ȳȲȯяȴȬȫȤȺії ⟨�⟩ = Tr(ρ�) ȫȤȥȩȫȳȩȻȷє ȯȬȼȩ ȶȴȬ ȶȤȮі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ, ȤȲȶȪȩ Ȧіȱ ȱȩ ȰȲȪȩ єȨȬȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȦȬȫȱȤȻȤȶȬ ȵȶȤȱ, яȮ Ⱥȩ ȥȷȯȲ Ȩȯя � = ଵଶ .ǴȲȨȤȶȮȲȦі ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ, ȱȩȲȥȹіȨȱі Ȩȯя ȳȲȦȱȲȧȲ ȦȬȫȱȤȻȩȱȱя ȵȶȤȱȷ Ȧ ȺьȲȰȷȦȬȳȤȨȮȷ, Ȥ ȶȤȮȲȪ їȹȱє ȸіȫȬȻȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя, ȥȷȨȷȶь ȲȨȱією ȫ ȶȩȰ ȲȥȧȲȦȲȴȩȱȱяȦ ȀȲȫȨіȯі ˛.
ʑˋ˒˃ˇˑˍ (ііі): ˔˒іː ͵/ʹȃ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȵȳіȱȲȦȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȥȷȨȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ Ͷ×Ͷ,яȮі ȰȬ ȱȩ ȵȶȤȱȩȰȲ ȦȬȳȬȵȷȦȤȶȬ Ȧ яȦȱȲȰȷ ȦȬȧȯяȨі, ȹȲȻȤ Ⱥȩ ȭ ȱȤȦȤȪȮȲ ȫȴȲ-ȥȬȶȬ. ȁȷȰȤ ȮȦȤȨȴȤȶіȦ ȺȬȹ ȰȤȶȴȬȺь Ȩȯя ȵȳіȱȲȦȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȷ ȶȴьȲȹ Ȳȴ-ȶȲґȲȱȤȯьȱȬȹ ȱȤȳȴяȰȮȤȹ ȰȤє ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі�ଶ௫ + �ଶ௬ + �ଶ௭ = ~

ଶ�(� + ͳ). (˚.˘˘)ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя �. ȃ ȦȬȳȤȨȮȷ � = ଵଶȺȩ ȶȴȬȦіȤȯьȱȤ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь, ȥȲ ȮȲȪȩȱ ȫ ȨȲȨȤȱȮіȦ ȷ ȯіȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі, яȮ ȫȤȵȦіȨ-Ȼȷє (͹.Ͷ͸), ȮȴȤȶȱȬȭ ȲȨȬȱȬȻȱіȭ ȰȤȶȴȬȺі. ȃ ȦȬȳȤȨȮȷ � = ͳ ȮȦȤȨȴȤȶȬ ȰȤ-ȶȴȬȺь (͹.ͷʹ) ȱȩ ȮȴȤȶȱі ȲȨȬȱȬȺі, Ȥȯȩ ȦȲȱȬ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі, ȶȲȰȷ ȰȤюȶь ȳȲȦ-ȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ǰ Ⱥя ȶȲȶȲȪȱіȵȶь ȳȴȲȵȶȲ ȦȬȴȤȪȤєȦȫȤєȰȲȫȦ’яȫȲȮ ȰіȪ їȹȱіȰȬ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ: Ȩȯя ȮȲȪȱȲȧȲ ȶȤȮȲȧȲ ȦȯȤ-ȵȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ȨȦі ȰȤȶȴȬȺі ȳȲȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ~
ଶ, Ȥ ȲȨȱȤ —ȱȷȯь.ǿȲȻȬȱȤюȻȬ ȫ � = ଷଶ , ȰȤȶȴȬȺі �ଶ௫ , �ଶ௬ і �ଶ௭ ȷȪȩ ȱȩ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі, ȶȲȰȷȨȯя ȱȬȹ ȱȩ іȵȱȷє ȵȳіȯьȱȲȧȲ ȱȤȥȲȴȷ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, Ȥ ȦіȨȶȤȮ ȶȲȶȲȪȱіȵȶь(͹.ͷͷ) ȱȩ ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ. ǽȤ-ȵȳȴȤȦȨі Ⱥȩ ȭ ȱȩȰȲȪȯȬȦȲ, ȥȲ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȮȲȪȱȲȧȲ ȨȲȨȤȱȮȤ Ȧ ȯіȦіȭ ȻȤ-ȵȶȬȱі ȰȤє ȥȷȶȬ ȤȥȲ ͻ~ଶ/Ͷ, ȤȥȲ ~

ଶ/Ͷ, і ȪȲȨȱȤ ȵȷȰȤ ȱȩ ȫȰȲȪȩ ȨȤȶȬ ͳͷ~ଶ/Ͷ ȷȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі. Ȇȩȭ ȵȷȶȲ ȤȴȬȸȰȩȶȬȻȱȬȭ ȸȤȮȶ ȫȤȯȷȻȤєȶьȵя ȨȲ іȱȶȩȴȳȴȩȶȤ-Ⱥії ȮȦȤȱȶȲȦȲї ȰȩȹȤȱіȮȬ. ǼȲȪȩ ȦȬȱȬȮȱȷȶȬ ȵȳȲȮȷȵȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱі



˔˛˗ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȦȩȯȬȻȬȱȬ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȤȹȤȱіȺі, яȮ ȮȯȤȵȬȻȱі ȵȶȲȹȤȵȶȬȻȱі ȫȰіȱȱі, ȮȲȪȱȤ ȫяȮȬȹ ȦȬȳȤȨȮȲȦȬȰ ȻȬȱȲȰ ȱȤȥȷȦȤє ȲȨȱȲȧȲ ȫі ȵȦȲїȹ ȨȲȫȦȲȯȩȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȫȧі-ȨȱȲ ȫ ȮȦȤȱȶȲȦȲȰȩȹȤȱіȻȱȬȰ ȴȲȳȲȨіȯȲȰ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі. ǿȴȲȶȩ ȦȬȽȩȱȤȦȩȨȩȱȬȭȳȴȬȮȯȤȨ ȵȦіȨȻȬȶь ȳȴȲ ȱȩȮȲȴȩȮȶȱіȵȶь ȶȤȮȲї іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії, ȳȴȬȱȤȭȰȱі, ȨȯяȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ, ȥȲ ȫȤ ȶȤȮȬȰ ȶȯȷȰȤȻȩȱȱяȰ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱі ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȽȲȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь �ଶ௫ , �ଶ௬ і �ଶ௭ , ȷ ȮȲȪȩȱ ȰȲȰȩȱȶ ȻȤȵȷ ȳȲȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȺіȯȮȲȰ ȳȩȦȱȩȫȱȤȻȩȱȱя, Ȥ ȲȶȪȩ, ȵȷȰȤ (͹.ͷͷ) ȳȲȦȬȱȱȤ ȥȷȶȬ ȵȷȰȲю ȺȬȹ ȫȱȤȻȩȱь.ǿȬȶȤȱȱя іȱȶȩȴȳȴȩȶȤȺії ȶȤȮȲȪ ȳȲȵȶȤȦȤȶȬȰȷȶь і Ȧ ȳȲȨȤȯьȼȬȹ ȴȲȫȨіȯȤȹ,Ȩȩ ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ їȹ ȨȩȶȤȯьȱіȼȩ.
§ ͹.ͷ. ʠˍіː˚ˈːːі ˑ˄ˈ˓˕˃ːːяȉȲȥ ȲȳȬȵȤȶȬ ȨȲȦіȯьȱȩ ȲȩȴȶȤȱȱя, ȶȴȩȥȤ ȫȤȨȤȶȬ ȶȴȬ ȳȤȶȤȰȩȶȴȬ. ǽȤȳȴȬ-ȮȯȤȨ, Ⱥȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȱȤȳȴяȰ Ȳȵі ȲȥȩȴȶȤȱȱя (ȨȦȤ ȳȤȴȤȰȩȶȴȬ) і Ȯȷȶ ȲȥȩȴȶȤȱ-ȱя, яȮ ȷ (͹.ͳ͹). ІȱȼȤ ȳȲȼȬȴȩȱȤ ȳȤȴȤȰȩȶȴȬȫȤȺія ȫȤȨȤєȶьȵя ˈˌˎˈ˓ˑ˅ˋˏˋ ˍ˖-
˕˃ˏˋ, яȮ ȳȴȲіȯюȵȶȴȲȦȤȱȲ ȱȤ ȀȬȵ. ˚.˕. ǿȩȴȩȹіȨ ȦіȨ ȸіȮȵȲȦȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶ ���� ȨȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȲї ��′�′�′ ȦіȨȥȷȦȤєȶьȵя ȫȤ ȶȴȬ ȮȴȲȮȬ:(i) ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ α ȨȲȦȮȲȯȤ ��, ȽȲ ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь �� Ȧ ��;(ii) ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ β ȨȲȦȮȲȯȤ ��, ȽȲ ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь �� Ȧ ��′;(iii) ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ ɀ ȨȲȦȮȲȯȤ ��′, ȽȲ ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь �� Ȧ ��′.ǽȤȳȴȬȮіȱȺі ȺьȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя �� ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ ��′. ȆȬȰ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȰȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ �௭(α), �௨(β) і �௭′(ɀ) Ȧ ȳȲȫȱȤȻȩȱȱяȹ (͹.ͳ͹). ǿіȨ-

ʟˋ˔. ͹.ʹ. ǾȥȩȴȶȤȱȱя ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ �௫௬௭ ȱȤ ȩȭȯȩȴȲȦі ȮȷȶȬ ஑, ஒ і ஓ, ȽȲ ȨȤєȵȬȵȶȩȰȷ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ �௫′௬′௭′.



§ ˚.˘. ȁȮіȱȻȩȱȱі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ˔˛˘ȵȷȰȮȲȦȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȲȳȬȵȷєȶьȵя ȨȲȥȷȶȮȲȰ ȺȬȹ ȶȴьȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȷ ȫȦȲȴȲ-ȶȱȲȰȷ ȳȲȴяȨȮȷ: �(α, β, ɀ) = �௭′(ɀ)�௨(β)�௭(α) == �ି௜ஓJ೥′ �ି௜ஒJೠ �ି௜஑J೥ . (˚.˘˙)(ȃ ȺьȲȰȷ ȳȤȴȤґȴȤȸі ȰȬ ȥȷȨȩȰȲ ȳȲȵȯȷȧȲȦȷȦȤȶȬȵя ȵȬȵȶȩȰȲю ȲȨȬȱȬȺь, ȷ яȮіȭ
~ = ͳ.)Ȇȩ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȩ ȱȤȨȶȲ ȫȴȷȻȱȬȭ, ȥȲ ȨȦȤ ȫ ȶȴьȲȹȲȥȩȴȶȤȱь ȫȨіȭȵȱююȶьȵя ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵȩȭ, ȽȲ ȱȤȯȩȪȤȶь ȨȲ іȱȼȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲ-ȲȴȨȬȱȤȶ. ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȸȲȴȰȷȯȷ (͵.ʹ) ȨȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȦȮȤȫȤȱȲȧȲ Ȧ ȳȷȱȮȶі(і), ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ J௨ = �௭(α) J௬�௭(−α), ȲȶȪȩ,�௨(β) = �௭(α)�௬(β)�௭(−α).ȂȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȲȵȮіȯьȮȬ J௭′ є ȴȩȫȷȯьȶȤȶȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱь (і) ȶȤ (іі), ȰȤєȰȲ�௭′(ɀ) = �௨(β)�௭(α)�௭(ɀ)�௭(−α)�௨(−β) == �௭(α)�௬(β)�௭(ɀ)�௬(−β)�௭(−α).ȃ ȨȴȷȧȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȥȷȯȲ ȫȤȵȶȲȵȲȦȤȱȲ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя �௨(β). ǿіȨȵȶȤȦȯяюȻȬ ȲȶȴȬ-ȰȤȱі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ Ȧ (͹.ͷ͸) ȰȬ Ȧ ȮіȱȺȩȦȲȰȷ ȳіȨȵȷȰȮȷ ȫȱȤȹȲȨȬȰȲ�(α, β, ɀ) = �௭(α)�௬(β)�௭(ɀ) == �ି௜஑J೥ �ି௜ஒJ೤ �ି௜ஓJ೥ . (˚.˘˚)Ȃȩȳȩȴ ȷȵі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȦȬȴȤȪȩȱȲ Ȧ ȳȲȻȤȶȮȲȦіȭ ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ����.
ʏˍ˕ˋ˅ːі ˕˃ ˒˃˔ˋ˅ːі ˑ˄ˈ˓˕˃ːːяǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȫ ȨȦȲȹ ȳȲȫȬȺіȭ: ˃ˍ˕ˋ˅ː˃ ȶȲȻȮȤ ȫȲȴȷ ȳȲ-ȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ Ȳȥ’єȮȶ ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȦіȨȱȲȵȱȲ ȱȩȴȷȹȲȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴ-ȨȬȱȤȶ, Ȥ ˒˃˔ˋ˅ː˃ ȶȲȻȮȤ ȫȲȴȷ ȳȩȴȩȨȥȤȻȤє ȸіȮȵȲȦȤȱіȵȶь Ȳȥ’єȮȶȤ і ȲȥȩȴȶȤȱȱяȦіȨȱȲȵȱȲ ȱьȲȧȲ ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ЯȮ ȷȪȩ ȧȲȦȲȴȬȯȲȵя ȴȤȱіȼȩ, ȰȬ ȳȩȴȩ-ȦȤȪȱȲ ȥȷȨȩȰȲ ȨȲȶȴȬȰȷȦȤȶȬȵь ȤȮȶȬȦȱȲї ȶȲȻȮȬ ȫȲȴȷ, ȳȴȲȶȩ ȲȥȬȨȦȤ ȰȩȶȲȨȬє ȴіȦȱȲȺіȱȱȬȰȬ, і ȱȤȰ ȥȤȪȤȱȲ ȫȴȲȫȷȰіȶȬ, яȮ ȦȲȱȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵяȶьȵя ȰіȪ ȵȲ-ȥȲю. Ǵȯя ȳȴȲȵȶȲȶȬ іȯюȵȶȴȤȺії ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȯȬȼȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі �,Ȥ ȳȲȶіȰ ȷȫȤȧȤȯьȱȬȰȲ ȱȤȼі ȦȬȵȱȲȦȮȬ ȱȤ ȦȬȳȤȨȲȮ ȨȲȦіȯьȱȬȹ ȲȥȩȴȶȤȱь.ǿȴȬ ˃ˍ˕ˋ˅ːˑˏ˖ ȲȥȩȴȶȤȱȱі, ȳȲȮȤȫȤȱȲȰȷ ȱȤ ȀȬȵ. ˚.˖, Ȳȥ’єȮȶ ȲȳȩȴȩȰіȽȷ-єȶьȵя ȱȤ Ȯȷȶ α ȳȴȲȶȬ ȧȲȨȬȱȱȬȮȲȦȲї ȵȶȴіȯȮȬ (ȱȤȴȤȫі Ⱥȩ є ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰ ȱȤ-ȳȴяȰȮȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȥȲ Ȧіȵь � ȵȮȩȴȲȦȤȱȲ ȳȩȴȳȩȱȨȬȮȷȯяȴȱȲ ȳȯȲȽȬȱі ȫȲ-ȥȴȤȪȩȱȱя, ˇˑ ȻȬȶȤȻȤ), і ȶȲȨі ȳȩȦȱȤ ȸіȫȬȻȱȤ ȶȲȻȮȤ Ȧ Ȳȥ’єȮȶі, ȽȲ ȨȲȵі ȥȷ-ȯȤ ȴȲȫȶȤȼȲȦȤȱȤ ȫȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ (�, �), ȳȩȴȩȹȲȨȬȶь ȷ ȱȲȦȩ ȳȲȯȲȪȩȱȱя



˔˛˙ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ

ʟˋ˔. ͹.͵. ǰȮȶȬȦȱȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя — ȵȬȵȶȩȰȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȸіȮȵȲȦȤȱȤ, Ȥ ȱȤ Ȯȷȶ ஑ ȳȩȴȩȰі-Ƚȷєȶьȵя Ȳȥ’єȮȶ.
(�′, �′). ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ ȺȬȹ ȨȦȲȹ ȶȲȻȲȮ ȫȤȨȤєȶьȵя Ȼȩ-ȴȩȫ ȰȤȶȴȬȺю ȤȮȶȬȦȱȬȹ ȲȥȩȴȶȤȱь:�′௜ = ∑

௝ �(௔)௜௝ �௝ . (˚.˘˛)
ȃ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȰȤȶȴȬȺя �(௔)௜௝ (α, β, ɀ) є ȸȷȱȮȺією ȶȴьȲȹ ȩȭȯȩȴȲȦȬȹȮȷȶіȦ. Ǵȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі � ȦȲȱȤ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ

�(௔)௜௝ (α, Ͳ, Ͳ) = ቎cos α − sin α Ͳsin α cos α ͲͲ Ͳ ͳ቏ . (˚.˘˜)
ǽȩȹȤȭ Ȳȥ’єȮȶȲȰ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȥȷȨȩ ȵȮȤȯяȴȱȩ ȳȲȯȩ ȤȥȲ ȸȷȱȮȺія ȵȶȤȱȷȥȩȫȵȳіȱȲȦȲї ȻȤȵȶȮȬ Ψ(�). ǿȩȴȩȶȦȲȴȩȱȤ ȸȷȱȮȺія ȫȤȳȬȵȷєȶьȵя, яȮ Ψ′(�) =�(௔)(α, β, ɀ)Ψ(�). ǾȵȮіȯьȮȬ ȳȴȬ ȤȮȶȬȦȱȲȰȷ ȲȥȩȴȶȤȱȱі ȫȰіȽȷєȶьȵя ȳȴȲȵȶȲ-ȴȲȦȬȭ ȴȲȫȳȲȨіȯ ȸȷȱȮȺії, ȶȲ ȫȱȤȻȩȱȱя Ψ′ ȷ ȱȲȦіȭ ȶȲȻȺі �′ = (�′, �′, �′) ȰȤєȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȫȱȤȻȩȱȱю Ψ ȷ ȵȶȤȴіȭ ȶȲȻȺі � = (�, �, �): Ψ′(�′) = Ψ(�) =Ψ([�(௔)]ିଵ�′). ǰ ȳȴȬȥȴȤȦȼȬ ȦȪȩ ȱȩȳȲȶȴіȥȱȬȻ ȼȶȴȬȹіȦ, ȰȤєȰȲ�(௔)(α, β, ɀ)Ψ(�) = Ψ([�(௔)௜௝ (α, β, ɀ)]ିଵ�), (˚.˙˓)ȽȲ є ȲȮȴȩȰȬȰ ȦȬȳȤȨȮȲȰ ȫȤȧȤȯьȱȲї ȸȲȴȰȷȯȬ (͵.ͺ).ǿȴȬ ˒˃˔ˋ˅ːˑˏ˖ ȲȥȩȴȶȤȱȱі (ȀȬȵ. ˖.˖) Ȳȥ’єȮȶ � ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ȱȩȴȷȹȲȰȬȰ,Ȥ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȫȤȫȱȤє ȵȬȵȶȩȰȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ǾȶȪȩ, ȶȤ ȵȤȰȤ ȸіȫȬȻȱȤ ȶȲȻȮȤȫ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȰȬ � = (�, �, �) ȷ ȵȶȤȴіȭ ȵȬȵȶȩȰі, ȰȤȶȬȰȩ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȬ �ᇳ =(�ᇳ, �ᇳ, �ᇳ) ȷ ȱȲȦіȭ ȵȬȵȶȩȰі. ǷȦ’яȫȲȮ ȰіȪ ȱȬȰȬ ȨȤє ȰȤȶȴȬȺя ȳȤȵȬȦȱȬȹ Ȳȥȩȴ-ȶȤȱь: �′′௜ = ∑

௝ �(௣)௜௝ �௝ . (˚.˙˔)



§ ˚.˘. ȁȮіȱȻȩȱȱі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ˔˛˚

ʟˋ˔. ͹.Ͷ. ǿȤȵȬȦȱȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя — Ȳȥ’єȮȶ ȸіȮȵȲȦȤȱȬȭ, Ȥ ȱȤ Ȯȷȶ ஑ ȳȩȴȩȰіȽȷєȶьȵя ȵȬ-ȵȶȩȰȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ.
Ǵȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі � ȰȤȶȴȬȺя �(௣)௜௝ (α, β, ɀ)ȰȤєȦȬȧȯяȨ �(௣)௜௝ (α, Ͳ, Ͳ) = ቎ cos α sin α Ͳ− sin α cos α ͲͲ Ͳ ͳ቏ . (˚.˙˕)
ǲȩȯȬȻȬȱȤ ȵȮȤȯяȴȱȲȧȲ ȳȲȯя ȤȥȲ ȸȷȱȮȺії ȵȶȤȱȷ Ȧ ȶȲȻȺі � ȰȤє ȫȤȯȬȼȤȶȬȵяȱȩȫȰіȱȱȲю, ȱȩȫȤȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȲȥȴȤȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, ȹȲȻȤ її ȸȷȱȮȺіȲ-ȱȤȯьȱȤ ȸȲȴȰȤ Ȧ ȴіȫȱȬȹ ȵȬȵȶȩȰȤȹ ȥȷȨȩ ȴіȫȱȲю. ǾȶȪȩ, ȰȬ ȳȲȦȬȱȱі ȲȶȴȬȰȤȶȬΨᇳ(�ᇳ) = Ψ(�), ȨȩΨᇳ іΨ ȳȲȫȱȤȻȤюȶь ȸȷȱȮȺії Ȧ ȱȲȦȬȹ ȶȤ ȵȶȤȴȬȹ ȮȲȲȴȨȬȱȤ-ȶȤȹ. Іȫ (͹.͸ͳ) ȰȤєȰȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя � = [�(௣)]ିଵ�ᇳ, ȶȲȰȷΨᇳ(�ᇳ) = Ψ(�) =Ψ([�(௕)]ିଵ�ᇳ). ǰ ȳȲȫȥȷȦȼȬȵь ȷȪȩ ȱȩȳȲȶȴіȥȱȬȹ ȼȶȴȬȹіȦ,�(௣)(α, β, ɀ)Ψ(�) = Ψ([�(௣)௜௝ (α, β, ɀ)]ିଵ�), (˚.˙˖)ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ (͹.͸Ͳ) і (͹.͸͵) ȰȤюȶь ȲȨȱȤȮȲȦȬȭ ȦȬȧȯяȨ, ȽȲ ȦȮȯюȻȤєȲȥȩȴȱȩȱȷ Ȩію ȰȤȶȴȬȺі ȱȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȬȭ ȤȴґȷȰȩȱȶ. ȀіȫȱȬȺя ȰіȪ ȺȬȰȬ ȨȦȲ-ȰȤ ȦȬȳȤȨȮȤȰȬ ȳȲȯяȧȤє ȯȬȼȩ Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȰȤȶȴȬȺі ȤȮȶȬȦȱȬȹ ȶȤ ȳȤȵȬȦȱȬȹ ȳȩ-ȴȩȶȦȲȴȩȱь ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ є Ȳȥȩȴȱȩȱі ȲȨȱȤ ȨȲ ȲȨȱȲї. Ȇȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȶȤȮȲȪȦȬȮȲȱȷєȶьȵя і Ȧ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ:�(௣)(α, β, ɀ) = [�(௔)(α, β, ɀ)]ିଵ = �(௔)(−ɀ,−β,−α).Ȇя ȴіȦȱіȵȶь ȦȬȴȤȪȤє іȱȶȷїȶȬȦȱȬȭ ґȩȲȰȩȶȴȬȻȱȬȭ ȸȤȮȶ, ȽȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȲȥ’єȮȶȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȱȩȴȷȹȲȰȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱюȦ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȬȭ ȥіȮ ȵȬȵȶȩȰȬ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȱȩȴȷȹȲȰȲȧȲ Ȳȥ’єȮȶȤ.˔˕

˔˕ǾȥȧȲȦȲȴȩȱȱя ȤȮȶȬȦȱȬȹ ȶȤ ȳȤȵȬȦȱȬȹ ȲȥȩȴȶȤȱь ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ȱȤ ȵȶȤȶȶі Ǽ. ǱȷȶȩȱȤ [˖˗], ȷяȮіȭ ȫȲȮȴȩȰȤ ȦȮȤȫȤȱȲ, ȽȲ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱі ȨȲȦіȨȱȬȮȬ ǵȨȰȲȱȨȵȤ [˘˖] і ȀȲȷȫȤ [˔˘˙] Ȱіȵȶяȶь ȳȲ-ȰȬȯȮȬ Ȧ ȴȲȫȧȯяȨі ȺьȲȧȲ ȳȬȶȤȱȱя.



˔˛˛ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ
ʛ˃˕˓ˋ˙і ˑ˄ˈ˓˕˃ːːяǼȤȶȴȬȻȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȲȥȩȴȶȤȱȱя (͹.ͷ͹) ȷ ȥȤȫȬȵі, ȷȶȦȲȴȩȱȲ-Ȱȷ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ⟨j′,m′|�(α, β, ɀ)|j,m⟩ = Ɂj′j �(j)

m′m
(α, β, ɀ), (˚.˙˗)ȳȲȴȲȨȪȷє ˏ˃˕˓ˋ˙і ˑ˄ˈ˓˕˃ːːя�(j)

m′m
(α, β, ɀ) = ⟨j,m′|�ି௜஑J೥ �ି௜ஒJ೤ �ି௜ஓJ೥|j,m⟩ == �ି௜(஑m′ାஓm) �(j)

m′m
(β), (˚.˙˘)Ȩȩ �(j)

m′m
(β) = ⟨j,m′|�ି௜ஒJ೤|j,m⟩. (˚.˙˙)ǼȤȶȴȬȺя (͹.͸Ͷ) ȨіȤґȲȱȤȯьȱȤ ȫȤ (j′, j), ȥȲ � ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ Jଶ. ǰȵȳȴȲȽȩȱȱя Ȧ ȨȴȷȧȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȦȬȴȤȫȷ (͹.͸͸) ȦіȨȥȷȦȤєȶьȵя ȫȤȦȨяȮȬ ȶȲȰȷ, ȽȲȥȤȫȬȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ J௭ .ǼȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ (͹.͸͹)ȯȩȧȮȲ ȲȥȻȬȵȯюєȶьȵя Ȩȯя ȦȬȳȤȨȮȷ j = ଵଶ . ȂȲ-ȨіJ௬ ȰȲȪȱȤ ȫȤȰіȱȬȶȬ ȱȤ ଵଶ~σ௬ , Ȥ ȴȲȫȮȯȤȨȩȱȱя �ି௜ஒ஢೤/ଶ Ȧ ȴяȨ ȂȩȭȯȲȴȤ, ȫ ȷȴȤ-ȹȷȦȤȱȱяȰ ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі σଶ௬ = ͳ, ȨȲȫȦȲȯяє ȫґȴȷȳȷȦȤȶȬ ȲȮȴȩȰȲ ȻȯȩȱȬ ȫ ȳȤȴȱȬ-ȰȬ ȶȤ ȱȩȳȤȴȱȬȰȬ ȵȶȩȳȩȱяȰȬ β, яȮі ȨȤюȶь ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ sin(β/ʹ) і cos(β/ʹ). ǲȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȰȤєȰȲ �ି௜ஒ஢೤ = cos βʹ + �σ௬ sin βʹ . (˚.˙˚)ǾȶȪȩ, �(భ/మ)(β) = ቈcos ஒଶ −sin ஒଶsin ஒଶ cos ஒଶ ቉ . (˚.˙˛)ǷȤȫȱȤȻȬȰȲ, ȽȲ Ⱥя ȰȤȶȴȬȺя ȳȩȴіȲȨȬȻȱȤ ȫȤ β ȫ ȳȩȴіȲȨȲȰ Ͷπ, Ȥ ȳȴȬ ȨȲȨȤȦȤȱȱіȨȲ β ȮȷȶȤ ʹπ ȫȰіȱює ȵȦіȭ ȫȱȤȮ ȱȩ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȬȭ. ȂȤȮȤ ˇ˅ˑˊː˃˚ːі˔˕ь ȹȤȴȤ-ȮȶȩȴȱȤ Ȩȯя ȳȲȦȱȲї ȰȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя (͹.͸ͷ)ȽȲȴȤȫȷ, ȮȲȯȬ j є ȱȤȳіȦȺіȯȬȰȻȬȵȯȲȰ. ǰ Ȧ ȴȤȫі ȺіȯȲȧȲ j ȰȤȶȴȬȺя ȲȨȱȲȫȱȤȻȱȤ ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ ȱȤ ʹπ.ǿȴȬ j = ͳȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȰіȱȬȶȬJ௬ ͵×͵-ȰȤȶȴȬȺȩю�௬ іȫ (͹.ͷʹ), яȮȤ ȫȤȨȲ-ȦȲȯьȱяє ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі �ଷ௬ = �௬ (ȫȧȤȨȤȭȰȲ, ȽȲ ȫȤȴȤȫ ȰȬ ȳȴȤȺюєȰȲ Ȧ ȵȬȵȶȩȰіȲȨȬȱȬȺь, Ȩȩ ~ = ͳ). ȈȯяȹȲȰ ȲȥȻȬȵȯȩȱь, ȤȱȤȯȲґіȻȱȬȹ ȨȲ ȶȬȹ, ȽȲ ȳȴȬȦȩȯȬȱȤȵ ȨȲ (͹.͸͹), ȲȶȴȬȰȷєȰȲ�ି௜ஒௌ೤ = ͳ − �ଶ௬(ͳ − cos β) − ��௬ sin β.ȂȲȨі ȰȤєȰȲ

�(ଵ)(β) = ൦ ଵଶ(ͳ + cos β) − ଵ√ଶ sin β ଵଶ(ͳ − cos β)ଵ√ଶ sin β cos β − ଵ√ଶ sin βଵଶ(ͳ − cos β) ଵ√ଶ sin β ଵଶ(ͳ + cos β)൪ . (˚.˙˜)



§ ˚.˘. ȁȮіȱȻȩȱȱі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ˔˛˜ǼȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ Ȩȯя ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲ ȦȬȳȤȨȮȷ ȲȥȻȬȵȯȩȱȲ ǵ. ǿ. ǲіґȱȩȴȲȰ.Їȹ ȵȶȬȵȯȩ ȦȬȦȩȨȩȱȱя є Ȧ ȳіȨȴȷȻȱȬȮȷ ȁȤȮȷȴȤї [˔˘˜]. ȁȬȵȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȨȲȵȯіȨȬ-ȶȬ ȰȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȫȦȲȯяє ˕ˈˑ˓ія ґ˓˖˒ (ȨȬȦ. [˔˚˛]). ЄȨȬȱȬȭ ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶ іȫ ȶȩȲȴії ґȴȷȳ, яȮȬȭ ȱȤȰ ȨȤȯі ȫȱȤȨȲȥȬȶьȵя, Ⱥȩ ˕ˈˑ˓ˈˏ˃ ˑ˓˕ˑґˑː˃ˎьːˑ-
˔˕і: න{�(j)ஜ஝ (�)}∗�(j′)ஜ′஝′(�) �� = (ʹj + ͳ) Ɂj′j Ɂஜ′ஜ Ɂ஝′஝න��. (˚.˚˓)
Ȃȷȶ � ȳȲȫȱȤȻȤє ȩȭȯȩȴȲȦі ȮȷȶȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱя (α, β, ɀ), Ȥ �� = �α sin β �β�ɀ.Ǻȷȶ β ȳȴȲȥіȧȤє ȫȱȤȻȩȱȱя ȦіȨ Ͳ ȨȲ π. ǺȷȶȬ α і ɀ ȳȲȦȬȱȱі ȳȲȮȴȬȦȤȶȬ ȨіȤȳȤȫȲȱ[Ͳ, Ͷπ], ȹȲȻȤ Ȩȯя ȺіȯȬȹ j ȶȤ j′ ȦȬȵȶȤȻȬȶь і ʹπ.
ʝ˄ˈ˓˕˃ːːя ˅ˎ˃˔ːˋ˘ ˅ˈˍ˕ˑ˓і˅ ˏˑˏˈː˕˖ іˏ˒˖ˎь˔˖ǼȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȳȴȬȴȲȨȱȲ ȦȬȱȬȮȤюȶь ȳȴȬ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ:�(α, β, ɀ)|j,m⟩ = ∑

j′ ,m′

|j′,m′⟩⟨j′,m′|�(α, β, ɀ)|j,m⟩ =
= ∑

m′

|j,m′⟩�(j)
m′m

(α, β, ɀ). (˚.˚˔)
ǿȴȲȳȲȱȷєȰȲ ȻȬȶȤȻȩȦі ȵȤȰȲȵȶіȭȱȲ ȳȩȴȩȦіȴȬȶȬ, ȽȲ ȫ ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȰȲȪȱȤȲȶȴȬȰȤȶȬ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ (͹.Ͷͻ) і (͹.ͷͶ) Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯь-ȵȷ Ȧ ȨȲȦіȯьȱȲȰȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ.(ʹj + ͳ)-ȦȬȰіȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ, ȱȤȶяȧȱȩȱȬȭ ȱȤ ȱȤȥіȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ {|j,m⟩} ȨȯяȸіȮȵȲȦȤȱȲȧȲ j і Ȧȵіȹ ȨȲȫȦȲȯȩȱȬȹ −j ≤ m ≤ j є іː˅˃˓і˃ː˕ːˋˏ ːˈ˒˓ˋ˅іˇːˋˏ
˒іˇ˒˓ˑ˔˕ˑ˓ˑˏ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя. Іː˅˃˓і˃ː˕ːі˔˕ь ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ ȲȫȱȤȻȤє,ȽȲ ȦȩȮȶȲȴ, яȮȬȭ ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȺьȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ, ȱȤȯȩȪȤȶȬȰȩ ȨȲ ȱьȲȧȲ ȭȳіȵȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя. Ȇȩ ȵȳȴȤȦȨі ȶȤȮ, ȥȲ ȪȲȨȱȩ іȱȼȩ ȫȱȤȻȩȱȱя j ȱȩ ȦȹȲȨȬȶь ȨȲȦȬȴȤȫȷ (͹.͹ͳ). ǰ ȶȩȴȰіȱ ːˈ˒˓ˋ˅іˇːˋˌ ȷȮȤȫȷє ȱȤ ȶȩ, ȽȲ Ⱥȩȭ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ ȱȩ Ȱі-ȵȶȬȶь ȰȩȱȼȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ, іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȧȲ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȳȩȴȤȺії ȲȥȩȴȶȤȱȱя.ǴȲȦȩȨȩȱȱя ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȵȶі ȫȤȯȬȼȬȰȲ, яȮ ȦȳȴȤȦȷ Ȩȯя ȻȬȶȤȻȤ.
З˅’яˊˑˍ ˊі ˔˗ˈ˓ˋ˚ːˋˏˋ ˆ˃˓ˏˑːіˍ˃ˏˋȁȸȩȴȬȻȱі ȧȤȴȲȰȱіȮȬ (͹.͵Ͷ) ȥȷȯȲ ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȱȲ Ȧ (͹.͵Ͳ) і (͹.͵ͳ), яȮ ȮȲȲȴ-ȨȬȱȤȶȱȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱя ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯь-ȵȷ |ℓ,m⟩ Ȩȯя ȺіȯȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ℓ і m. ǾȶȪȩ, ȦȲȱȬ ȰȤюȶь ȳȩȴȩȶȦȲȴюȦȤȶȬȵя ȳȴȬ



˔˜˓ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ (͹.͹ͳ). Ƿ ȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȩȵȶȬ ȮȲȴȬ-ȵȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȵȸȩȴȬȻȱȬȰȬ ȧȤȴȰȲȱіȮȤȰȬ ȶȤ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ ȲȥȩȴȶȤ-ȱȱя. ǽȤȥȤȧȤȶȲ ȫȴȷȻȱіȼȩ ȥȷȨȩ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȱȩ ȵȤȰȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя, ȦȬȫȱȤȻȩ-ȱȩ Ȧ (͹.͹ͳ), Ȥ іȱȦȩȴȵȱȩ ȨȲ ȱьȲȧȲ:�ିଵ(α, β, ɀ) �mℓ (θ, ɔ) = �mℓ (θ′, ɔ′) == ∑

m′

�m′ℓ (θ, ɔ){�(ℓ)
mm′(α, β, ɀ)}∗, (˚.˚˕)

Ȩȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя�(α, β, ɀ) ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь ȦȩȮȶȲȴ ȷ ȱȤȳȴяȰȮȷ (θ, ɔ) ȨȲ ȱȤȳȴяȰȮȷ(θ′, ɔ′).˔˖ Ȃȷȶ ȰȬ ȵȮȲȴȬȵȶȤȯȬȵя ȶією ȲȥȵȶȤȦȬȱȲю, ȽȲ ȰȤȶȴȬȺя ȲȥȩȴȶȤȱȱя� ȷȱіȶȤȴȱȤ, Ȥ ȶȲȰȷ ȫȦȲȴȲȶȱȤ ȨȲ ȱȩї є ȶȴȤȱȵȳȲȱȲȦȤȱȤ ȭ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲ ȵȳȴя-ȪȩȱȤ.ǴȤȯі ȰȬ ȳȲȮȤȪȩȰȲ, ȽȲ Ⱥȩȭ ȦȬȴȤȫ ȳȲȦȱіȵȶю ȦȬȫȱȤȻȤє ȵȸȩȴȬȻȱі ȧȤȴȰȲ-ȱіȮȬ, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȱȲȴȰȲȦȲȻȱȬȹ ȰȱȲȪȱȬȮіȦ. ǿȴȬ β = ɀ = Ͳ ȰȤєȰȲ�ିଵ(α, Ͳ, Ͳ) �mℓ (θ, ɔ) = �(Ͳ, Ͳ, −α) �mℓ (θ, ɔ) = �mℓ (θ, ɔ + α) == ∑

m′

�m′ℓ (θ, ɔ) {�(ℓ)
mm′(α, Ͳ, Ͳ)}∗ == �௜஑m �mℓ (θ, ɔ).ǾȵȶȤȱȱіȭ ȴяȨȲȮ ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ (͹.͸ͷ). ЯȮȽȲ ȦȵȶȤȱȲȦȬȶȬ ɔ = Ͳ, ȶȲ Ⱥȩ ȨȤє�mℓ (θ, α) = �௜௔m �mℓ (θ, Ͳ), (˚.˚˖)ȽȲ ȦȬȫȱȤȻȤє ȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȵȸȩȴȬȻȱȲї ȧȤȴȰȲȱіȮȬ ȦіȨ ȨȴȷȧȲȧȲ ȤȴґȷȰȩȱȶȤ.ǾȵȮіȯьȮȬ ȱȤȳȴяȰȲȮ θ = Ͳ є ȳȲȯяȴȱȲю Ȧіȵȵю, ȱȩȳȩȴȩȴȦȱіȵȶь ȵȸȩȴȬȻȱȲїȧȤȴȰȲȱіȮȬ ȦȬȰȤȧȤє, ȽȲȥ �mℓ (Ͳ, α) ȱȩ ȫȤȯȩȪȤȯȤ ȦіȨ α. Іȫ (͹.͹͵) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲȱȩȲȥȹіȨȱȤ Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȷȰȲȦȤ �mℓ (Ͳ, Ͳ) = Ͳ Ȩȯя m ≠ Ͳ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲȫȤȳȬȵȤȶȬ �mℓ (Ͳ, Ͳ) = �ℓ Ɂm,଴, (˚.˚˗)Ȩȩ �ℓ — ȳȩȦȱȬȭ ȱȲȴȰȷȦȤȯьȱȬȭ ȳȤȴȤȰȩȶȴ, ȫȤȯȩȪȱȬȭ ȯȬȼȩ ȦіȨ ℓ.ǴȤȯі ȳіȨȵȶȤȦȬȰȲ θ = Ͳ Ȧ (͹.͹ʹ), ȽȲ ȦȵȶȤȱȲȦȯює ȱȤȳȴяȰ ȷȫȨȲȦȪ Ȳȵі �.ȀіȦȱяȱȱя ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ�mℓ (θ′, ɔ′) = �ℓ Ɂm,଴ {�(ℓ)

mm′(α, β, ɀ)}∗ == �ℓ {�(ℓ)
m,଴(α, β, ɀ)}∗,˔˖ȉȩ ȴȤȫ ȱȤȧȲȯȲȵȬȰȲ, ȽȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȸȷȱȮȺіȭ є ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȬȰ ȫȤ ȱȤȳȴяȰȮȲȰȨȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ Ȧ ȤȴґȷȰȩȱȶі ȸȷȱȮȺії, яȮ Ⱥȩ ȦȮȤȫȤȱȲ Ȧ (଻.଺଴). ǼȬ ȨȲȶȴȬȰȷєȰȲȵяȤȮȶȬȦȱȲї ȶȲȻȮȬ ȫȲȴȷ.



§ ˚.˙. ǿȲȦȱȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ˔˜˔Ȩȩ �(α, β, ɀ) ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь ȦȩȮȶȲȴ, ȳȤȴȤȯȩȯьȱȬȭ Ȳȵі � ȷ ȱȤȳȴяȰȲȮ (θ′, ɔ′).ЯȵȱȲ, ȽȲ Ⱥȩ ȦȬȰȤȧȤє α = ɔ′ і β = θ′, Ȥ Ȯȷȶ ɀȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȨȲȦіȯьȱȬȰ. ǾȵȮіȯьȮȬ�(ℓ)
m,଴(α, β, ɀ) ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ɀ, ȶȲ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ�mℓ (θ, ɔ) = �ℓ {�(ℓ)

m,଴(ɔ, θ, Ͳ)}∗, (˚.˚˘)ȽȲ ȨȤє ȱȤȰ ȳȴȲȵȶȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȵȸȩȴȬȻȱȬȰȬ ȧȤȴȰȲȱіȮȤȰȬ і ȰȤȶȴȬ-ȺяȰȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱя. ȁȶȤȱȨȤȴȶȱȩ ȱȲȴȰȷȦȤȱȱя ȰȬ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ, ȦȵȶȤȱȲȦȬȦȼȬ
�ℓ = ටʹℓ + ͳͶπ . (˚.˚˙)

§ ͹.͸. ʞˑ˅ːˈ ˑ˄ˈ˓˕˃ːːяǷȧіȨȱȲ іȫ (͹.ͳ͹), ȲȳȩȴȤȶȲȴ Ȩȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ ʹπ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі, ȳȤȴȤȯȩȯь-ȱȲї ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ ȦȩȮȶȲȴȷ ෝ�, є ��(ʹπ) = �ିଶ஠௜ෝ�⋅J/~ (ȰȬ ȦȪȩ ȳȲȦȩȴȱȷȯȬȵя ȨȲȫȦȬȻȤȭȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȲȨȬȱȬȺь). ȀȤȫȷȯьȶȤȶ ȭȲȧȲ Ȩії ȱȤ ȶȬȳȲȦȬȭ ȦȯȤȵȱȬȭ Ȧȩ-ȮȶȲȴ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȨȤєȶьȵя ȦȬȴȤȫȲȰ��(ʹπ) |j,m⟩ = (−ͳ)ଶj |j,m⟩. (˚.˚˚)ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя є ȶȲȶȲȪȱіȵȶю Ȩȯя ȺіȯȬȹ ȫȱȤȻȩȱь j, Ȥ Ȧ ȴȤȫі ȱȤ-ȳіȦȺіȯȬȹ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱя ȱȤ−ͳ. ȁȳȴȤȦȩȨȯȬȦіȵȶь (͹.͹ͳ) ȲȻȩ-ȦȬȨȱȤ, яȮȽȲ ෝ� ȵȳȴяȰȲȦȤȱȲ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі �, ȥȲ Ⱥі ȦȩȮȶȲȴȬ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲ-ȴȤȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ J௭ . ǰ Ȩȯя ȨȲȦȩȨȩȱȱя Ȧ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȶȴȩȥȤ ȴȲȫȮȯȤ-ȵȶȬ |j,m⟩ ȫȤ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ෝ� ⋅ J, яȮі ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ|j,m⟩ ȼȯяȹȲȰ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя (͹.͹ͳ). ǾȵȮіȯьȮȬ ȴіȫȱі ȫȱȤȻȩȱȱя j ȱіȮȲȯȬ ȱȩȳȩȴȩȰіȼȷюȶьȵя ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ, ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ (͹.͹͹) ȦȬȮȲȱȷє-ȶьȵя Ȩȯя ȨȲȦіȯьȱȲȧȲ ෝ�. Ƿ ȺȬȹ ȰіȴȮȷȦȤȱь ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȦіȨȮȬȱȷȶȬ ȳȲȵȬȯȤȱȱяȱȤ Ȧіȵь ȲȥȩȴȶȤȱȱя і ȳȴȲȵȶȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ:��(ʹπ) = �(ʹπ). (˚.˚˛)ǼȬ ȱȤȦȻȩȱі ȨȷȰȤȶȬ, ȽȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ Ȯȷȶ ʹπ є ȶȴȬȦіȤȯьȱȲю ȲȳȩȴȤȺією,яȮȤ ȱіȻȲȧȲ ȱȩ ȫȰіȱює. ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ Ⱥієї ȦȳȩȦȱȩȱȲȵȶі, ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȳȴȬȳȷ-ȵȶȬȶȬ, ȽȲ Ȧȵі ȨȬȱȤȰіȻȱі ȫȰіȱȱі іȱȦȤȴіȤȱȶȱі ȦіȨȱȲȵȱȲ ʹπ-ȲȥȩȴȶȤȱȱя. ȂȲȰȷȳȲȵȶȷȯюєȰȲ: �(ʹπ)��ିଵ(ʹπ) = �, ȤȥȲ [�(ʹπ), �] = Ͳ, (˚.˚˜)Ȩȩ � ȰȲȪȩ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяȶȬ ȥȷȨь-яȮȷ ˗іˊˋ˚ː˖ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȷ. ǿȴȲȶȩ ȵȤȰ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴ �(ʹπ) ȱȩ є ȶȴȬȦіȤȯьȱȬȰ (ȶȲȥȶȲ, ȱȩ ȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ), Ȥ ȲȶȪȩ,



˔˜˕ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷіȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȦіȨȱȲȵȱȲ ȶȴȤȱȵȸȲȴȰȤȺіȭ�(ʹπ) ȳȲȦȬȱȱȤ ȰȤȶȬ ȱȩȶȴȬȦіȤȯь-ȱі ȱȤȵȯіȨȮȬ.ǽȤȨȫȦȬȻȤȭȱȲ ȦȤȪȯȬȦȲ ȴȲȫȴіȫȱяȶȬ ȱȤȵȯіȨȮȬ ȶȤȮȲї іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі ȨȯяȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦȩȯȬȻȬȱ ȫ ȱȤȵȯіȨȮȤȰȬ, яȮі ȦȬȳȯȬȦȤюȶь ȫ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶіȵȶȤȱіȦ. ǾȵȮіȯьȮȬ ȦȤȪȮȲ ȷяȦȬȶȬ ȵȶȤȱȬ, ȽȲ ȱȩ є іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȰȬ ȦіȨȱȲȵȱȲȳȲȦȱȬȹ ȲȥȩȴȶȤȱь, ȰȬ ȫȴȲȥȬȰȲ ȦіȨȵȶȷȳ і ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȱȤȵȯіȨȮȬ ȨȲȦіȯьȱȲї ȵȬ-Ȱȩȶȴії.ǽȩȹȤȭ�— ȷȱіȶȤȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȽȲ ȫȤȯȬȼȤє іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲю ȲȮȴȩȰȷ ȨȬ-ȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷℱ, Ȥ ȲȶȪȩ, Ȩȯя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �, ȽȲ її ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє, ȵȳȴȤȦȩȨȯȬ-Ȧȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя [�, �] = Ͳ. ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȩȦȱȬȭ ȵȶȤȱ, ȽȲ ːˈ є іȱȦȤȴіȤȱ-ȶȱȬȰ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя �. ЯȮȽȲ Ⱥȩ ȻȬȵȶȬȭ ȵȶȤȱ ȫ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȵȶȤȱȷ|Ψ⟩, ȶȲ |Ψ′⟩ = �|Ψ⟩ ≠ |Ψ⟩. ȁȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї Ȧ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȵȶȤȱі є ⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ′|�|Ψ′⟩ = ⟨Ψ|�ற��|Ψ⟩ == ⟨Ψ|�ற��|Ψ⟩ == ⟨Ψ|�|Ψ⟩.ȂȲȪ ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȲȨȱȤȮȲȦі ȨȯяȨȦȲȹ ȵȶȤȱіȦ |Ψ⟩ і |Ψ′⟩. ȆіȯȮȲȰ ȤȱȤȯȲґіȻȱȲ, Ȩȯя ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ, ȽȲ ȲȳȬȵȷє-ȶьȵя ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ρ, Ȩȯя яȮȲȧȲ ȰȬ ȳȴȬȳȷȵȮȤєȰȲ, ȽȲ ρ′ = �ρ�ற ≠ ρ, ȵȩȴȩȨȱєȫȱȤȻȩȱȱя ȦȩȯȬȻȬȱȬ ℱ є⟨ℱ⟩ = Tr(ρ′�) = Tr(�ρ�ற�) == Tr(ρ�ற��) == Tr(ρ�).ǼȬ ȭ ȶȷȶ ȥȤȻȬȰȲ, ȦȪȩ Ȧ ȫȤȧȤȯьȱіȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ, ȽȲ ȵȶȤȶȬȵȶȬȻȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲ-ȵȶі ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ℱ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ Ȧ ȳȲȦ’яȫȤȱȬȹ ȵȬȰȩȶȴією, ȹȲȻі ȱȩ ȶȲȶȲȪȱȬȹ ȵȶȤȱȤȹ. ǿȩȦȱȤ ȴіȻ, ȶȤȮȬȭ ȦȬȵȱȲȦȲȮ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȭ і Ȩȯя Ȳȳȩ-ȴȤȺії ȵȬȰȩȶȴії �(ʹπ), ȳȴȲȶȩ Ⱥȩ ȱȤȵ ȱȩ ȨȷȪȩ ȺіȮȤȦȬȶь. ǽȤȰ ȳȲȶȴіȥȱȲ ȽȲȵьȲȵȲȥȯȬȦȩ, ȹȤȴȤȮȶȩȴȱȩ ȵȤȰȩ Ȩȯя ȺьȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя.ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ (͹.͹͹), ȲȳȩȴȤȶȲȴ �(ʹπ) ȳȲȨіȯȤє ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȳȴȲȵȶіȴ ȵȶȤ-ȱіȦ ȱȤ ȨȦȤ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȬ. ȂȬȳȲȦȬȭ ȦȩȮȶȲȴ іȫ ȳȩȴȼȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ (ȺіȯіȫȱȤȻȩȱȱя ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ) ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ, яȮ |+⟩, і Ȧіȱ ȰȤє ȦȯȤȵȶȬȦіȵȶь�(ʹπ)|+⟩ = |+⟩. ȃ ȶȲȭȪȩ ȻȤȵ, ȶȬȳȲȦȬȭ ȦȩȮȶȲȴ іȫ ȨȴȷȧȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ (ȳіȦ-Ⱥіȯі ȫȱȤȻȩȱȱя ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ), яȮȬȭ ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ |−⟩, ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȵіȦȦі-ȨȱȲȼȩȱȱю �(ʹπ)|−⟩ = −|−⟩. Ȃȩȳȩȴ, яȮȽȲ � є ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȨȲȦіȯьȱȲї ˗іˊˋ-
˚ːˑї ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȶȲ⟨+|�(ʹπ)�|−⟩ = ⟨+|��(ʹπ)|−⟩,⟨+|�|−⟩ = −⟨+|�|−⟩.



§ ˚.˙. ǿȲȦȱȩ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ˔˜˖ǾȶȪȩ, Ȧ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȳȲȦȬȱȱȲ ȥȷȶȬ ⟨+|�|−⟩ = Ͳ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȪȲȨȱȤȸіȫȬȻȱȤ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȤ ȱȩ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȦіȨȰіȱȱȬȹ ȦіȨ ȱȷȯя ȰȤȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩ-ȰȩȱȶіȦ ȰіȪ ȵȶȤȱȤȰȬ ȫ ȺіȯȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȶȤ ȵȶȤȱȤȰȬ ȫȭȲȧȲ ȳіȦȺіȯȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ. ǽȤ ȺьȲȰȷ ȸȤȮȶі ґȴȷȱȶȷєȶьȵя ˒˓˃˅ˋˎˑ ˔˖˒ˈ˓-
˅іˇ˄ˑ˓˖.Ȇȩ ȳȴȤȦȬȯȲ ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ ȱȩ їȵȱȷє ȪȲȨȱȲї ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȴіȫȱȬȺі ȰіȪȵȶȤȱȤȰȬ ȦȬȧȯяȨȷ |Ψன⟩ = |+⟩ + �௜ன|−⟩ (˚.˛˓)Ȩȯя ȴіȫȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȸȤȫȬ ɘ. Ȇȩ ȭ ȵȳȴȤȦȨі ȶȤȮ, ȥȲ Ȩȯя ȥȷȨь-яȮȲї ȸіȫȬȻȱȲїȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї�, Ȧ ȵȬȯȷ ⟨+|�|−⟩ = ⟨−|�|+⟩ = Ͳ, ȰȤєȰȲ ⟨�⟩ = ⟨Ψன|�|Ψன⟩ =⟨+|�|+⟩ + ⟨−|�|−⟩, ȽȲ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ɘ.ȆіȯȮȲȰ ȤȱȤȯȲґіȻȱȩ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȫȴȲȥȬȶȬ Ȩȯя ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲ ȵȶȤȱȷ,ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ρ = ∑௜௝ ρ௜௝|�⟩⟨�|. ǼȤȶȴȬȺю ρ௜௝ ȭ ȳȲȨіȥȱȷ ȰȤ-ȶȴȬȺю Ȩȯя ȸіȫȬȻȱȲї ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї � ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȨіȯȬȶȬ ȱȤ ȻȲȶȬȴȬ ȥȯȲȮȬ:

[ρ] = ቈρାା ρାିρିା ρିି ቉ , [�] = ቈ�ାା ͲͲ �ିି ቉ .ȁȩȴȩȨȱє ȫȱȤȻȩȱȱя ȨȬȱȤȰіȻȱȲї ȫȰіȱȱȲї� Ȧ ȺьȲȰȷ ȵȶȤȱі є� = Tr(ρ�) = Trା (ρାା�ାା) + Trି(ρିି�ିି),Ȩȩ Trା і Trି ȳȲȫȱȤȻȤюȶь ȲȳȩȴȤȺію ȵȯіȨȷ ȱȤ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȤȹ. ǿȩȴȩȹȴȩȵȱі ȰȤ-ȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ρାି і ρିା ȱȩ ȨȤюȶь ȦȱȩȵȮȷ Ȧ , ȲȵȮіȯьȮȬ ȦіȨȳȲȦіȨȱі ȰȤȶȴȬ-Ȼȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ � є ȱȷȯьȲȦȬȰȬ. Ȇȩ ȰȲȪȱȤ ȵȸȲȴȰȷȯюȦȤȶȬ ȫȤȧȤȯь-ȱіȼȬȰ ȻȬȱȲȰ: іȱȶȩȴȸȩȴȩȱȺія ȰіȪ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȶȬȳіȦ |+⟩ і |−⟩ ȱȩ ȨȤє ȵȳȲȵȶȩ-ȴȩȪȱȬȹ ȱȤȵȯіȨȮіȦ.ǽȤ Ⱥіȭ ȳіȨȵȶȤȦі іȱȲȨі ȮȤȪȷȶь, ȽȲ ȵȶȤȱіȦ, яȮі ȲȳȬȵȷюȶьȵя ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȦȬ-ȧȯяȨȷ (͹.ͺͲ), ȷȫȤȧȤȯі ȱȩ іȵȱȷє. Ȇȩ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ ȶȦȩȴȨȪȩȱȱю, ȽȲ ȰȤȶȴȬȻȱіȩȯȩȰȩȱȶȬ ρାି і ρିା ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȶȤȱȷ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȱȷȯьȲȦȬȰȬ. ȅȲȻȤ ȮȲȴȩ-Ȯȶȱȩ ȸȩȴȰȷȯюȦȤȱȱя ȳȴȤȦȬȯȤ ȵȷȳȩȴȦіȨȥȲȴȷ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȶȤȮі ȰȤ-ȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȱȩ ȰȤюȶь ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȱȤȵȯіȨȮіȦ, Ȥ ȶȲȰȷ ȰȬ Ȧіȯьȱі ȲȥȴȤ-ȶȬ Ȩȯя ȱȬȹ ȥȷȨь-яȮі ȫȴȷȻȱі ȫȱȤȻȩȱȱя, ȵȮȤȪіȰȲ, ρାି = ρିା = Ͳ. ЯȮȽȲ ȶȤȮȬȭȦȬȥіȴ ȫȴȲȥȯȩȱȲ ȳȴȬ ȦȶȤȱȲȦȯȩȱȱі ȳȲȻȤȶȮȲȦȲї ȷȰȲȦȬ ȳȴȬ � = Ͳ, ȶȲ Ⱥȩ ȫȤȯȬ-ȼȤȶȬȰȩȶьȵя ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȬȰ ȷ ȥȷȨь-яȮȬȭ ȰȲȰȩȱȶ ȻȤȵȷ, ȲȵȮіȯьȮȬ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȻȤȵȲȦȲї ȩȦȲȯюȺії� ȵȤȰ є ȸіȫȬȻȱȲю ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲю, і Ȩȯя ȱьȲȧȲ ȦȬȮȲȱȷєьȵяȷȰȲȦȤ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȵȶі [�, �(ʹπ)] = Ͳ. ȂȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱя ȴȷȹȷ ȴȲȫȳȤȨȤєȶьȵя ȱȤȨȦȤ ȲȮȴȩȰі ȴіȦȱяȱȱя Ȧ ȮȲȪȱȲȰȷ ȫ ȺȬȹ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴіȦ, ȰіȪ яȮȬȰȬ ȱіȮȲȯȬ ȱȩȦȬȱȬȮȱȩ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȹ ȳȩȴȩȹȴȩȵȱȬȹ ȰȤȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ ρାି і ρିା.



˔˜˗ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ
ʠ˖˒ˈ˓˅іˇ˄і˓ і ˊ˅ˋ˚˃ˌː˃ ˔ˋˏˈ˕˓іяǲȤȪȯȬȦȲ ȴȲȫȷȰіȶȬ ȴіȫȱȬȺю ȰіȪ ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ ȳȴȤȦȬȯȤ ȵȷȳȩȴȦіȨȥȲȴȷ, ȱȤȫȴȤȫȲȮ�(ʹπ), і ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȺії ȵȬȰȩȶȴії, ȽȲ ȳȲȴȲȨȪȷє ȷȱіȦȩȴȵȤȯьȱȷȫȥȩȴȩȪȩȱȷ ȦȩȯȬȻȬȱȷ — яȮ, ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩ-ȱȱя �ି௜�⋅�/~, ȽȲ ȳȲȴȲȨȪȷє ȳȲȦȱȬȭ іȰȳȷȯьȵ �. ǾȵȮіȯьȮȬ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȥȷȨь-яȮȲї ȫȤȰȮȱȩȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ ȰȤє ȥȷȶȬ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȰ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȥȲȹ ȺȬȹ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴȩȱь, ȶȲ ȰіȪ ȱȬȰȬ іȵȱȷє ȳȲȫіȴȱȤ ȵȹȲȪіȵȶь. ǾȥȲє ȨȤюȶь ȮȦȤȱȶȲȦі ȻȬȵȯȤ,ȽȲ ȰȤюȶь ȫȥȩȴіȧȤȶȬȵя Ȧ ȳȴȲȺȩȵі ȩȦȲȯюȺії ȵȬȵȶȩȰȬ: Ȧ ȳȩȴȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ,Ⱥȩ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ±ͳ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �(ʹπ), Ȥ Ȧ ȨȴȷȧȲȰȷ — ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱяȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȦȱȲȧȲ іȰȳȷȯьȵȷ �.ǰ ȴіȫȱȬȺя ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ іȵȱȷюȶь ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱі, яȮі ːˈ ȮȲȰȷȶȷюȶьіȫ � (ȱȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȲȯȲȪȩȱȱя �), ȳȴȲȶȩ ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȵȳȲȵȶȩȴȩ-ȪȱȬȹ, ȽȲ ȱȩ ȮȲȰȷȶȷȦȤȯȬ ȥ іȫ �(ʹπ). ǰ ȲȶȪȩ, ȳȴȬ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱі ȰȲȪȱȤ ȴȲȫ-ȴіȫȱȬȶȬ ȵȶȤȱȬ, ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱі ȦȱȤȵȯіȨȲȮ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȲȧȲ ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя; Ȥȯȩ ȱі-яȮȩ ȦȬȰіȴюȦȤȱȱя ȱȩ ȨȲȫȦȲȯȬȶь ȫȱȤȭȶȬ ȴіȫȱȬȺю ȰіȪ ȵȶȤȱȤȰȬ, ȽȲ ȦȬȱȬȮȯȬȦ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ ʹπ.[[ ǿȴȤȦȬȯȲ ȵȷȳȩȴȦіȨȥȲȴȷ, ȽȲ ȦіȨȲȮȴȩȰȯює ȵȶȤȱȬ ȫ ȺіȯȬȰ ȰȲȰȩȱȶȲȰ іȰȳȷȯьȵȷ ȦіȨȵȶȤȱіȦ ȫ ȱȤȳіȦȺіȯȬȰ ȫȱȤȻȩȱȱяȰ Ⱥієї ȦȩȯȬȻȬȱȬ, є єȨȬȱȬȰ ȳȴȤȦȬȯȲȰ ȶȤȮȲȧȲ ȶȬ-ȳȷ Ȧ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȰȩȹȤȱіȺі ȵȶȤȥіȯьȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ. ȃ ȮȦȤȱȶȲȦіȭ ȶȩȲȴії ȳȲȯя, Ȩȩ ȻȤȵȶȮȬȴȲȫȧȯяȨȤюȶьȵя, яȮ ȳȲȯьȲȦі ȫȥȷȴȩȱȱя, ȽȲ ȰȲȪȷȶь ȱȤȴȲȨȪȷȦȤȶȬȵь і ȫȱȬȽȷȦȤȶȬȵь,ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȩȯȩȮȶȴȬȻȱȲȧȲ ȫȤȴяȨȷ ȶȤȮȲȪ ȷȶȦȲȴює ȳȴȤȦȬȯȲ ȵȷȳȩȴȦіȨȥȲȴȷ, ȽȲ ȫȤȥȩȫ-ȳȩȻȷє іȱȦȤȴіȤȱȶȱіȵȶь ȷȵіȹ ȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȬȹ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȮȤȯіȥȴȷȦȤȯьȱȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь(ȳȴȲ ȱȬȹ ȨȬȦ. § ˔˔.˕). ȃ ȺьȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȱȩ іȵȱȷє ȰȲȪȯȬȦȲȵȶі ȦȬяȦȬȶȬ іȱȶȩȴȸȩ-ȴȩȱȺію ȰіȪ ȵȶȤȱȤȰȬ ȫ ȴіȫȱȬȰ ȳȲȦȱȬȰ ȫȤȴяȨȲȰ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȱȩȰȤє ȪȲȨȱȲї ȸіȫȬȻȱȲїȵȳȲȵȶȩȴȩȪȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ яȮȲї ȱȩ ȮȲȰȷȶȷȦȤȦ ȥȬ ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȳȲȦȱȲȧȲȫȤȴяȨȷ. ǲ ȶȩȲȴії ȵȶȤȥіȯьȱȬȹ ȻȤȵȶȲȮ ȫȤȴяȨ ȮȲȪȱȲї ȻȤȵȶȮȬ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȭ ȳȲȦȱȬȭ ȫȤȴяȨȵȬȵȶȩȰȬ, є ȱȩȫȰіȱȱȬȰȬ, ȶȲȰȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȫȤȴяȨȷ ȳȴȲȵȶȲ ȮȴȤȶȱȬȭ ȲȨȬȱȬȻȱȲȰȷ. ǺȲ-Ȫȩȱ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰ, Ȥ ȶȲȰȷ Ȩȯя ȫȤȴяȨȷ ȳȴȤȦȬȯȲ ȵȷȳȩȴȦіȨȥȲȴȷȳȲȵȶȤє, яȮ ȶȴȬȦіȤȯьȱȩ. ]]
§ ͹.͹. ʓˑˇ˃˅˃ːːя ˏˑˏˈː˕і˅ іˏ˒˖ˎь˔˖ȀȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȨȦȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȷ ȵȬȵȶȩȰȷ, ȮȲȪȩȱ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶ яȮȲї ȰȤє ȵȶȩȳȩȱіȵȦȲȥȲȨȬ ȫ ȰȲȰȩȱȶȲȰ іȰȳȷȯьȵȷ. Ǵȯя ȫȴȷȻȱȲȵȶі ȧȲȦȲȴȬȶȬȰȩȰȲ ȳȴȲ Ⱥі ȮȲȰ-ȳȲȱȩȱȶȬ, яȮ ȳȴȲ „ȻȤȵȶȮȷ ˔“ і „ȻȤȵȶȮȷ ˕“, і ȳȲȫȱȤȻȬȰȲ ȦіȨȳȲȦіȨȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȼȩȴȩȫ J(ଵ) і J(ଶ), ȹȲȻȤ ȫ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȷȵȳіȹȲȰ Ⱥȩ ȰȲȪȷȶьȥȷȶȬ ȲȴȥіȶȤȯьȱі ȶȤ ȵȳіȱȲȦі ȵȶȩȳȩȱі ȵȦȲȥȲȨȬ ȲȨȱієї ȭ ȶієї Ȫ ȻȤȵȶȮȬ.ЯȮ ȷȪȩ ȲȥȧȲȦȲȴюȦȤȯȲȵя Ȧ § ˖.˘, ȥȤȫȬȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ Ȩȯя ȮȲȰȳȲȫȬȶȱȲї ȵȬ-ȵȶȩȰȬ ȰȲȪȱȤ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȫ ȥȤȫȬȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ її ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ, ȷȫяȦȼȬ Ȧȵі ȰȲ-



§ ˚.˚. ǴȲȨȤȦȤȱȱя ȰȲȰȩȱȶіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˜˘ȪȯȬȦі ȥіȱȤȴȱі ȨȲȥȷȶȮȬ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȲȥȲȹ ȱȤȥȲȴіȦ:|jଵ, jଶ,mଵ,mଶ⟩ = |jଵ,mଵ⟩(ଵ) ⊗ |jଶ,mଶ⟩(ଶ). (˚.˛˔)Ȇі ȦȩȮȶȲȴȬ є ȵȳіȯьȱȬȰȬ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȻȲȶȬȴьȲȹ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȹȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ J
(ଵ) ⋅J(ଵ), J(ଶ) ⋅J(ଶ), J (ଵ)௭ і J (ଶ)௭ , ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ~

ଶjଵ(jଵ+ͳ), ~ଶjଶ(jଶ + ͳ), ~mଵ і ~mଶ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ.ȇȤȵȶȲ ȥȷȦȤє ȥȤȪȤȱȬȰ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȱȤȥіȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲ-Ȱȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ J ⋅ J і J௭ , Ȩȩ
J = J

(ଵ) + J
(ଶ). (˚.˛˕)[ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȮȲȴȩȮȶȱіȼȩ ȥȷȯȲ ȥ ȫȤȳȬȵȤȶȬ J = J

(ଵ)⊗�+ �⊗J
(ଶ); ȶȤȮȩ ȳȲ-ȫȱȤȻȩȱȱя яȦȱȲ ȦȮȤȫȷє ȱȤ ȶȩ, ȽȲ J

(ଵ) Ȩіє ȯȬȼȩ ȱȤ ȳȩȴȼȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ ȷ (͹.ͺͳ),Ȥ J
(ଶ) — ȯȬȼȩ ȱȤ ȨȴȷȧȬȭ ȰȱȲȪȱȬȮ.] Ȇȩ ȮȲȴȬȵȱȲ ȮȲȯȬ ȵȬȵȶȩȰȤ іȱȦȤȴіȤȱ-ȶȱȤ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, яȮ ȲȨȱȩ Ⱥіȯȩ, Ȥȯȩ ȱȩіȱȦȤȴіȤȱȶȱȤ ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹїї ȲȮȴȩȰȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ. ȃ ȶȤȮȲȰȷ ȴȤȫі, її ȳȲȦȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ J є іȱ-ȶȩґȴȤȯȲȰ ȴȷȹȷ, ȶȲȨі яȮ J

(ଵ) і J(ଶ) ȲȮȴȩȰȲ ȱȩ ȫȥȩȴіȧȤюȶьȵя.ǲȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ J ⋅ J і J௭ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ |α, J , �⟩, Ȩȩ
~
ଶJ(J +ͳ) і ~� є їȹ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ, Ȥ α ȳȲȫȱȤȻȤє яȮȬȭȵь іȱȼȬȭ ȳȤ-ȴȤȰȩȶȴ, ȽȲ ȰȲȪȩ ȫȱȤȨȲȥȬȶȬȵя Ȩȯя ȨȲȨȤȶȮȲȦȲї ȹȤȴȤȮȶȩȴȬȵȶȬȮȬ ȦȯȤȵȱȬȹȦȩȮȶȲȴіȦ ȫ ȲȨȱȤȮȲȦȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ J і�. Ȇі ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩ-ȴȩȫ ȯіȱіȭȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії ȦȩȮȶȲȴіȦ (͹.ͺͳ), ȲȵȮіȯьȮȬ J

(ଵ) ⋅ J(ଵ), J(ଶ) ⋅ J(ଶ), J ⋅ J і
J௭ ȦȫȤєȰȱȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі, Ȥ ȲȶȪȩ, ȳȲȴȲȨȪȷюȶь ȳȲȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ȃ ȫȦ’яȫȮȷ ȫ ȺȬȰ, ȷȵі ȨȲȨȤȱȮȬ Ȧ ȮȲȪȱіȭ ȶȤȮіȭ ȮȲȰȥіȱȤȺії ȳȲ-ȦȬȱȱі ȰȤȶȬ ȲȨȱȤȮȲȦі ȫȱȤȻȩȱȱя jଵ і jଶ, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȲȵȩȴȩȨȬȶȬ ȷȦȤȧȷȱȤ ȳȴȲȵȶȲȴі ȴȲȫȰіȴȱȲȵȶі (ʹjଵ+ͳ)(ʹjଶ+ͳ), ȱȤȶяȧȱȩȱȲȰȷ ȱȤ ȦȩȮȶȲȴȬ (͹.ͺͳ)ȫ ȳȩȦȱȬȰȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ jଵ і jଶ.ǷȤ ȴȩȫȷȯьȶȤȶȤȰȬ § ˚.˘, Ⱥȩȭ ȳȴȲȵȶіȴ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя,ȶȲȰȷ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ ȲȨȱȲȧȲ ȤȥȲ ȮіȯьȮȲȹ ːˈ˒˓ˋ˅іˇːˋ˘ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȹ ȳіȨȳȴȲ-ȵȶȲȴіȦ. Ƿ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю, ȮȲȪȩȱ ȶȤȮȬȭ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȭ ȳіȨȳȴȲȵȶіȴ ȰȤє ȷȶȦȲȴю-ȦȤȶȬ ȱȤȥіȴ ȫ ʹJ + ͳ ȦȩȮȶȲȴіȦ |α, J , �⟩ ȳȴȬ ȸіȮȵȲȦȤȱȬȹ α ȶȤ J і ȫȰіȱȱȲȰȷȫȱȤȻȩȱȱі � ȷ ȨіȤȳȤȫȲȱі −J ≤ � ≤ J . І ȵȳȴȤȦȨі: яȮȽȲ ȦȩȮȶȲȴ |α, J , �⟩Ȩȯя яȮȲȧȲȵь ȲȮȴȩȰȲȧȲ � ȱȤȯȩȪȬȶь ȨȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ, яȮȬȭ ȰȬ ȫȤȴȤȫ ȴȲȫȧȯяȨȤ-єȰȲ, ȶȲ Ȧ ȵȬȯȷ ȵȦȲєї ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȵȶі ȷȦȩȵь ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴ ȦȩȮȶȲȴіȦ |α, J , �⟩ Ȩȯя−J ≤ � ≤ J ȰȤє ȱȤȯȩȪȤȶȬ ȨȲ ȱьȲȧȲ.ЯȵȱȲ, ȽȲ іȵȱȷюȶь ȶȤȮі ȦȩȯȬȮі ȫȱȤȻȩȱȱя J , ȳȴȬ яȮȬȹ |α, J , �⟩ ȱȩ ȱȤȯȩ-ȪȤȶь ȨȲ ȳȴȲȵȶȲȴȷ ȴȲȫȰіȴȱȲȵȶі (ʹjଵ + ͳ)(ʹjଶ + ͳ). Ƿ іȱȼȲȧȲ ȥȲȮȷ, ȱȩ ȦȬ-ȮȯюȻȩȱȲ, ȽȲ Ȩȯя ȨȩяȮȬȹ J ȦȩȮȶȲȴȬ |α, J , �⟩ ȰȲȪȷȶь ȷȶȦȲȴюȦȤȶȬ ȥіȯьȼȩȲȨȱȲȧȲ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǽȩȹȤȭ �(J) ȳȲȫȱȤȻȤє ȮіȯьȮіȵȶь ȶȤȮȬȹ



˔˜˙ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ

ʟˋ˔. ͹.ͷ. ǼȲȪȯȬȦі ȫȱȤȻȩȱȱя ெ ୀ mభ ାmమ Ȩȯя ȸіȮȵȲȦȤȱȬȹ jభ ୀ ଷ і jమ ୀ ଶ.
ȱȩȫȤȯȩȪȱȬȹ ȱȤȥȲȴіȦ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ, Ȥ�(�)— ȵȶȷȳіȱь ȦȬȴȲȨȪȩȱȱя ȦȯȤ-ȵȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя� ȷ ȱȤȼȲȰȷ ȳȴȲȵȶȲȴі. Ȇі ȨȦі ȦȩȯȬȻȬȱȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵяȶьȵя, яȮ�(�) = ∑

Jஹ|ெ|�(J), (˚.˛˖)Ȥ ȲȶȪȩ, �(J) = �(J) − �(J + ͳ). (˚.˛˗)ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, �(J) ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ �(�), яȮȩ ȯȩȧȼȩ ȲȥȻȬȵȯюєȶьȵя.ǲȩȮȶȲȴȬ (͹.ͺͳ) є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ J௭ = J
(ଵ)௭ + J

(ଶ)௭ ȫȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ~� = (mଵ +mଶ), і ȵȶȷȳіȱь ȦȬȴȲȨȪȩȱȱя ȨȲȴіȦȱюєȮіȯьȮȲȵȶі ȴіȫȱȬȹ ȳȤȴ (mଵ, mଶ), Ȩȯя яȮȬȹmଵ+mଶ = �. Ȇȩ ȳȴȲіȯюȵȶȴȲȦȤȱȲȱȤ ȀȬȵ. ˚.˘˛, ȫ яȮȲȧȲ ȦȬȨȱȲ, ȽȲ �(�) ȨȲȴіȦȱює ȮіȯьȮȲȵȶі ȶȲȻȲȮ, ȽȲ ȯȩȪȤȶьȱȤ ȨіȤґȲȱȤȯьȱіȭ ȯіȱії � = mଵ +mଶ. ȂȲȰȷ�(�) = Ͳ, яȮȽȲ |�| > jଵ + jଶ;= jଵ + jଶ + ͳ − |�|, яȮȽȲ jଵ + jଶ ≥ |�| ≥ |jଵ − jଶ|; (˚.˛˘)= ʹmin(jଵ, jଶ) + ͳ, яȮȽȲ |jଵ − jଶ| ≥ |�| ≥ Ͳ.ǰ ȶȲȨі ȫ (͹.ͺͶ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ�(J) = ͳ Ȩȯя jଵ + jଶ ≥ J ≥ |jଵ − jଶ|;= Ͳ Ȧ ȷȵіȹ іȱȼȬȹ ȦȬȳȤȨȮȤȹ. (˚.˛˙)ЯȮ ȦȬяȦȬȯȲȵя, �(J) ȱіȮȲȯȬ ȱȩ ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȥіȯьȼȬȰ ȫȤ ͳ, Ȥ ȶȲȰȷ Ȧȩ-ȮȶȲȴ |α, J , �⟩ єȨȬȱȬȰ ȻȬȱȲȰ ȦȬȫȱȤȻȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȻȲȶȬ-ȴьȲȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ J
(ଵ) ⋅ J(ଵ), J(ଶ) ⋅ J(ଶ), J ⋅ J і J௭ . ǽȤȨȤȯі ȰȬ ȳȲȫȱȤȻȤȶȬȰȩȰȲȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ, яȮ |jଵ, jଶ, J , �⟩.



§ ˚.˚. ǴȲȨȤȦȤȱȱя ȰȲȰȩȱȶіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˜˚
ʙˑˈ˗і˙ієː˕ˋ ʙˎˈ˄˛˃–Ґˑ˓ˇ˃ː˃ǾȵȮіȯьȮȬ ȦȩȮȶȲȴȬ {|jଵ, jଶ,mଵ,mଶ⟩} ȷȶȦȲȴююȶь ȳȲȦȱȬȭ ȥȤȫȬȵ, ȶȲ ȮȲȪȩȱ Ȧȩ-ȮȶȲȴ ȫ ȱȤȥȲȴȷ {|jଵ, jଶ, J , �⟩} ȰȲȪȱȤ ȦȬȴȤȫȬȶȬ Ȼȩȴȩȫ їȹȱю ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤ-Ⱥію: |jଵ, jଶ, J , �⟩ = ∑

mభ ,mమ |jଵ, jଶ,mଵ,mଶ⟩⟨jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|jଵ, jଶ, J , �⟩. (˚.˛˚)
ǺȲȩȸіȺієȱȶȬ ȶȤȮȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȱȤȫȬȦȤюȶьȵя ˍˑˈ˗і˙ієː˕˃ˏˋ Кˎˈ˄-
˛˃–Ґˑ˓ˇ˃ː˃ і ȱȤȨȤȯі ȥȷȨȷȶь ȫȤȳȬȵȷȦȤȶȬȵь ȷ ȦȬȧȯяȨі(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �) = ⟨jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|jଵ, jଶ, J , �⟩. (˚.˛˛)ȄȤȫȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ȳȲȮȬ ȽȲ ȨȲȦіȯьȱі, ȲȵȮіȯьȮȬ |jଵ, jଶ, J , �⟩ ȦȬȫȱȤȻȩȱȲ ȯȬ-ȼȩ яȮ ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. Ǵȯя ȴіȫȱȬȹȫȱȤȻȩȱь � ȳȴȬ ȱȩȫȰіȱȱȲȰȷ J ȰȬ ȳȴȬȭȰȤєȰȲ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȷ ȨȲȰȲȦȯȩȱіȵȶь,яȮȤ ȳȴȬȫȦȩȯȤ ȨȲ ȦȬȴȤȫȷ (͹.ͳͶ). ǰȯȩ ȦȲȱȤ ȫȤȯȬȼȤє ȲȨȱȷ ȨȲȦіȯьȱȷ ȸȤȫȷ ȨȯяȮȲȪȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя J , ȶȲȰȷ ȰȬ ȸіȮȵȷєȰȲ її ȨȲȨȤȶȮȲȦȲю ȦȬȰȲȧȲю:(jଵ, jଶ, jଵ, J − jଵ|J , J) є ȨіȭȵȱȬȰ і ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰ. (˚.˛˜)ȂȤȮȤ ȷȰȲȦȤ, ȹȲȻ Ⱥȩ ȭ ȱȩ ȲȻȩȦȬȨȱȲ, ȴȲȥȬȶь ȷȵі ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ Ǻȯȩȥ-ȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȨіȭȵȱȬȰȬ ȶȤ ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰȬ.ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͹.ͺ͹) ȶȤ Ȳȥȩȴȱȩȱȩ ȨȲ ȨȲ ȱьȲȧȲ ȶȩȳȩȴ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬȷ ȦȬȧȯяȨі|jଵ, jଶ, J , �⟩ = ∑

mభ ,mమ |jଵ, jଶ,mଵ,mଶ⟩(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �), (˚.˜˓)|jଵ, jଶ,mଵ,mଶ⟩ = ∑

J ,ெ |jଵ, jଶ, J , �⟩(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �). (˚.˜˔)
ǾȵȮіȯьȮȬ Ⱥȩ ȷȱіȶȤȴȱȩ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȦіȨ ȲȨȱȲȧȲ ȲȴȶȲȱȲȴȰȲȦȤȱȲȧȲ ȥȤȫȬȵȤȨȲ іȱȼȲȧȲ, ȶȲ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȰȤюȶь ȫȤȨȲȦȲȯьȱяȶȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ ȲȴȶȲ-ȱȲȴȰȤȯьȱȲȵȶі:

∑

mభ ,mమ(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �)(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J ′, �′) = ɁJJ ′ Ɂெெ′ , (˚.˜˕)
∑

J ,ெ(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �)(jଵ, jଶ,m′ଵ,m′ଶ|J , �) = Ɂmభm′భ Ɂmమm′మ . (˚.˜˖)



˔˜˛ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷǺȲȩȸіȺієȱȶȬ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȲȥȩȴȶȤюȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь, яȮȽȲ ȱȩ ȦȬȮȲȱȷю-ȶьȵя ȶȤȮі ȷȰȲȦȬ: (a) mଵ +mଶ = �, (˚.˜˗)(b) |jଵ − jଶ| ≤ J ≤ jଵ + jଶ, (˚.˜˘)(c) jଵ + jଶ + J = Ⱥіȯȩ ȻȬȵȯȲ. (˚.˜˙)ȃȰȲȦȬ (a) і (b)ȰȬ ȦȪȩ ȦȬȦȩȯȬ ȦȬȽȩ. ȃȰȲȦȤ (c)ȦȬȳȯȬȦȤє ȫ ȳȲȦȩȨіȱȮȬ ȴіȦȱя-ȱȱя (͹.ͺ͹) ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱі ȱȤ ʹπ. ǲіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ (͹.͹͹), ȯіȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ (͹.ͺ͹)ȳіȵȯя ȶȤȮȲȧȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȰȤє ȳȩȴȩȰȱȲȪȷȦȤȶȬȵя ȱȤ (−ͳ)ଶJ , ȶȲȨі яȮ ȳȴȤȦȤ— ȱȤ (−ͳ)ଶ(jభାjమ). ǿȲȰȱȲȪȬȦȼȬ ȲȥȬȨȦі ȻȤȵȶȬȱȬ ȦȬȴȤȫȷ Ƚȩ ȱȤ (−ͳ)ଶJ , ȰȬȲȶȴȬȰȷєȰȲ Ȧ ȯіȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі (−ͳ)ସJ , ȽȲ ȶȲȶȲȪȱȲ ȨȲȴіȦȱює ȲȨȬȱȬȺі, ȥȲJ ȰȲ-Ȫȩ ȥȷȶȬ ȯȬȼȩ ȺіȯȬȰ ȤȥȲ ȱȤȳіȦȺіȯȬȰ. ǰ ȶȲȨі Ȩȯя ȰȱȲȪȱȬȮȤ Ȧ ȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱіȰȤєȰȲ ȷȰȲȦȷ (−ͳ)ଶ(jభାjమାJ) = ͳ, ȽȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ (͹.ͻ͸).
ʟˈˍ˖˓˔ˋ˅ːі ˔˒і˅˅іˇːˑ˛ˈːːяǺȲȩȸіȺієȱȶȬ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȼȯяȹȲȰ ȳȲȵȯіȨȲȦȱȲȧȲ ȫȤ-ȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Jା і Jି, ȦȬȫȱȤȻȩȱȬȹ ȷ (͹.ͷ), ȨȲ ȴіȦȱяȱȱя|jଵ, jଶ, J , �⟩ = ∑

mభ ,mమ |jଵ,mଵ⟩(ଵ) ⊗ |jଶ,mଶ⟩(ଶ)(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �), (˚.˜˚)
яȮȩ є ȳȴȲȵȶȲ іȱȼȬȰ ȫȤȳȬȵȲȰ (͹.ͺ͹).Ȇȩ ȯȩȧȮȲ ȳȴȲіȯюȵȶȴȷȦȤȶȬ Ȩȯя ȦȬȳȤȨȮȷ jଵ = jଶ = ଵଶ . ǺȲȯȬ J і � ȨȲȵяȧȤ-юȶь ȵȦȲȧȲ ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя J = � = ͳ, ȵȷȰȤ (͹.ͻ͹) ȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩȲȨȬȱ ȨȲȨȤȱȲȮ:หଵଶ , ଵଶ , ͳ, ͳൿ = ൫ଵଶ , ଵଶ , ଵଶ , ଵଶ หͳ, ͳ൯ หଵଶ , ଵଶ ൿ(ଵ) ⊗ หଵଶ , ଵଶ ൿ(ଶ). (˚.˜˛)ȃȰȲȦȤ Ȩȯя ȸȤȫȬ (͹.ͺͻ) і ȶȤ ȲȥȵȶȤȦȬȱȤ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴȬ ȰȤюȶь ȲȨȬȱȬȻȱȷ ȱȲȴȰȷ,ȨȤюȶь ൫ଵଶ , ଵଶ , ଵଶ , ଵଶ หͳ, ͳ൯ = ͳ.ǴȤȯі ȰȬ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷєȰȲ ȨȲ (͹.ͻͺ)ȲȳȩȴȤȶȲȴJି = J (ଵ)ି +J (ଶ)ି і ȦȬȮȲȴȬȵȶȲȦȷєȰȲ(͹.ͳͷ), ȽȲȥ ȲȶȴȬȰȤȶȬ√ʹ หଵଶ , ଵଶ , ͳ, Ͳൿ = หଵଶ , −ଵଶ ൿ(ଵ) ⊗ หଵଶ , ଵଶ ൿ(ଶ) + หଵଶ , ଵଶ ൿ(ଵ) ⊗ หଵଶ , −ଵଶ ൿ(ଶ).ǿȲȦȶȲȴȱȩ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя Jି ȨȲ ȺьȲȧȲ ȦȬȴȤȫȷ ȨȤє|ͳ, −ͳ⟩ = หଵଶ , −ଵଶ ൿ(ଵ) ⊗ หଵଶ , −ଵଶ ൿ(ଶ).



§ ˚.˚. ǴȲȨȤȦȤȱȱя ȰȲȰȩȱȶіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ˔˜˜ǿȲȴіȦȱяȦȼȬ Ⱥі ȴȩȫȷȯьȶȤȶȬ ȫ (͹.ͻ͹), ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ ȳȩȴȼі ȨȦȤ ȵȶȲȦȳȺі Ȩȯя
˕˓ˋ˒ˎˈ˕˖ Ȧ ȶȤȥȯȬȺі:

ǷȱȤȻȩȱȱя ൫ଵଶ , ଵଶ ,mଵ,mଶหJ , �൯(ȶȴȬȳȯȩȶ) (ȵȬȱґȯȩȶ)
J , � = ͳ, +ͳ ͳ, Ͳ ͳ, −ͳ Ͳ, Ͳ

mଵ,mଶ = +ଵଶ , +ଵଶ ͳ Ͳ Ͳ Ͳ+ଵଶ , −ଵଶ Ͳ ଵ√ଶ Ͳ ଵ√ଶ−ଵଶ , +ଵଶ Ͳ ଵ√ଶ Ͳ − ଵ√ଶ−ଵଶ , −ଵଶ Ͳ Ͳ ͳ Ͳ
(˚.˜˜)

Ȃȴȩȶіȭ ȵȶȲȦȳȩȺь Ȩȯя ȶȴȬȳȯȩȶȷ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȫ ȨȲȰȲȦȯȩȱȲȵȶі ȳȴȲ ȸȤ-ȫȷ (͹.ͺͻ) і ȦȬȰȲȧȬ, ȽȲȥ ˔ˋːґˎˈ˕ːˋˌ ȵȶȤȱ |Ͳ, Ͳ⟩ ȥȷȦ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȬȭ ȨȲ ȦȵіȹȶȴьȲȹ ȶȴȬȳȯȩȶȱȬȹ ȵȶȤȱіȦ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ Jି ȨȲ (͹.ͻ͹) ȷ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȨȤєඥ(J −�+ ͳ)(J +�) |jଵ, jଶ, J , � − ͳ⟩ == ∑

mభ ,mమ ൛ඥ(jଵ −mଵ + ͳ)(jଵ +mଵ) |jଵ,mଵ − ͳ⟩(ଵ) ⊗ |jଶ,mଶ⟩(ଶ)++ඥ(jଶ −mଶ + ͳ)(jଶ +mଶ) |jଵ,mଵ⟩(ଵ) ⊗ |jଶ,mଶ − ͳ⟩(ଶ)ൟ×× (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �). (˚.˔˓˓)Ȃȩȳȩȴ ȳȩȴȩȳȬȼȩȰȲ ȦȬȴȤȫ (͹.ͻ͹), ȫȤȰіȱȬȦȼȬ Ȧ ȱьȲȰȷ � ȱȤ �− ͳ:|jଵ, jଶ, J , � − ͳ⟩ = ∑

mభ ,mమ |jଵ,mଵ⟩(ଵ) ⊗ |jଶ,mଶ⟩(ଶ)(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , � − ͳ),
і ȳȲȴіȦȱяєȰȲ ȭȲȧȲ ȨȲȨȤȱȮȬ ȫ ȨȲȨȤȱȮȤȰȬ Ȧ (͹.ͳͲͲ)Ȩȯя ȲȮȴȩȰȬȹ ȫȱȤȻȩȱьmଵі mଶ. ǲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі,ඥ(J −�+ ͳ)(J +�) (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , � − ͳ) == ඥ(jଵ −mଵ)(jଵ +mଵ + ͳ) (jଵ, jଶ,mଵ + ͳ,mଶ|J , �)++ ඥ(jଶ −mଶ)(jଶ +mଶ + ͳ) (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ + ͳ|J , �). (˚.˔˓˔)



˕˓˓ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȆіȯȮȲȰ ȳȲȨіȥȱі ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя іȫ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ Jା = J
(ଵ)ା + J

(ଶ)ାȨȤюȶьඥ(J +�+ ͳ)(J −�) (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , � + ͳ) == ඥ(jଵ +mଵ)(jଵ −mଵ + ͳ) (jଵ, jଶ,mଵ − ͳ,mଶ|J , �)++ ඥ(jଶ +mଶ)(jଶ −mଶ + ͳ) (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ − ͳ|J , �). (˚.˔˓˕)Ȇі ȴȩȮȷȴȵȬȦȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȲȵȲȥȯȬȦȲ ȮȲȴȬȵȱі ȳȴȬ ȴȲȫȧȯяȨі ˔˒іː-
ˑ˓˄і˕˃ˎьːˑї ˅ˊ˃єˏˑˇії Ȩȯя ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ Ȧ ȤȶȲȰі, ȮȲȯȬ jଵ = ℓ, jଶ = ଵଶ . ЯȮȽȲȦȫяȶȬ ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱяmଶ = ଵଶ , ȶȲ ȨȴȷȧȬȭ ȨȲȨȤȱȲȮ ȷ ȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱіȴіȦȱяȱȱя (͹.ͳͲͳ) ȲȥȩȴȶȤєȶьȵя ȱȤ ȱȷȯь, і ȶȲȨі ȫȤȯȬȼȤєȶьȵяඥ(J −�+ ͳ)(J +�) ൫ℓ, ଵଶ , � − ଷଶ , ଵଶ หJ , � − ͳ൯ == ට൫ℓ −�+ ଷଶ൯൫ℓ + �− ଵଶ൯ ൫ℓ, ଵଶ , � − ଵଶ , ଵଶ หJ , �൯.Ȃȷȶ ȰȬ ȵȮȲȴȬȵȶȤȯȬȵь ȷȰȲȦȲю (͹.ͻͶ), яȮȤ ȨȤє mଵ = �−mଶ = �− ଵଶ .ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ � → �+ ͳ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ
൫ℓ, ଵଶ , �−ଵଶ , ଵଶ หJ , �൯ = ቈ൫ℓ − �+ ଵଶ൯൫ℓ + �+ ଵଶ൯(J −�)(J +�+ ͳ) ቉భ/మ ൫ℓ, ଵଶ , �+ଵଶ , ଵଶ หJ , �+ͳ൯.Ǵȯя ȦȬȳȤȨȮȷ J = ℓ + ଵଶ ȰȬ ȴȩȮȷȴȵȬȦȱȲ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ Ⱥȩ ȴіȦȱяȱȱя, ȤȪ ȳȲȮȬȳȲȵȯіȨȲȦȱіȵȶь �, � + ͳ, � + ʹ,… ȱȤȥȷȨȩ ȵȦȲȧȲ ȰȤȮȵȬȰȤȯьȱȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱяℓ + ଵଶ :
൫ℓ, ଵଶ , � − ଵଶ , ଵଶ หJ , �൯ = ቈℓ + �+ ଵଶℓ + �+ ଷଶ ቉భ/మ ൫ℓ, ଵଶ , � + ଵଶ , ଵଶ หℓ + ଵଶ , � + ͳ൯ =

= ቈℓ +�+ ଵଶℓ + �+ ହଶ ቉భ/మ ൫ℓ, ଵଶ , � + ଷଶ , ଵଶ หℓ + ଵଶ , � + ʹ൯ =⋮= ቈℓ + �+ ଵଶʹℓ + ͳ ቉భ/మ ൫ℓ, ଵଶ , ℓ, ଵଶ หℓ + ଵଶ , ℓ + ଵଶ൯.ǺȲȩȸіȺієȱȶ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ Ȧ ȲȵȶȤȱȱьȲȰȷ ȴяȨȮȷ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ (jଵ, jଶ, jଵ, jଶ|jଵ+
jଶ, jଵ + jଶ), і ȻȬȶȤȻȩȦі ȳȴȲȳȲȱȷєȶьȵя ȵȤȰȲȵȶіȭȱȲ ȨȲȦȩȵȶȬ, ȽȲ Ȧіȱ ȨȲȴіȦȱюєȲȨȬȱȬȺі. ǾȶȪȩ, ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ൫ℓ, ଵଶ , �− ଵଶ , ଵଶ หJ , �൯ ȫȤȦȩȴȼȩȱȲ, і ȲȶȴȬȰȤȱȩ ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ȴȲȫȰіȽȩȱȲ Ȧ ȯіȦȲȰȷ ȦȩȴȹȱьȲȰȷ ȮȷȶȮȷ ȱȤȵȶȷȳȱȲї ȶȤȥȯȬȺі:



§ ˚.˚. ǴȲȨȤȦȤȱȱя ȰȲȰȩȱȶіȦ іȰȳȷȯьȵȷ ˕˓˔
ǷȱȤȻȩȱȱя ൫ℓ, ଵଶ , � −m௦,m௦หJ , �൯

J = ℓ + ଵଶ J = ℓ + ଵଶ
m௦ = ଵଶ ቈℓ + � + ଵଶʹℓ + ͳ ቉భ/మ −ቈℓ −�+ ଵଶʹℓ + ͳ ቉భ/మ
m௦ = −ଵଶ ቈℓ − � + ଵଶʹℓ + ͳ ቉భ/మ ቈℓ + � + ଵଶʹℓ + ͳ ቉భ/మ

(˚.˔˓˖)

ǲȬȴȤȫ ȷ ȯіȦȲȰȷ ȱȬȪȱьȲȰȷ ȮȷȶȮȷ ȶȤȥȯȬȺі ȰȲȪȱȤ ȦȬȫȱȤȻȬȶȬ ȫ ȶȲȧȲ Ȫ ȴȩȮȷȴ-ȵȬȦȱȲȧȲ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͹.ͳͲʹ), ȦȫяȦȼȬ mଶ = −ଵଶ . ǿȴȲȶȩ ȭȲȧȲ ȯȩȧȼȩ ȦȬ-ȦȩȵȶȬ ȫ ȶȲȧȲ ȸȤȮȶȷ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴ หJ = ℓ + ଵଶ , �ൿ є ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȰ, Ȥ ȲȶȪȩ, ȵȷȰȤȮȦȤȨȴȤȶіȦ ȲȥȲȹ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ȫ ȯіȦȲȧȲ ȵȶȲȦȳȺя ȰȤє ȨȲȴіȦȱюȦȤȶȬ ȲȨȬȱȬȺі.ǲȬȴȤȫȬ ȷ ȳȴȤȦȲȰȷ ȵȶȲȳȺі, ȫȤ ȦȬȱяȶȮȲȰ ȳȲȦȱȲȧȲ ȫȱȤȮȷ, ȦȬȫȱȤȻȤюȶьȵя ȫ ȦȬ-ȰȲȧȬ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴ หJ = ℓ− ଵଶ , �ൿ ȱȲȴȰȲȦȤȱȬȭ ȱȤ ȲȨȬȱȬȺю і ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȬȭȨȲ หJ = ℓ+ ଵଶ , �ൿ. ǰ ȫ ȨȲȰȲȦȯȩȱȲȵȶі ȳȴȲ ȸȤȫȷ (͹.ͺͻ) ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲ ȨȲȨȤȱȲȮіȫ m௦ = −ଵଶ ȰȤє ȷȶȬ ȳȲȫȬȶȬȦȱȬȰ.
ʠ˒іː-ˑ˓˄і˕˃ˎьːі ˅ˎ˃˔ːі ˗˖ːˍ˙ії ȫȤȳȬȵȷюȶьȵя, яȮ �Jெℓ . Їȹȱіȭ ȵȶȤȱȨȤȴ-ȶȱȬȭ ȦȬȧȯяȨ ȷ ȰȤȶȴȬȻȱȲȰȷ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯȩȱȱі є

�ℓା భమ ,ெℓ = ͳ√ʹℓ + ͳ൦ටℓ +�+ ଵଶ �ெି భమℓ (θ, ɔ)ටℓ −�+ ଵଶ �ெା భమℓ (θ, ɔ)൪ ,
�ℓି భమ ,ெℓ = ͳ√ʹℓ + ͳ൦−ටℓ −�+ ଵଶ �ெି భమℓ (θ, ɔ)ටℓ +�+ ଵଶ �ெା భమℓ (θ, ɔ)൪ .

(˚.˔˓˗)
ǷȤ ȵȦȲєю ȥȷȨȲȦȲю ȦȲȱȬ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ�⋅�, �⋅�, J⋅J іJ௭ .ȂȤȮȲȪ ȦȲȱȬ є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȸȷȱȮȺіяȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȵȳіȱ-ȲȴȥіȶȤȯьȱȲї ȦȫȤєȰȲȨії� ⋅ �, ȲȵȮіȯьȮȬ � ⋅ � = ଵଶ(J ⋅ J− � ⋅ � − � ⋅ �). (˚.˔˓˘)ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȺьȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ є

ଵଶ~ଶ[j(j + ͳ) − ℓ(ℓ + ͳ) − ଷସ ] = ൝ଵଶ~ଶℓ Ȩȯя j = ℓ + ଵଶ ,−ଵଶ~ଶ(ℓ + ͳ) Ȩȯя j = ℓ − ଵଶ . (˚.˔˓˙)



˕˓˕ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷǿȴȬȮȯȤȨ ȵȳіȱ-ȲȴȥіȶȤȯьȱȲї ȦȫȤєȰȲȨії ȰȬ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ Ȧ § ˔˙.˗.
ʑіґːˈ˓ˑ˅і ͵j-˔ˋˏ˅ˑˎˋǺȲȩȸіȺієȱȶȬ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȳȲȦ’яȫȤȱі іȫ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱіȼȬȰȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶȤ-ȰȬ, ȽȲ ȰȤюȶь ȱȤȫȦȷ ȦіґȱȩȴȲȦȬȹ ͵j-ȵȬȰȦȲȯіȦ:

ቆ jଵ jଶ jଷ
mଵ mଶ mଷቇ = (−ͳ)jభିjమିmయඥʹjଷ + ͳ (jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|jଷ, −mଷ). (˚.˔˓˚)

ȀȲȶȩȱȥȩȴґ і ȵȳіȦȤȦȶȲȴȬ [˔˘˚] ȷȮȯȤȯȬ ȦȬȻȩȴȳȱі ȶȤȥȯȬȺі ȺȬȹ ȶȤ Ƚȩ ȵȮȯȤȨȱі-ȼȬȹ ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ȴȤȫȲȰ ȫ ȳȩȴȩȯіȮȲȰ ȱȤȭȦȤȪȯȬȦіȼȬȹ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱь, яȮȬȰȦȲȱȬ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь. ȃ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲȵȶі ȨȲ (Ͷ.ͻͶ), (Ͷ.ͻͷ) і (Ͷ.ͻ͸)ȦіґȱȩȴȲȦі͵j-ȵȬȰȦȲȯȬ ȰȤюȶь ȲȥȩȴȶȤȶȬȵя ȱȤ ȱȷȯь, яȮȽȲmଵ+mଶ+mଷ ≠ Ͳ, ȦȩȯȬȻȬȱȬ jଵ,
jଶ і jଷ ȱȩ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȱȩȴіȦȱȲȵȶі ȶȴȬȮȷȶȱȬȮȤ, Ȥ jଵ + jଶ + jଷ ȱȩ є ȺіȯȬȰȻȬȵȯȲȰ.ǿȲȫȱȤȻȬȰȲ ͵j-ȵȬȰȦȲȯȬ (͹.ͳͲ͹) ȤȥȩȴȩȦіȤȶȷȴȲю (ͳ, ʹ, ͵). Ǵȯя ȱȬȹ ȦȬȮȲ-ȱȷюȶьȵя ȶȤȮі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȵȬȰȩȶȴії:(i) ǿȤȴȱȤ ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȮȤ:(ͳ, ʹ, ͵) = (ʹ, ͵, ͳ) = (͵, ͳ, ʹ).

(ii) ǽȩȳȤȴȱȤ ȳȩȴȵȶȤȱȲȦȮȤ:(͵, ʹ, ͳ) = (ʹ, ͳ, ͵) = (ͳ, ͵, ʹ) = (ͳ, ʹ, ͵) × (−ͳ)jభିjమିmయ .
(iii) Ǿȥȩȴȱȩȱȱя ȫȱȤȮіȦ mଵ, mଶ і mଷ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȳȩȴȩȰȱȲȪȩȱȱя ͵j-ȵȬȰȦȲȯȤ ȱȤ (−ͳ)jభିjమିmయ .ȁȬȰȩȶȴȬȻȱіȵȶь ȦіȨȱȲȵȱȲ ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȲȮ ͳ і ʹ ȥȷȯȤ ȲȻіȮȲȦȤȱȲю іȫ ȵȤȰȲȧȲȲȫȱȤȻȩȱȱя ȮȲȩȸіȺієȱȶіȦ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ Ȼȩȴȩȫ ȨȲȨȤȦȤȱȱя ȨȦȲȹ ȰȲȰȩȱ-ȶіȦ іȰȳȷȯьȵȷ, ȳȴȲȶȩ ȳȲȶȴіȭȱȤ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱіȵȶь ȤȪ ȱіяȮ ȱȩ ȲȻȩȦȬȨȱȤ ȫ Ⱥієї ȶȲ-ȻȮȬ ȫȲȴȷ. ȃ ȰȲȱȲґȴȤȸії ȀȲȶȩȱȥȩȴґȤ ȱȤȦȩȨȩȱȲ ȭ іȱȼі ȵȬȰȩȶȴії, іȱȶȩȴȳȴȩȶȤ-Ⱥія яȮȬȹ Ƚȩ ȥіȯьȼ ȱȩȫȥȤȧȱȩȱȱȤ.

§ ͹.ͺ. ʜˈ˒˓ˋ˅іˇːі ˕ˈːˊˑ˓ːі ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓ˋǾȨȱȤ ȫ ȳȴȬȻȬȱ, яȮȤ ȴȲȥȬȶь ȶȤȮȬȰ ȦȤȪȯȬȦȬȰ ȱȤȥіȴ ʹj + ͳ ȦȯȤȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲ-ȴіȦ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ {|j,m⟩ ∶ −j ≤ m ≤ j}, ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȳȴȬ



§ ˚.˛. ǽȩȳȴȬȦіȨȱі ȶȩȱȫȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˓˖ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ ȦȲȱȬ ȳȩȴȩȶȦȲȴююȶьȵя ȫȤ ȳȴȲȵȶȬȰ ȳȴȤȦȬȯȲȰ (͹.͹ͳ), ȸȲȴȰȷ-юȻȬ ȥȤȫȬȵ іȱȦȤȴіȤȱȶȱȲȧȲ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȧȲ ȳіȨȳȴȲȵȶȲȴȷ. ǽȤȥіȴ ʹ� + ͳ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴіȦ {�(௞)௤ ∶ −� ≤ � ≤ �}, ȽȲ ȫȤȫȱȤюȶь ȤȱȤȯȲґіȻȱȬȹ ȶȴȤȱȵȸȲȴȰȤȺіȭ:�(α, β, ɀ) �(௞)௤ �ିଵ(α, β, ɀ) = ∑

௤′

�(௞)௤ �(௞)௤′௤(α, β, ɀ), (˚.˔˓˛)
ȷȶȦȲȴює ːˈ˒˓ˋ˅іˇːˋˌ ˕ˈːˊˑ˓ ˓˃ːґ˖ �.ȁȮȤȯяȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �, яȮȬȭ (ȫȤ ȲȫȱȤȻȩȱȱяȰ) іȱȦȤȴіȤȱȶȱȬȭ ȦіȨȱȲȵȱȲȲȥȩȴȶȤȱȱя: �(α, β, ɀ) � �ିଵ(α, β, ɀ) = �, (˚.˔˓˜)є ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȰ ȶȩȱȫȲȴȲȰ ȱȷȯьȲȦȲȧȲ ȴȤȱґȷ. ǲȩȮȶȲȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ � є ȱȩ-ȳȴȬȦіȨȱȬȰ ȶȩȱȫȲȴȲȰ ȳȩȴȼȲȧȲ ȴȤȱґȷ, ȲȵȮіȯьȮȬ ȶȴȬ ȭȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȳȩȴȩ-ȶȦȲȴююȶьȵя ȳȴȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ ȱȤ ȵȦȲю ȯіȱіȭȱȷ ȮȲȰȥіȱȤȺію. ʠ˗ˈ˓ˋ˚ːі ˍˑˏ-
˒ˑːˈː˕ˋ ȦȩȮȶȲȴȤ, яȮі ȫȤȨȲȦȲȯьȱяюȶь ȲȫȱȤȻȩȱȱю (͹.ͳͲͺ), ȫȤȨȤюȶьȵя ȦȬ-ȴȤȫȤȰȬ�ାଵ = − ͳ√ʹ(�௫ + ��௬), �଴ = �௭ , �ିଵ = ͳ√ʹ(�௫ − ��௬). (˚.˔˔˓)ȅȲȻȤ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȭ ȶȩȱȫȲȴ ȲȫȱȤȻȩȱȲ Ȼȩȴȩȫ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȳȴȬ ȵȮіȱȻȩȱ-ȱȬȹ ȲȥȩȴȶȤȱȱяȹ, ȭȲȰȷ ȶȤȮ ȵȤȰȲ ȰȲȪȱȤ ȨȤȶȬ ȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȼȩȴȩȫ іȱȸіȱіȶȩȫȬ-ȰȤȯьȱі ȲȥȩȴȶȤȱȱя. ǷȧȤȨȤȦȼȬ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȰȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя (͹.͸Ͷ), ȰȬ ȰȲ-ȪȩȰȲ ȳȩȴȩȳȬȵȤȶȬ (͹.ͳͲͺ), яȮ��(௞)௤ �ିଵ = ∑

௤′

�(௞)௤′ ⟨�, �′|�|�, �⟩.
Ǵȯя ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȱȤ іȱȸіȱіȶȩȫȰȤȯьȱȬȭ Ȯȷȶ ɂ ȨȲȦȮȲȯȤ Ȳȵі Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȲȨȬȱȬ-ȻȱȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȤ ෝ� ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨ � = ͳ − �ɂෝ� ⋅ J/~, іȶȲȨі ȳȲȳȩȴȩȨȱє ȴіȦȱяȱȱя ȨȤє[ෝ� ⋅ J, �(௞)௤ ] = ∑

௤′

�(௞)௤′ ⟨�, �′|ෝ� ⋅ J|�, �⟩. (˚.˔˔˔)
ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȨȲ ȱȤȳȴяȰȮіȦ ȷȫȨȲȦȪ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȱȬȹ Ȳȵȩȭ �,�, � і ȵȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь ȸȷȱȨȤȰȩȱȶȤȯьȱȬȰȬ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ (͹.ͳͶ) і (͹.ͳͷ)ȵȹȲȨȲȦȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ Jା = J௫ + �J௬ ȶȤ Jି = J௫ − �J௬ , ȰȬ ȲȶȴȬȰȷєȰȲ[Jା, �(௞)௤ ] = ~ඥ(� − �)(� + � + ͳ)�(௞)௤ାଵ,[Jି, �(௞)௤ ] = ~ඥ(� + �)(� − � + ͳ)�(௞)௤ିଵ,[J௭ , �(௞)௤ ] = ~��(௞)௤ . (˚.˔˔˕)



˕˓˗ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȆі ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȤȯьȶȩȴȱȤȶȬȦȱȩȲȫȱȤȻȩȱȱя Ȩȯя ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȧȲ ȶȩȱȫȲȴȤ ȫȤȰіȵȶь(͹.ͳͲͺ).Іȫ ȳȴȲȵȶȬȹ ȲȥȩȴȶȤȯьȱȬȹ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ ȶȩȱȫȲȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȦȬȳȯȬ-ȦȤє ȮіȯьȮȤ ȮȲȴȬȵȱȬȹ ȴȩȫȷȯьȶȤȶіȦ. ǰȯȩ Ȩȯя їȹ ȦȬȦȩȨȩȱȱя ȰȬ ȰȷȵȬȰȲ ȵȳȩȴ-ȼȷ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȨȩяȮі ȦȤȪȯȬȦі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰіȪ ȰȤȶȴȬȺяȰȬ ȲȥȩȴȶȤȱȱяі ȮȲȩȸіȺієȱȶȤȰȬ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ. ǿȩȴȩȨȲȦȵіȰ ȫȤȵȶȲȵȷєȰȲ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȨȲȥȷȶȮȷ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȦȬȧȯяȨȷ (͹.ͻͳ):�|�, �⟩ ⊗ |j,m⟩ = ∑

J ,ெ �|�, j, J , �⟩(�, j, �,m|J , �).
Ƿ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȱȱяȰ (͹.͹ͳ) Ⱥȩ ȨȤє

∑

௤′ ,m′

|�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩�(௞)௤௤′(�)�(j)
mm′(�) == ∑

ெ,J ,ெ′

|�, j, J , �′⟩�(J)ெ′ெ(�) (�, j, �,m|J , �).
Ȃȩȳȩȴ ȳіȨȵȶȤȦȬȰȲ Ȧ ȨȴȷȧȬȭ ȴяȨȲȮ ȦȬȴȤȫ|�, j, J , �′⟩ = ∑

௤′ ,m′

|�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩ (�, j, �′,m′|J , �′)
і ȳȴȬȴіȦȱяєȰȲ ȮȲȩȸіȺієȱȶȬ ȳȴȬ |�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩. ǲ ȴȩȫȷȯьȶȤȶі ȲȶȴȬȰȷєȰȲ�(௞)௤௤′(�)�(j)

mm′(�) == ∑

ெ,J ,ெ′

(�, j, �′,m′|J , �′)�(J)ெ′ெ(�) (�, j, �,m|J , �). (˚.˔˔˖)
(ȂȤȮȩ ȳȴȬȦȩȨȩȱȱя ȨȲȥȷȶȮȷ ȰȤȶȴȬȺь ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲ ȵȷȰȬ ȲȮȴȩȰȬȹ ȰȤȶȴȬȺьіȱȮȲȯȬ ȱȤȫȬȦȤюȶь ȴяȨȲȰ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ.) Ȃȩȳȩȴ, ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȶȩȲȴȩ-ȰȬ ȲȴȶȲґȲȱȤȯьȱȲȵȶі (͹.͹Ͳ), ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ іȱȶȩґȴȤȯ ȦіȨ ȨȲȥȷȶȮȷȶȴьȲȹ ȰȤȶȴȬȺь ȲȥȩȴȶȤȱȱя:
න{�(J)ெ′ெ(�)}∗�(௞)௤௤′(�)�(j)

mm′(�) �� == (�, j, �′,m′|J , �′)(jଵ, jଶ,mଵ,mଶ|J , �)(ʹJ + ͳ)ିଵන��. (˚.˔˔˗)



§ ˚.˛. ǽȩȳȴȬȦіȨȱі ȶȩȱȫȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˓˘
ʛ˃˕˓ˋ˚ːі ˈˎˈˏˈː˕ˋ ˕ˈːˊˑ˓ːˋ˘ ˑ˒ˈ˓˃˕ˑ˓і˅ǾȥȻȬȵȯȩȱȱя ȰȤȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ ȰȲȪȱȤ іȵȶȲȶȱȲ ȵȳȴȲȵȶȬȶȬ, ȦȨȤȦȼȬȵьȨȲ ˕ˈˑ˓ˈˏˋ ʑіґːˈ˓˃–ʔˍ˃˓˕˃, яȮȷ ȰȬ ȫȤȴȤȫ ȨȲȦȩȨȩȰȲ.ǽȩȹȤȭ |ɒ, J , �⟩ ȥȷȨȩ ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰ-ȳȷȯьȵȷ, Ȩȩ ȦȯȤȵȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ɒ ȳȴȩȨȵȶȤȦȯяє яȮіȵь іȱȼі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȰȲ-Ȫȷȶь ȥȷȶȬ ȳȲєȨȱȤȱі ȫ J ⋅ J і J௭ Ȩȯя ȷȶȦȲȴȩȱȱя ȳȲȦȱȲȧȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȲȧȲ ȱȤ-ȥȲȴȷ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͹.͹ͳ), (͹.ͳͲͺ) і ȷȱіȶȤȴȱіȵȶю �, ȲȶȴȬȰȷєȰȲ⟨ɒ′, J ′, �′|�(௞)௤ |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′, �′|�ற��(௞)௤ �ற�|ɒ,J , �⟩ == ∑

ஜ′ ,஢,ஜ{�(J ′)ஜ′ெ′(�)}∗�(௞)஢௤ (�)�(J)ஜெ(�)×× ⟨ɒ′, J ′, µ′|�(௞)஢ |ɒ, J , µ⟩.ǻіȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ ȺьȲȧȲ ȴіȦȱяȱȱя ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ȲȥȩȴȶȤȱȱя, ȶȲȰȷ ȰȬ ȰȲȪȩȰȲȳȴȲіȱȶȩґȴȷȦȤȶȬ її ȫȤ ȦȵіȰȤ ȮȷȶȤȰȬ � = (α, β, ɀ) і ȵȮȲȴȬȵȶȤȶȬȵя (͹.ͳͳͶ), ȽȲȥȲȶȴȬȰȤȶȬ⟨ɒ′, J ′, �′|�(௞)௤ |ɒ, J , �⟩ = ∑

ஜ′ ,஢,ஜ(ʹJ ′ + ͳ)ିଵ(J , �, µ, σ|J ′, µ′)×
× ⟨ɒ′, J ′, µ′|�(௞)஢ |ɒ, J , µ⟩(J , �,�, �|J ′, �′).ǾȵȶȤȱȱіȭ ȮȲȩȸіȺієȱȶ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȰȲȪȱȤ ȦȬȦȱȩȵȶȬ ȫȤ ȫȱȤȮ ȵȷȰȬ, і ȶȤȰȫȤȯȬȼȤȶьȵя ȰȱȲȪȱȬȮȬ, ȫȤȯȩȪȱі ȯȬȼȩ ȦіȨ ɒ′, ɒ, J ′, J і �. ЯȮȽȲ ȳȲȫȱȤȻȬȶȬ⟨ɒ′, J ′||�(௞)||ɒ, J⟩ ≡ ∑

ஜ′ ,஢,ஜ(ʹJ ′ + ͳ)ିଵ(J , �, µ, σ|J ′, µ′)⟨ɒ′, J ′, µ′|�(௞)஢ |ɒ, J , µ⟩,
ȶȲ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȷ ȦȬȧȯяȨі⟨ɒ′, J ′, �′|�(௞)௤ |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′||�(௞)||ɒ, J⟩(J , �,�, �|J ′, �′). (˚.˔˔˘)Ȇȩ і є ȶȩȲȴȩȰȤ ǲіґȱȩȴȤ–ǵȮȤȴȶȤ. ǲȩȯȬȻȬȱȤ ⟨ɒ′, J ′||�(௞)||ɒ, J⟩ ȱȤȫȬȦȤєȶьȵяȳȴȬȦȩȨȩȱȬȰ ȰȤȶȴȬȻȱȬȰ ȩȯȩȰȩȱȶȲȰ. ǲіȱ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �′, � і �, Ȥ ȦȵяȫȤȯȩȪȱіȵȶь ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱȲȧȲ ȩȯȩȰȩȱȶȤ ȦіȨ ȺȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ ȷ яȦȱȲȰȷ ȦȬ-ȧȯяȨі ȨȤєȶьȵя ȮȲȩȸіȺієȱȶȲȰ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ.
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (ͳ). ǽȤȭȳȴȲȵȶіȼȬȰ ȳȴȬȮȯȤȨȲȰ ȶȩȲȴȩȰȬ ǲіґȱȩȴȤ–ǵȮȤȴȶȤ є ȵȮȤ-ȯяȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ �, Ȩȯя яȮȲȧȲ � = � = Ͳ. Іȫ ȲȫȱȤȻȩȱȱя (͹.ͻͲ) і ȨȲȰȲȦ-ȯȩȱȲȵȶі ȳȴȲ ȸȤȫȷ (͹.ͺͻ) ȫ ȲȻȩȦȬȨȱіȵȶю ȦȬȯȬȦȤє, ȽȲ (J , Ͳ,�, Ͳ|J ′, �′) =ɁJ ′JɁெ′ெ , ȶȲȰȷ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ⟨ɒ′, J ′, �′|�|ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′||�||ɒ, J⟩ ɁJ ′JɁெ′ெ (˚.˔˔˙)



˕˓˙ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȨіȤґȲȱȤȯьȱȬȭ ȫȤ іȱȨȩȮȵȤȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ і ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ �′ = �.
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (ʹ). ȅȲȻȤ ȴіȦȱяȱȱя, ȽȲ ȳȩȴȩȨȷє (͹.ͳͳͷ), ȨȤє яȦȱȬȭ ȦȬȴȤȫ ȨȯяȳȴȬȦȩȨȩȱȲȧȲ ȰȤȶȴȬȻȱȲȧȲ ȩȯȩȰȩȱȶȤ, ȱȤȥȤȧȤȶȲ ȫȴȷȻȱіȼȩ ȲȶȴȬȰȤȶȬ ȭȲȧȲȼȯяȹȲȰ ȳȴяȰȲȧȲ ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȯіȦȲї ȻȤȵȶȬȱȬ (͹.ͳͳͷ) Ȩȯя яȮȲȧȲȵь ȲȮȴȩȰȲȧȲȦȬȳȤȨȮȷ. ǼȬ ȳȴȲіȯюȵȶȴȷєȰȲ Ⱥȩ ȱȤ ȳȴȬȮȯȤȨі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ
J, Ȩȯя яȮȲȧȲ (͹.ͳͷ) ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ⟨ɒ′, J ′, �′|J (ଵ)௤ |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′||J||ɒ, J⟩(J , ͳ,�, �|J ′, �′). (˚.˔˔˚)ǿȴȲȶȩ ȱȤȰ ȦіȨȲȰȲ, ȽȲ⟨ɒ′, J ′, �′|J (ଵ)଴ |ɒ, J , �⟩ ≡ ⟨ɒ′, J ′, �′|J௭|ɒ, J , �⟩ = ~�ɁJ ′JɁெ′ெɁத′த,ȶȲȰȷ ȨȲȵȬȶь ȥȷȨȩ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ (͹.ͳͳ͹) Ȩȯя ȦȬȳȤȨȮȷ � = �′ = J = J ′. ǲіȨ-ȳȲȦіȨȱȬȭ ȮȲȩȸіȺієȱȶ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȰȲȪȱȤ ȫȱȤȭȶȬ Ȧ ȵȶȤȱȨȤȴȶȱȬȹ ȨȲ-ȦіȨȱȬȮȤȹ: (J , ͳ, J , Ͳ|J , J) = ඥJ/(J + ͳ), ȦіȨȶȤȮ ȰȬ ȰȤєȰȲ ⟨ɒ′, J ||J||ɒ, J⟩ =
~ඥJ/(J + ͳ) Ɂத′த. ȃ ȫȤȧȤȯьȱȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȷ ȯіȦіȭ ȻȤȵȶȬ-ȱі (͹.ͳͳ͹) ȰȤє ȲȥȩȴȶȤȶȬȵя ȱȤ ȱȷȯь ȳȴȬ J ′ ≠ J . ǾȵȮіȯьȮȬ ȮȲȩȸіȺієȱȶ Ǻȯȩȥ-ȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲ ȱȷȯьȲȦȬȭ ȳȴȬ J ′ ≠ J , ȶȲ ȫȦіȨȵȬ ȦȬȳȯȬȦȤє, ȽȲȱȷȯьȲȦȬȰȬ ȰȤюȶь ȥȷȶȬ ȳȴȬȦȩȨȩȱі ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ:⟨ɒ′, J ′||J||ɒ, J⟩ = ~ඥJ/(J + ͳ) Ɂத′தɁJ ′J . (˚.˔˔˛)
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (͵). ȁȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя (͹.͹ͷ) ȰіȪ ȵȸȩȴȬȻȱȬȰ ȧȤȴȰȲȱіȮȤȰȬ ȭ ȩȯȩ-ȰȩȱȶȤȰȬ ȰȤȶȴȬȺі ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȨȲȫȦȲȯяє ȱȤȰ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ іȱȶȩґȴȤȯ ȦіȨ ȨȲȥȷ-ȶȮȷ ȶȴьȲȹ ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȧȤȴȰȲȱіȮ. Іȫ (͹.ͳͳͶ) ȲȶȴȬȰȷєȰȲ
නනන{�(௅)ெ,଴(α, β, ɀ)}∗�(௞)௤,଴(α, β, ɀ)�(ℓ)

m,଴(α, β, ɀ) �α sin β �β�ɀ == (ℓ, �,m, �|�,�)(ℓ, �, Ͳ, Ͳ|�, Ͳ)(ʹ� + ͳ)ିଵනනන�α sin β �β�ɀ.ǾȵȮіȯьȮȬ ȳȴȤȦȤ ȻȤȵȶȬȱȤ ȴіȦȱяȱȱя є ȨіȭȵȱȲю ȦȩȯȬȻȬȱȲю, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȸȲȴ-ȰȤȯьȱȲ ȫȤȰіȱȬȶȬ ȳіȨіȱȶȩґȴȤȯьȱȬȭ ȦȬȴȤȫ ȷ ȯіȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі ȱȤ ȮȲȰȳȯȩȮȵȱȲȵȳȴяȪȩȱȬȭ. ǿіȨȵȶȤȱȲȦȮȤ ȦȬȴȤȫȷ Ȩȯя ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȧȤȴȰȲȱіȮ Ȼȩȴȩȫ ȰȤȶȴȬȺіȲȥȩȴȶȤȱȱя (͹.͹ͷ) ȨȤє
නනන{�ெ௅ (θ, ɔ)}∗�௤௞(θ, ɔ) �mℓ (θ, ɔ) sin θ �θ�ɔ =

= ඨ(ʹ� + ͳ)(ʹℓ + ͳ)Ͷπ(ʹ� + ͳ) (ℓ, �, Ͳ, Ͳ|�, Ͳ)(ℓ, �,m, �|�,�). (˚.˔˔˜)



§ ˚.˛. ǽȩȳȴȬȦіȨȱі ȶȩȱȫȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˓˚Ȇя ȴіȦȱіȵȶь ȦіȨȲȰȤ, яȮ ˗ˑ˓ˏ˖ˎ˃ Ґˑː˕˃. ȂȤȮȲȪ іȱȶȩґȴȤȯ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫ-ȧȯяȨȤȶȬ, яȮ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȧȲ ȶȩȱȫȲȴȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȤ, ȨȲ яȮȲȧȲ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷєȶьȵя ȶȩȲȴȩȰȤ ǲіґȱȩȴȤ–ǵȮȤȴȶȤ: ⟨�,�|�௤௞|ℓ,m⟩ =⟨�||�௞||ℓ⟩(ℓ, �,m, �|�,�). ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȸȲȴȰȷȯȤ ҐȲȱȶȤ є ȲȮȴȩȰȬȰ ȦȬȳȤȨ-ȮȲȰ ȶȩȲȴȩȰȬ ǲіґȱȩȴȤ–ǵȮȤȴȶȤ.
ʓˑ˄˖˕ˍˋ ˕ˈːˊˑ˓і˅ǴȲȥȷȶȲȮ ȨȦȲȹ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȹ ȶȩȱȫȲȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ ȱȩ ȮȲȱȻȩ ȨȤє ȱȩȳȴȬȦі-ȨȱȬȭ ȶȩȱȫȲȴ. ǿȴȲȶȩ ȫ ȶȤȮȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ ȯȩȧȮȲ ȳȲȥȷȨȷȦȤȶȬ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȭ ȶȩȱ-ȫȲȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤȶȲȴ. ǽȩȹȤȭ �(௞)௤ і �(ℓ)m ȶȩȱȫȲȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȴȤȱґȷ � і ℓ ȦіȨȳȲȦіȨ-ȱȲ. ȂȲȨі �(௅)ெ = ∑

௤,m(�, ℓ, �,m|�,�)�(௞)௤ �(ℓ)m (˚.˔˕˓)
ȥȷȨȩ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȰ ȶȩȱȫȲȴȲȰ ȴȤȱґȷ �. Ȇȩ ȴіȦȱяȱȱя ȨȷȪȩ ȳȲȨіȥȱȩ ȨȲ (͹.ͻͲ).ǴȲȦȩȨȩȱȱя ȱȩȳȴȬȦіȨȱȲȵȶі �(௅)ெ ȫ ȦȬȮȲȴȬȵȶȤȱȱяȰ (͹.ͳͳ͵) ȫȤȯȬȼȤєȰȲ, яȮȦȳȴȤȦȷ Ȩȯя ȻȬȶȤȻȤ.ǲ ȲȮȴȩȰȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷ � = � = Ͳ ȶȩȱȫȲȴ �(଴)଴ є ȵȮȤȯяȴȲȰ:�(଴)଴ = ∑

m

(j, j,m, −m|Ͳ, Ͳ) �(j)ିm �(j)m == ͳඥʹj − ͳ ∑

m

(−ͳ)jିm �(j)ିm �(j)m . (˚.˔˕˔)
Ȃȷȶ ȮȲȩȸіȺієȱȶ ǺȯȩȥȼȤ–ҐȲȴȨȤȱȤ ȲȥȻȬȵȯюєȶьȵя ȫ (j, Ͳ,m, Ͳ|j,m) = ͳ іȫ ȫȦ-ȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȰ (͹.ͳͲ͹) і ȳȩȴȩȵȶȤȱȲȦȲȻȱȲї ȵȬȰȩȶȴії ͵j-ȵȬȰȦȲȯіȦ.ЯȮȽȲ � і � ȫȦȬȻȤȭȱі ȦȩȮȶȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȶȲ (͹.ͳʹͳ) ȳȴȲȵȶȲ ȨȤє їȹ ȵȮȤ-ȯяȴȱȬȭ ȨȲȥȷȶȲȮ: � ⋅ � = −√͵�(଴)଴ .
ʞ˓ˋˍˎ˃ˇ (Ͷ). ЯȮ ȲȵȶȤȱȱіȭ ȳȴȬȮȯȤȨ, ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴȤ J ⋅ �, Ȩȩ J — ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ, Ȥ � — ȨȲȦіȯьȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴȱȬȭ ȲȳȩȴȤ-ȶȲȴ. ǾȵȮіȯьȮȬ J ⋅ � є ȵȮȤȯяȴȲȰ, ȶȲ (͹.ͳͳ͸) ȳіȨȮȤȫȷє ȱȤȰ, ȽȲ ȰȤȶȴȬȺя ȥȷȨȩȨіȤґȲȱȤȯьȱȲю ȫȤ іȱȨȩȮȵȤȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ, Ȥ ȶȲȰȷ ȱȤȰ ȶȴȩȥȤ ȯȬȼȩ Ȳȥ-ȻȬȵȯȬȶȬ⟨ɒ′, J , �|J ⋅ �|ɒ, J , �⟩ = ∑

m

⟨ɒ′, J , �|(−ͳ)m J (ଵ)ିm �(ଵ)m |ɒ, J , �⟩ == ∑

தᇴ ,Jᇴ ,ெᇴ ,m(−ͳ)m⟨ɒ′, J , �|J (ଵ)ିm|ɒᇳ, Jᇳ, �ᇳ⟩ ×× ⟨ɒᇳ, Jᇳ, �ᇳ|�(ଵ)m |ɒ, J , �⟩.



˕˓˛ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷǼȤȶȴȬȺі Ȧȵіȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ J ȨіȤґȲȱȤȯьȱі ȫȤ J і ɒ, ȶȲȰȷ ȵȷȰȤ ȦȮȯюȻȤє ȯȬȼȩȨȲȨȤȱȮȬ ȫ ɒᇳ = ɒ′ і Jᇳ = J . ǺȴіȰ ȶȲȧȲ, яȮ ȰȬ ȳȲȮȤȫȤȯȬ ȷ ǿȴȬȮȯȤȨі (˕), ȫȱȤ-Ȼȩȱȱя ȰȤȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ J ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ɒ. ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȦȼȬ ȶȩȲȴȩȰȷǲіґȱȩȴȤ–ǵȮȤȴȶȤ ȨȲ ȩȯȩȰȩȱȶіȦ ȷ ȲȵȶȤȱȱьȲȰȷ ȴяȨȮȷ, ȲȶȴȬȰȷєȰȲ⟨ɒ′, J , �|J ⋅ �|ɒ, J , �⟩ = ∑

ெᇴ ,m(−ͳ)m⟨J , �|J (ଵ)ିm|Jᇳ, �ᇳ⟩ ×× (J , ͳ,�,m|J , �ᇳ)⟨ɒ′, J ||�||ɒ, J⟩ == �Jெ ⟨ɒ′, J ||�||ɒ, J⟩. (˚.˔˕˕)
ЯȵȱȲ, ȽȲ �Jெ ȱȩ ȫȤȯȩȪȬȶь ȦіȨ ɒ′ і ɒ, Ȥ ȶȤȮȲȪ ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲї ȳȴȬȴȲȨȬ Ȧȩ-ȮȶȲȴȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �. ǾȶȪȩ, ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ Ȯȩȭ ȮȲȩȸіȺієȱȶ, ȳіȨ-ȵȶȤȦȬȦȼȬ � = J: ⟨ɒ, J , �|J ⋅ J|ɒ, J , �⟩ = �Jெ ⟨ɒ, J ||J||ɒ, J⟩.ȁȮȲȴȬȵȶȤȦȼȬȵь (͹.ͳͳͺ), ȰȬ ȥȤȻȬȰȲ, ȽȲ�Jெ = ~ඥJ(J + ͳ). (˚.˔˕˖)Ȇȩȭ ȦȬȴȤȫ ȰȲȪȱȤ ȳіȨȵȶȤȦȬȶȬ Ȧ (͹.ͳʹʹ) Ȩȯя ȲȶȴȬȰȤȱȱя ȳȴȬȦȩȨȩȱȲȧȲ ȰȤ-ȶȴȬȻȱȲȧȲ ȩȯȩȰȩȱȶȤ� (Ȩȯя J ′ = J) Ȼȩȴȩȫ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȵȮȤȯяȴȤ J ⋅�,яȮȬȭ ȫȤȫȦȬȻȤȭ ȯȩȧȼȩ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ.ǷȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱя ȶȩȲȴȩȰȬ ǲіґȱȩȴȤ–ǵȴȮȤȴȶȤ ȨȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ � і J ȨȤє⟨ɒ′, J ′, �′|�(ଵ)m |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′||�||ɒ, J⟩(J , ͳ,�,m|J ′, �′),⟨ɒ, J , �′|J (ଵ)m |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ, J ||J||ɒ, J⟩(J , ͳ,�,m|J , �′).ȃ ȨȴȷȧȲȰȷ ȴіȦȱяȱȱі ȰȬ ȦȵȶȤȱȲȦȬȯȬ ɒ′ = ɒ і J ′ = J Ȩȯя ȷȱȬȮȱȩȱȱя ȶȴȬȦі-ȤȯьȱȲї ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі Ͳ = Ͳ. ȂȤȮȬȰ ȻȬȱȲȰ, ȰȤєȰȲ⟨ɒ′, J ′, �′|�(ଵ)m |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J ′||�||ɒ, J⟩⟨ɒ, J ||J||ɒ, J⟩ ⟨ɒ, J , �′|J (ଵ)m |ɒ, J , �⟩. (˚.˔˕˗)Ǵȯя ȦȬȳȤȨȮȷ J ′ = J ȳȴȬȦȩȨȩȱі ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȰȲȪȱȤ ȲȶȴȬȰȤȶȬ іȫ(͹.ͳͳͺ) і (͹.ͳʹʹ), ȽȲ Ȧ ȳіȨȵȷȰȮȷ ȨȤє⟨ɒ′, J , �′|�(ଵ)m |ɒ, J , �⟩ = ⟨ɒ′, J , �|J ⋅ �|ɒ, J , �⟩

~
ଶJ(J + ͳ) ⟨J , �′|J (ଵ)m |J , �⟩. (˚.˔˕˘)ǰ ȲȵȮіȯьȮȬ ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȵȮȤȯяȴȱȲȧȲ ȨȲȥȷȶȮȷ J ⋅ � ȸȤȮȶȬȻȱȲ ȱȩ ȫȤ-ȯȩȪȬȶь ȦіȨ �, ȶȲ Ⱥȩ ȴіȦȱяȱȱя ȵȶȦȩȴȨȪȷє, ȽȲ Ȩȯя ȸіȮȵȲȦȤȱȬȹ ɒ, ɒ′ і J = J ′



§ ˚.˜. ǽȩȳȴȬȦіȨȱі ȶȩȱȫȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ˕˓˜ȰȤȶȴȬȻȱȬȭ ȩȯȩȰȩȱȶ ȥȷȨь-яȮȲȧȲ ȦȩȮȶȲȴȱȲȧȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȳȴȲȳȲȴȺіȭȱȬȭ ȰȤ-ȶȴȬȻȱȲȰȷ ȩȯȩȰȩȱȶȲȦі ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ.ǽȤ ȳȴȤȮȶȬȺі Ⱥȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ ȫȤȵȶȲȵȲȦȷюȶь ȳȩȴȩȦȤȪȱȲ Ȩȯя ɒ′ = ɒ. ȃ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ, ȮȲȯȬ ȵȬȵȶȩȰȤ ȰȤє ȶȤȮȷ ȨȬȱȤȰіȮȷ, ȽȲ іȫ ȫȤȨȲȦіȯьȱȬȰ ȵȶȷȳȩȱȩȰ ȱȤ-ȥȯȬȪȩȱȱя ȰȲȪȱȤ ȦȦȤȪȤȶȬ, ȽȲ ȦȲȱȤ Ȧȩȵь ȻȤȵ ȫȤȯȬȼȤȶȬȰȩȶьȵя Ȧ ȵȶȤȱі ȫ ȸі-ȮȵȲȦȤȱȬȰȬ ɒ і J , ȶȲ (͹.ͳʹͷ) ȨȲȫȦȲȯяє ȲȳȬȵȤȶȬ її ȫȤ ȨȲȳȲȰȲȧȲю ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤ-ȱȤ, яȮȬȭ ȰіȵȶȬȶь ȯȬȼȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. ǽȤȳȴȬȮȯȤȨ, ȲȳȩȴȤȶȲȴ
ˏ˃ґːі˕ːˑˆˑ ˏˑˏˈː˕˖ ȤȶȲȰȤ ȰȤє ȦȬȧȯяȨ� = − �ʹ�e� (�௅� + �ௌ�), (˚.˔˕˙)Ȩȩ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ � і � ȦіȨȳȲȦіȨȤюȶь ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȰȷ ȶȤ ȵȳіȱȲȦȲȰȷ ȰȲȰȩȱȶȤȰіȰȳȷȯьȵȷ ȤȶȲȰȤ, � — ȦȩȯȬȻȬȱȤ ȫȤȴяȨȷ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ (ȳȲȫȬȶȬȦȱȤ, ȫȱȤȮ ȰіȱȷȵȦȴȤȹȲȦȤȱȲ ȷ ȸȲȴȰȷȯі), �e — ȰȤȵȤ ȩȯȩȮȶȴȲȱȤ, Ȥ � — ȼȦȬȨȮіȵȶь ȵȦіȶȯȤ. ǿȤ-ȴȤȰȩȶȴȬ �௅ і �ௌ ȰȤюȶь ȳȴȬȥȯȬȫȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ͳ і ʹ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȦ-ȼȬȵь (͹.ͳʹͷ), ȰȬ ȰȲȪȩȰȲ ȫȤȳȬȵȤȶȬ ȦȬȴȤȫ Ȩȯя ȵȩȴȩȨȱьȲȧȲ ȫȱȤȻȩȱȱя ȰȤґȱі-ȶȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ ȤȶȲȰȤ Ȼȩȴȩȫ ȵȩȴȩȨȱȩ ȫȱȤȻȩȱȱя ȭȲȧȲ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰ-ȳȷȯьȵȷ: ⟨ɒ, J , �′|�|ɒ, J , �⟩ = − �ʹ�e� �eff ⟨J , �′|J|J , �⟩, (˚.˔˕˚)Ȩȩ J = � + � є ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȤȶȲȰȤ, Ȥ�eff = ⟨ɒ, J , �|� ⋅ J|ɒ, J , �⟩

~
ଶJ(J + ͳ) == ⟨ɒ, J , �|�௅� ⋅ J+ �ௌ� ⋅ J|ɒ, J , �⟩

~
ଶJ(J + ͳ) .

ǿȴȲȶȩ � ⋅ J = ଵଶ(J ⋅ J+� ⋅ �− � ⋅ �) і � ⋅ J = ଵଶ(J ⋅ J+� ⋅ �−� ⋅ �); ȶȲȰȷ ȰȤєȰȲ
�eff = ⟨ɒ, J , �|{(�௅ + �ௌ)J ⋅ J+ (�௅ − �ௌ)(� ⋅ � − � ⋅ �)}|ɒ, J , �⟩ʹ~ଶJ(J + ͳ) . (˚.˔˕˛)ȃ ȱȤȥȯȬȪȩȱȱі ��-˅ˊ˃єˏˑˇії ȦȩȮȶȲȴ ȵȶȤȱȷ ȤȶȲȰȤ є ȦȯȤȵȱȬȰ ȦȩȮȶȲȴȲȰ � ⋅ �і � ⋅ � ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ~

ଶ�(� + ͳ) і ~ଶ�(� + ͳ) ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ. ЯȮȽȲȦȶȤȱȲȦȬȶȬ �௅ = ͳ і �ௌ = ʹ, ȶȲ (͹.ͳʹͺ) ȫȦȲȨȬȶьȵя ȨȲ�eff = ͳ + J(J + ͳ) − �(� + ͳ) + �(� + ͳ)ʹJ(J + ͳ) . (˚.˔˕˜)Ȇȩȭ ȴȩȫȷȯьȶȤȶ, ȦіȨȲȰȬȭ яȮ�-˗˃ˍ˕ˑ˓Л˃ːˇˈ, ȨȷȪȩ ȮȲȴȬȵȱȬȭ Ȧ ȤȶȲȰȱіȭ ȵȳȩ-ȮȶȴȲȵȮȲȳії ȶȤ Ȧ ȫȤȵȶȲȵȷȦȤȱȱяȹ яȦȬȽȤ ȰȤґȱіȶȱȲȧȲ ȴȩȫȲȱȤȱȵȷ.



˕˔˓ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ
§ ͹.ͻ. ʝ˄ˈ˓˕˃ˎьːˋˌ ˓˖˘ ˕˅ˈ˓ˇˑˆˑ ˕іˎ˃ǺȦȤȱȶȲȦȤ ȶȩȲȴія ȥȤȧȤȶȲȻȤȵȶȮȲȦȬȹ ȵȬȵȶȩȰ, ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȳȲȯіȤȶȲȰȱȲї ȰȤȯȩȮȷ-ȯȬ ȤȥȲ яȨȴȤ, ȱȩȰȬȱȷȻȩ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȵȮȯȤȨȱȬȹ і ȧȴȲȰіȫȨȮȬȹ ȲȥȻȬȵȯȩȱь.ȂȤ яȮȽȲ Ȧȵі ȵȮȯȤȨȲȦі Ⱥієї ȵȬȵȶȩȰȬ ȪȲȴȵȶȮȲ ȫȦ’яȫȤȱі ȰіȪ ȵȲȥȲю, ȦȲȱȤ Ȳȥȩȴ-ȶȤȶȬȰȩȶьȵя, яȮ єȨȬȱȩ Ⱥіȯȩ, і її ȲȥȩȴȶȤȯьȱȬȭ ȴȷȹ ȰȲȪȱȤ ȴȲȫȧȯяȨȤȶȬ ȱȩȫȤ-ȯȩȪȱȲ ȦіȨ ȮȲȱȮȴȩȶȱȲї ȦȱȷȶȴіȼȱьȲї ȵȶȴȷȮȶȷȴȬ. ǳȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȷ ȺьȲȰȷ ȦȬ-ȳȤȨȮȷ: � = ͳʹቈJଶ௔�௔ + Jଶ௕�௕ + Jଶ௖�௖ ቉ , (˚.˔˖˓)Ȩȩ �௔ , �௕ , �௖ — ȧȲȯȲȦȱі ȰȲȰȩȱȶȬ іȱȩȴȺії, Ȥ J௔ , J௕ , J௖ — ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱ-ȶіȦ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȦȫȨȲȦȪ ȧȲȯȲȦȱȬȹ Ȳȵȩȭ іȱȩȴȺії ȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ.І ȹȲȻȤ ȮȦȤȱȶȲȦȤ ȶȩȲȴія ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȲȥȩȴȶȤȯьȱіȭ ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴ-ȨȬȱȤȶ, ȫȤȧȤȯȲȰ ȱȩȵȮȯȤȨȱȤ, ȦȲȱȤ ȰіȵȶȬȶь ȳȩȦȱі ȱȩȵȳȲȨіȦȤȱȮȬ. ЯȮ ȱȤȰ ȨȲȥȴȩȦіȨȲȰȲ, ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя Ȩȯя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱ-ȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȱȩȴȷȹȲȰіȭ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȰȤюȶь ȦȬȧȯяȨ[J௫ , J௬] = �~J௭ . (˚.˔˖˔)ǿȴȲȵȶȲȴȲȦȤ ȲȴієȱȶȤȺія Ȳȵȩȭ�,� і �ȰȲȪȩ ȥȷȶȬ ȨȲȦіȯьȱȲю, ȶȲȰȷ Ȧ ȮȲȪȩȱ ȰȲ-Ȱȩȱȶ ȻȤȵȷ іȵȱȷє ȶȤȮȤ ȸіȮȵȲȦȤȱȤ ȵȬȵȶȩȰȤ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ, ȽȲ її Ȳȵі ȫȥіȧȤȶȬȰȷȶьȵяȫ ȧȲȯȲȦȱȬȰȬ ȲȵяȰȬ іȱȩȴȺії ȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ, Ȥ ȶȲȰȷ ȵȯіȨ ȥȷȯȲ ȥ ȲȻіȮȷȦȤȶȬ, ȽȲȨȯя J௔ , J௕ і J௖ ȦȬȮȲȱȷȦȤȶȬȰȩȶьȵя ȶȤȮȩ Ȫ ȵȤȰȩ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱ-ȱя. ǰȯȩ ȱȤȵȳȴȤȦȨі Ⱥȩ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȰȤє ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȬȭ ȫȱȤȮ:[J௔ , J௕] = −�~J௖ . (˚.˔˖˕)ǿȴȬȻȬȱȤ ȭȲȧȲ ȳȲяȦȬ ȳȲȯяȧȤє Ȧ ȶȲȰȷ, ȽȲ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȵȬȵȶȩȰі,ȳȲȦ’яȫȤȱіȭ ȫ ȶȦȩȴȨȬȰ ȶіȯȲȰ, ȦȬȴȤȪȤєȶьȵя Ȼȩȴȩȫ ȰȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ іȱȩȴ-Ⱥіȭȱіȭ ґȤȯіȯȩєȦіȭ ȵȬȵȶȩȰі, яȮ J௔ = J ⋅ ො�, Ȩȩ ȲȨȬȱȬȻȱȬȭ ȦȩȮȶȲȴ ො� ȳȴȩȨ-ȵȶȤȦȯяє ȨȬȱȤȰіȻȱȷ ȫȰіȱȱȷ ȶіȯȤ, ȤȱȤȯȲґіȻȱȷ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȦі ȳȲȯȲȪȩȱȱя. ǴȯяȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȤ [J௔ , J௕] ȵȮȲȴȬȵȶȤєȰȲȵя ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰ, ȽȲ ȦȬ-ȳȯȬȦȤє ȫ ȶȲȶȲȪȱȲȵȶі ЯȮȲȥі:[��, ��] = �[�, �]� + ��[�, �] + [�, �]�� + �[�, �]�. (˚.˔˖˖)Ȃȩȳȩȴ ȱȩȹȤȭ � і � ȥȷȨȷȶь ȦȩȮȶȲȴȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȱȤ ȫȴȤȫȲȮ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȳȲȯȲȪȩȱȱя. ǲȲȱȬ ȮȲȰȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю, Ȥ їȹȱі ȮȲȰȷȶȤȶȲȴȬ ȫ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ-ȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ ȰȤȶȬȰȷȶь ȶȬȳȲȦȬȭ ȦȬȧȯяȨ[J஑, �ஒ] = �~ɂ஑ஒஓ �ஓ, (˚.˔˖˗)



§ ˚.˜. ǾȥȩȴȶȤȯьȱȬȭ ȴȷȹ ȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ ˕˔˔Ȩȩ ɂ஑ஒஓ ȤȱȶȬȵȬȰȩȶȴȬȻȱȬȭ ȶȩȱȫȲȴ, ȫȤȳȴȲȦȤȨȪȩȱȬȭ ȷ § ˖.˖. ǿіȨȵȶȤȦȬȦȼȬ(͹.ͳ͵Ͷ) ȷ (͹.ͳ͵͵) ȲȶȴȬȰȷєȰȲ[�஑J஑, �ஒJஒ] = �஑[J஑, �ஒ]Jஒ + �஑�ஒ[J஑, Jஒ] ++ [�஑, �ஒ]JஒJ஑ + �ஒ[�஑, Jஒ]J஑ == �஑(�~ɂ஑ஒஓ�ஓ)Jஒ + �஑�ஒ(�~ɂ஑ஒஓJஓ)++ Ͳ + �ஒ(−�~ɂ஑ஒஓ�ஓ)J஑. (˚.˔˖˘)
ǿіȨȵȷȰȷȦȤȦȼȬ ȫȤ α, β, ɀ і ȳȩȴȩȳȴȬȫȱȤȻȬȦȼȬ ȱіȰі іȱȨȩȮȵȬ Ȧ ȮіȯьȮȲȹ ȨȲȨȤȱ-ȮȤȹ, ȽȲȥ їȹ ȰȲȪȱȤ ȥȷȯȲ Ȳȥ’єȨȱȤȶȬ, ȰȤєȰȲ[� ⋅ J, � ⋅ J] = ∑

஑ஒஓ{�~ɂ஑ஒஓ(−ͳ + ͳ + Ͳ − ͳ)�஑�ஒJஓ} =
∑

஑ஒஓ−�~ɂ஑ஒஓ�஑�ஒJஓ. (˚.˔˖˙)
Ȃȩȳȩȴ, яȮȽȲ ȰȬ ȲȥȩȴȩȰȲ � і � ȲȨȬȱȬȻȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ, ȵȳȴяȰȲȦȤȱȬȰȬȦȫȨȲȦȪ ȧȲȯȲȦȱȬȹ Ȳȵȩȭ іȱȩȴȺії � і �, ȶȲ ȲȶȴȬȰȤєȰȲ ȴіȦȱяȱȱя (͹.ͳ͵ʹ). ǷȤȫȱȤ-ȻȬȰȲ, ȽȲ Ⱥȩ ȵȳȴȤȦȩȨȯȬȦȲ ȵȤȰȩ Ȩȯя ȦȩȮȶȲȴȱȬȹ ȲȳȩȴȤȶȲȴіȦ; яȮȥȬ � і � ȥȷȯȬȳȴȲȵȶȲ ȲȨȬȱȬȻȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ, ȦȲȱȬ ȥ ȮȲȰȷȶȷȦȤȯȬ ȫ ȷȵіȰȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ-ȰȬ J, і ȶȲȨі ȥ ȷ ȳȴȤȦіȭ ȻȤȵȶȬȱі (͹.ͳ͵ͷ) ȫȤȯȬȼȤȦȵя ȥ ȯȬȼȩ ȲȨȬȱ ȱȩȱȷȯьȲȦȬȭȨȲȨȤȱȲȮ �஑�ஒ[J஑, Jஒ], ȽȲ ȳȴȬȫȦȩȯȲ ȥ ȨȲ ȴіȦȱȲȵȶі ȶȬȳȷ (͹.ͳ͵ͳ). ǿȴȲȶȬȯȩ-ȪȱȬȭ ȫȱȤȮ ȷ (͹.ͳ͵ʹ) ȫ’яȦȯяєȶьȵя ȫ ȶієї ȳȴȬȻȬȱȬ, ȽȲ ȦȩȮȶȲȴȬ, ȳȲȦ’яȫȤȱі іȫȵȬȵȶȩȰȲю ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ, є ȨȬȱȤȰіȻȱȬȰȬ ȫȰіȱȱȬȰȬ ȫ ȱȩȶȴȬȦі-ȤȯьȱȬȰȬ ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱȬȰȬ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶяȰȬ.ȁȳȩȮȶȴ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȶȦȩȴ-ȨȲȧȲ ȶіȯȤ ȰȲȪȱȤ ȲȥȻȬȵȯȬȶȬ ȫȤ ȰȩȶȲȨȲȰ, ȦȬȮȯȤȨȩȱȬȰ ȷ § ˚.˔. ǲȲȱȬ ȫȥіȧȤȶȬ-Ȱȷȶьȵя ȫ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȱȩȴȷȹȲȰіȭ ȵȬȵȶȩȰі,Ȥȯȩ ȳȴȲȶȬȯȩȪȱȬȭ ȫȱȤȮ ȷ (͹.ͳ͵ʹ) ȳȴȬȫȦȩȨȩ ȨȲ ȫȰіȱȩ ȨȩяȮȬȹ ȫȱȤȮіȦ ȷ ȰȤ-ȶȴȬȻȱȬȹ ȩȯȩȰȩȱȶȤȹ.Ȁіȫȱі ȵȬȰȩȶȴії ȶȩȱȫȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȱȩȴȺії ȨȤюȶь ȮіȯьȮȤ ȺіȮȤȦȬȹ ȵȳȩȺі-ȤȯьȱȬȹ ȦȬȳȤȨȮіȦ. ʠ˗ˈ˓ˋ˚ːˑ ˔ˋˏˈ˕˓ˋ˚ː˃ ˇˊˋґ˃ȰȤє ȲȨȱȤȮȲȦі ȫȱȤȻȩȱȱя ȦȵіȹȶȴьȲȹ ȧȲȯȲȦȱȬȹ ȰȲȰȩȱȶіȦ іȱȩȴȺії �௔ = �௕ = �௖ ≡ �, і ȶȲȨі ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ � = J ⋅ J/ʹ�, Ȥ ȭȲȧȲ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя є�j = ~

ଶj(j + ͳ)ʹ� . (˚.˔˖˚)ǴȴȷȧȤ ȱȩȵȳȲȨіȦȤȱȮȤ ȳȲȯяȧȤє ȷ ȨȲȨȤȶȮȲȦȲȰȷ ȦȬȴȲȨȪȩȱȱі ȺȬȹ ȦȯȤȵȱȬȹȫȱȤȻȩȱь. Її ȰȲȪȱȤ ȦȬяȦȬȶȬ, ȷȶȦȲȴȬȦȼȬ ȳȲȦȱȬȭ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱȬȭ ȱȤȥіȴ Ȳȳȩ-ȴȤȶȲȴіȦ Ȩȯя ȵȬȵȶȩȰȬ. ǲіȱ ȵȮȯȤȨȤєȶьȵя ȫ



˕˔˕ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷ(i) ȤȥȵȲȯюȶȱȲї ȦȩȯȬȻȬȱȬ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ (яȮȤ є ȲȨȱȤȮȲȦȲюі Ȧ ȱȩȴȷȹȲȰȬȹ ȷ ȳȴȲȵȶȲȴі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ, і Ȧ ȳȲȦ’яȫȤȱȬȹ іȫ ȲȵяȰȬ іȱȩȴȺіїȶȦȩȴȨȲȧȲ ȶіȯȤ) J ⋅ J = Jଶ௫ + Jଶ௬ + Jଶ௭ = Jଶ௔ + Jଶ௕ + Jଶ௖ ;(ii) ȲȨȱȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ Ȧ ȱȩȴȷȹȲȰȬȻ ȮȲȲȴȨȬȱȤȶȤȹ — ȫȤȫȦȬȻȤȭ J௭;(iii) ȲȨȱȲȧȲ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤ ȦȫȨȲȦȪ Ȳȵі іȱȩȴȺії — ȫȤȫȦȬȻȤȭ J௭ .ǿȩȴȼі ȨȦȤ ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ ȺіȯȮȲȰ ȲȻіȮȷȦȤȱі, Ȥ Ȳȶ ȳȲяȦȤ ȶȴȩȶьȲȧȲ ȨȲȵȬȶь ȱȩȵȳȲ-ȨіȦȤȱȤ, ȥȲ J௖ ȦȬȨȤєȶьȵя ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȲȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȧ ȱȤ-ȳȴяȰȮȷ, ȦіȨȰіȱȱȲȰȷ ȦіȨ Ȳȵі �, ȶȲȰȷ Ȧіȱ ȱȩ ȳȲȦȬȱȩȱ ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬ ȫ J௭ . ǽȤ-ȵȳȴȤȦȨі Ȫ J௖ = ො� ⋅ J є ȵȮȤȯяȴȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ, і Ȧіȱ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȷȵіȰȤ ґȩ-ȱȩȴȤȶȲȴȤȰȬ ȲȥȩȴȶȤȱь ȷ ȱȩȴȷȹȲȰіȭ ȵȬȵȶȩȰі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ. ȂȲȰȷ ȦȬȴȲȨȪȩȱȱяȩȱȩȴґȩȶȬȻȱȲȧȲ ȵȳȩȮȶȴȷ ȫ ȮȴȤȶȱіȵȶю (ʹj + ͳ)ଶ ȫȤȰіȵȶь ʹj + ͳ є ȱȤȵȯіȨȮȲȰȵȸȩȴȬȻȱȲї ȵȬȰȩȶȴії ȵȮȯȤȨȱȲї ȵȬȵȶȩȰȬ.
ʏˍ˔і˃ˎьːˑ ˔ˋˏˈ˕˓ˋ˚ː˃ ˇˊˋґ˃ȰȤє ȨȦȤ ȲȨȱȤȮȲȦі ȧȲȯȲȦȱі ȰȲȰȩȱȶȬ іȱȩȴȺії�௔ = �௕ ≠ �௖ . ǾȵȮіȯьȮȬ Jଶ௔ + Jଶ௕ = J ⋅ J − Jଶ௖ , ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ,яȮ � = ͳʹ J ⋅ J�௔ + ͳʹ

Jଶ௖ ൬ ͳ�௖ − ͳ�௔ ൰ . (˚.˔˖˛)ǲȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії є�j௞ = ~
ଶʹ j(j + ͳ)�௔ + ~

ଶ�ଶʹ ൬ ͳ�௖ − ͳ�௔ ൰ , (˚.˔˖˜)Ȩȩ ~� є ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȫȱȤȻȩȱȱяȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ J௖ ȷ ȳȴȲȰіȪȮȷ [−j, j]. ȁȶȷȳіȱьȦȬȴȲȨȪȩȱȱя ȨȲȴіȦȱює ʹj + ͳ, ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ ȨȲ ȦȯȤȵȱȬȹ ȫȱȤȻȩȱь J௭ .
Ліːіˌː˖ ˏˑˎˈˍ˖ˎ˖ ȰȲȪȱȤ ȫȰȲȨȲȯюȦȤȬ, яȮ ȧȴȤȱȬȻȱȬȭ ȦȬȳȤȨȲȮ ȤȮȵіȤȯь-ȱȲ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲї ȨȫȬґȬ ȳȴȬ �௖ → Ͳ. ȃ Ⱥіȭ ȰȩȪі ȨȲȵȶȷȳȱі ȯȬȼȩ ȵȶȤȱȬ ȫ � = Ͳ,ȥȲ ȳȴȬ іȱȼȬȹ ȫȱȤȻȩȱȱяȹ � ȩȱȩȴґȩȶȬȻȱі ȴіȦȱі ȵȶȤюȶь ȨȲȦіȯьȱȲ ȦȩȯȬȮȬȰȬ,Ȥ ȲȶȪȩ, ȸіȫȬȻȱȲ ȱȩȴȩȤȯіȫȲȦȤȱȬȰȬ. ǴȲȵȶȷȳȱі ȴіȦȱі ȩȱȩȴґії ȰȤюȶь ȶȤȮȩ ȵȤȰȩȫȱȤȻȩȱȱя, яȮ і Ȩȯя ȵȸȩȴȬȻȱȲ ȵȬȰȩȶȴȬȻȱȲї ȨȫȬґȬ, ȳȴȲȶȩ ȵȶȷȳіȱ їȹ ȦȬȴȲȨȪȩ-ȱȱя ȫȤȯȬȼȤєȶьȵя ʹj + ͳ.
ʏ˔ˋˏˈ˕˓ˋ˚ː˃ ˇˊˋґ˃ȰȤє ȶȴȬ ȴіȫȱі ȧȲȯȲȦȱі ȰȲȰȩȱȶȬ іȱȩȴȺії. Ǵȯя ȴіȦȱяȱ-ȱя ȱȤ ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя ȩȱȩȴґії ȱȩ іȵȱȷє ȫȤȧȤȯьȱȲȧȲ ȴіȼȩȱȱя Ȧ ȫȤȰȮȱȩȱȲȰȷȦȬȧȯяȨі, ȳȴȲȶȩ ǻȤȱȨȤȷ і ǻіȸȼȬȺ ȷ [˔˔˗] ȱȤȦȩȯȬ ȸȲȴȰȷȯȬ Ȩȯя ȲȮȴȩȰȬȹ ȦȬ-ȳȤȨȮіȦ ȫ ȳȲȦȱȬȰ ȰȲȰȩȱȶȲȰ іȰȳȷȯьȵȷ � = ͳ, ʹ і ͵.

ʚі˕ˈ˓˃˕˖˓˃ ˇˑ ʟˑˊˇіˎ˖ ͹ȃ ȫȥіȴȺіQuaБtuАTheВЕy ВfAБgulaЕMВАeБtuА, ȫȤ ȴȩȨȤȮȺією ǻ. ǻ. ǱіȨȩȴȧȤȴȱȤі ǳ. ǲȤȱ ǴȤȰȤ ([˕˛], ˔˜˙˘), ȰіȵȶȬȶьȵя ȻȬȰȤȯȲ ȺіȮȤȦȬȹ ȴȩȳȴȬȱȶіȦ ȶȤ ȲȴȬґі-



ǷȤȨȤȻі ˕˔˖ȱȤȯьȱȬȹ ȵȶȤȶȩȭ. ǾȵȲȥȯȬȦȬȭ іȱȶȩȴȩȵ ȵȶȤȱȲȦȯяȶь ȵȶȤȶȶі ǲіґȱȩȴȤ ȶȤ ȈȦіȱґȩ-ȴȤ, яȮі ȨȲ ȶȲȧȲ ȱȩ ȳȷȥȯіȮȷȦȤȯȬȵя.
З˃ˇ˃˚і

͹.ͳ. ǷȱȤȭȨіȶь ȴȲȫȳȲȨіȯ іȰȲȦіȴȱȲȵȶі ȫȱȤȻȩȱь ȨȬȱȤȰіȻȱȬȹ ȫȰіȱȱȬȹ �ଶ і �௭ȲȴȥіȶȤȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ Ȩȯя ȶȤȮȬȹ ȸȷȱȮȺіȭ ȵȶȤȱȷ:(a) Ψ(�) = �(�) sin θ cosɔ,(b) Ψ(�) = �(�) cosଶ θ,(c) Ψ(�) = �(�) sin θ cos θ sinɔ.
͹.ʹ. ȇȬ ȰȲȪȩ іȵȱȷȦȤȶȬ ˅ː˖˕˓і˛ːіˌ іˏ˒˖ˎь˔ ȫȤ ȤȱȤȯȲґією іȫ ȦȱȷȶȴіȼȱіȰ ȰȲ-ȰȩȱȶȲȰ іȰȳȷȯьȵȷ (ȶȲȥȶȲ ȵȳіȱȲȰ)?
ʞˑя˔ːˈːːя ˇˑ ˊ˃ˇ˃˚і. ǼȤȶȩȰȤȶȬȻȱȲ ȵȳіȱ ȳȲȹȲȨȬȶь іȫ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶȩȭ Ȳȥȩȴ-ȶȤȯьȱȲȧȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȥȤȧȤȶȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȲї ȸȷȱȮȺії ȵȶȤȱȷ:

��(θ) ቎Ψଵ(�)Ψଶ(�)⋮ ቏ = ��(θ) ቎Ψଵ(�ିଵ�)Ψଶ(�ିଵ�)⋮ ቏ .
ǾȳȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱȱя ȰȤє ȦȬȧȯяȨ ��(θ) = �ି௜஘ෝ�⋅�/~��(θ). ǿȩȴȼȬȭ ȰȱȲ-ȪȱȬȮ ȳȴȬȫȦȲȨȬȶь ȨȲ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱȱя ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ Ȧ ȤȴґȷȰȩȱȶі ȮȲȪȱȲї ȲȮȴȩ-ȰȲї ȸȷȱȮȺії, Ȥ ȨȴȷȧȬȭ є ȷȱіȶȤȴȱȲю ȰȤȶȴȬȺȩю, ȽȲ ȳȩȴȩȦȲȨȬȶь ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȬȦ їȹȱі ȯіȱіȭȱі ȮȲȰȥіȱȤȺії. ǷȴȲȥȬȦȼȬ θ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȬȰ ȳȤȴȤȰȩȶȴȲȰ, ȰȬȲȶȴȬȰȤєȰȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȲȥȩȴȶȤȱь J = � + �, Ȩȩ � = −�~� × �, Ȥ � — ȩȴȰіȶȲ-ȦȤ ȰȤȶȴȬȺя, ȽȲ ȦȬȦȲȨȬȶьȵя, ȽȲ є ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ Ȩȯя ��(θ). Ȇі ȨȦȤ ȨȲȨȤȱȮȬіȱȶȩȴȳȴȩȶȷєȶьȵя, яȮ ȲȴȥіȶȤȯьȱȤ ȶȤ ȵȳіȱȲȦȤ ȻȤȵȶȬȱȬ ȳȲȦȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ іȰ-ȳȷȯьȵȷ.Ȃȩȳȩȴ ȶȤȮȬȰ ȵȤȰȬȰ ȻȬȱȲȰ ȴȲȫȧȯяȱȩȰȲ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦі ȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя. ǾȳȩȴȤ-ȶȲȴȲȰ ȶȤȮȬȹ ȳȩȴȩȶȦȲȴȩȱь є �(�) = �ି௜�⋅�/~, і Ȧ ȱȤȭȫȤȧȤȯьȱіȼȲȰȷ ȦȬȳȤȨȮȷȭȲȧȲ Ȩія ȱȤ ȥȤȧȤȶȲȮȲȰȳȲȱȩȱȶȱȷ ȸȷȱȮȺію ȵȶȤȱȷ ȰȤє ȨȤȦȤȶȬ ȶȤȮȬȭ ȴȩȫȷȯь-ȶȤȶ: �(�) ቎Ψଵ(�)Ψଶ(�)⋮ ቏ = �(�) ቎Ψଵ(� − �)Ψଶ(� − �)⋮ ቏ ,
Ȩȩ �(�) є ȳȩȦȱȲю ȷȱіȶȤȴȱȲю ȰȤȶȴȬȺȩю. ǲȨȤȦȼȬȵь ȨȲ іȱȸіȱіȶȩȫȬȰȤȯьȱȲȧȲȳȩȴȩȰіȽȩȱȱя, ȫȱȤȹȲȨȬȰȲ, ȽȲ ґȩȱȩȴȤȶȲȴ ȳȴȲȵȶȲȴȲȦȬȹ ȳȩȴȩȰіȽȩȱь ȰȤє ȦȬ-ȧȯяȨ � = −�~�+�, Ȩȩ ȰȤȶȴȬȺя� є ґȩȱȩȴȤȶȲȴȲȰ Ȩȯя �(�) = �ି௜�⋅�/~. Її ȰȬіȱȶȩȴȳȴȩȶȷєȰȲ, яȮ ˅ː˖˕˓і˛ːіˌ іˏ˒˖ˎь˔ ȵȬȵȶȩȰȬ.



˕˔˗ ȀȲȫȨіȯ ˚. ǼȲȰȩȱȶ іȰȳȷȯьȵȷȉȲ ȦȬ ȰȲȪȩȶȩ ȳȴȲ ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȰȤȶȴȬȺі �? ЯȮ ȦȲȱȤ ȵȳіȦȦіȨȱȲȵȬȶьȵя ȫ �?ȇȬ ȰȲȪȩ ȦȲȱȤ ȥȷȶȬ ȦіȨȰіȱȱȲю ȦіȨ ȱȷȯя?
͹.͵. ǽȩȹȤȭ ۯ і ۰ ȥȷȨȷȶь ȦȩȮȶȲȴȱȬȰȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤȰȬ. Ȇȩ ȲȫȱȤȻȤє, ȽȲ ȦȲȱȬȰȤюȶь ȳȩȦȱі ȱȩȶȴȬȦіȤȯьȱі ȮȲȰȷȶȤȺіȭȱі ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱя ȫ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȰȲ-Ȱȩȱȶȷ іȰȳȷȯьȵȷ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵя ȺȬȰȬ ȵȳіȦȦіȨȱȲȼȩȱȱяȰȬ, ȽȲȥ ȨȲȦȩȵȶȬ ȮȲ-ȰȷȶȤȶȬȦȱіȵȶь ۯ ⋅ ۰ ȫ J௫ , J௬ і J௭ .
͹.Ͷ. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ Ȧ ȴȤȫі, ȮȲȯȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴ ȮȲȰȷȶȷє ȫ ȨȦȲȰȤ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȤȰȬ J,ȶȲ Ȧіȱ ȱȩȲȨȰіȱȱȲ ȰȤє ȮȲȰȷȶȷȦȤȶȬ і ȫ ȶȴȩȶіȰ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶȲȰ.
͹.ͷ. ȁȳіȱȲȦі ȰȤȶȴȬȺі Ȩȯя � = ͳ ȫȤȨȤюȶьȵя ȴіȦȱяȱȱяȰ (͹.ͷʹ). ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲїȹȱі ȮȦȤȨȴȤȶȬ ȦȫȤєȰȱȲ ȮȲȰȷȶȤȶȬȦȱі. ǿȲȥȷȨȷȭȶȩ ȱȤȥіȴ їȹȱіȹ ȵȳіȯьȱȬȹ ȦȯȤ-ȵȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴіȦ. ЯȮі ґȩȲȰȩȶȴȬȻȱі ȦȯȤȵȶȬȦȲȵȶі ȰȤюȶь Ⱥі ȦȩȮȶȲȴȬ?
͹.͸. ǷȱȤȭȨіȶь ȰȤȶȴȬȻȱі ȩȯȩȰȩȱȶȬ ȵȳіȱȲȦȬȹ ȰȤȶȴȬȺь Ȩȯя � = ͳ ȷ ȥȤȫȬȵі,ȷȶȦȲȴȩȱȲȰȷ ȦȯȤȵȱȬȰȬ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ іȫ ȳȲȳȩȴȩȨȱьȲї ȫȤȨȤȻі.
͹.͹. ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȵȬȵȶȩȰȷ ȨȦȲȹ ȻȤȵȶȲȮ ȫі ȵȳіȱȤȰȬ �ଵ і �ଶ.(a) ЯȮȽȲ ȻȤȵȶȮȬ ȳȲȹȲȨяȶь іȫ ȨȦȲȹ ȨȪȩȴȩȯ, ȲȳȬȵȤȱȬȹ ȦȩȮȶȲȴȤȰȬ ȵȶȤȱȷ|�ଵ,mଵ⟩ і |�ଶ,mଶ⟩ ȦіȨȳȲȦіȨȱȲ, ȶȲ яȮȤ ȭȰȲȦіȴȱіȵȶь ȶȲȧȲ, ȽȲ ȷȶȦȲȴȩȱȤȱȬȰȬ ȨȦȲȻȤȵȶȮȲȦȤ ȵȬȵȶȩȰȤ ȰȤȶȬȰȩ ȳȲȦȱȬȭ ȵȳіȱ �?(b) ЯȮȽȲ ȲȥȬȨȦі ȻȤȵȶȮȬ ȳȲȹȲȨяȶь іȫ ȱȩȳȲȯяȴȬȫȲȦȤȱȬȭ ȨȪȩȴȩȯ, ȶȲ яȮȤȭȰȲȦіȴȱіȵȶь, ȽȲ ȶȤȮȤ ȵȬȵȶȩȰȤ ȰȤȶȬȰȩ ȵȳіȱ �?
͹.ͺ. ǴȲȦȩȨіȶь ȶȲȶȲȪȱіȵȶь (۰⋅�)(ۯ⋅�) = ,(۰×ۯ)⋅��+۰⋅ۯ Ȩȩ�— ȰȤȶȴȬȺіǿȤȷȯі, Ȥۯ і۰— ȦȩȮȶȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲȴȬ, ȽȲ ȮȲȰȷȶȷюȶь іȫ�, Ȥȯȩ ȱȩ ȲȥȲȦ’яȫȮȲȦȲȮȲȰȷȶȷюȶь ȰіȪ ȵȲȥȲю.
͹.ͻ. ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȵȬȵȶȩȰȷ ȨȦȲȹ ȻȤȵȶȲȮ ȫі ȵȳіȱȲȰ ଵଶ . ǾȥȻȬȵȯіȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩ-ȱȱя і ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ �(ଵ) ⋅ �(ଶ). ǲȬȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩ, яȮ ȥȤȫȬȵ, ȱȤȥіȴȦȩȮȶȲȴіȦ |mଵ⟩ ⊗ |mଶ⟩.
͹.ͳͲ. ǴȦі ȻȤȵȶȮȬ ȫі ȵȳіȱȲȰ ଵଶ ȦȫȤєȰȲȨіюȶь Ȼȩȴȩȫ ȫȤȯȩȪȱȬȭ ȦіȨ ȵȳіȱȷ ȳȲȶȩȱ-ȺіȤȯ �(�) = �ଵ(�) + �ଶ(�) �(ଵ) ⋅ �(ଶ). ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȴіȦȱяȱȱя, яȮȩ ȦȬȫȱȤȻȤєȫȦ’яȫȤȱі ȵȶȤȱȬ, ȴȲȫȳȤȨȤєȶьȵя ȱȤ ȨȦȤ ȴіȦȱяȱȱя, ȲȨȱȩ ȫ яȮȬȹ ȰȤє ȩȸȩȮȶȬȦ-ȱȬȭ ȳȲȶȩȱȺіȤȯ �ଵ + �ଶ, Ȥ іȱȼȩ �ଵ − ͵�ଶ.
͹.ͳͳ. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ ȲȳȩȴȤȶȲȴ, ȲȫȱȤȻȩȱȬȭ ȷ (͹.ͳʹͲ), ȵȳȴȤȦȨі є ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȰȶȩȱȫȲȴȱȬȰ ȲȳȩȴȤȶȲȴȲȰ ȴȤȱґȷ �.



ǷȤȨȤȻі ˕˔˘
͹.ͳʹ. ȁȮȲȴȬȵȶȤȭȶȩȵя ȴіȦȱяȱȱяȰ (͹.ͳʹͲ) Ȩȯя ȲȥȻȬȵȯȩȱȱя ȵȸȩȴȬȻȱȬȹ ȶȩȱ-ȫȲȴȱȬȹ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȲȳȩȴȤȶȲȴȤ� = �×�, ȴȲȫȧȯяȨȤюȻȬ ȦȩȮȶȲȴȱі ȲȳȩȴȤȶȲ-ȴȬ, яȮ ȶȩȱȫȲȴȬ ȳȩȴȼȲȧȲ ȴȤȱґȷ, Ȥ їȹȱіȭ ȨȲȥȷȶȲȮ, яȮ ȱȩȳȴȬȦіȨȱȬȭ ȶȩȱȫȲȴȱȬȭȨȲȥȷȶȲȮ.
͹.ͳ͵. ЯȮі ȱȩȳȴȬȦіȨȱі ȶȩȱȫȲȴȬ ȰȲȪȱȤ ȷȶȦȲȴȬȶȬ ȫ ȨȩȦ’яȬ ȮȲȰȳȲȱȩȱȶіȦ ȥіȦȩ-ȮȶȲȴȤ �஑�ஒ (α, β = �, �, �)?
͹.ͳͶ. ǴȲȦȩȨіȶь, ȽȲ яȨȴȲ ȫі ȵȳіȱȲȰͲ ȤȥȲ ଵଶ ȱȩ ȰȲȪȩ ȰȤȶȬ ȩȯȩȮȶȴȬȻȱȲȧȲ ȮȦȤ-ȨȴȷȳȲȯьȱȲȧȲ ȰȲȰȩȱȶȷ. („ȁȳіȱ“ яȨȴȤ ȱȤȵȳȴȤȦȨі є ȳȲєȨȱȤȱȱяȰ ȵȳіȱіȦ ȶȤ ȦіȨ-ȱȲȵȱȬȹ ȲȴȥіȶȤȯьȱȬȹ ȰȲȰȩȱȶіȦ іȰȳȷȯьȵіȦ ȱȷȮȯȲȱіȦ, ȫ яȮȬȹ ȦȲȱȲ ȵȮȯȤȨȤє-ȶьȵя.)
͹.ͳͷ. ǵȯȩȮȶȴȬȻȱȬȭ ȮȦȤȨȴȷȳȲȯьȱȬȭ ȰȲȰȩȱȶ ȦȫȤєȰȲȨіє ȫ ȩȯȩȮȶȴȬȻȱȬȰ ȳȲ-ȯȩȰ Ȼȩȴȩȫ ґȴȤȨієȱȶ — ȤȥȲ, ȽȲ ȩȮȦіȦȤȯȩȱȶȱȲ, Ȼȩȴȩȫ Ȩȴȷȧȷ ȳȲȹіȨȱȷ ȦіȨ ȳȲ-ȶȩȱȺіȤȯȷ ɔ. ЯȮȽȲ Ȳȵі ȮȲȲȴȨȬȱȤȶ ȫȲȴієȱȶȲȦȤȱȲ Ȧ ȱȤȳȴяȰȮȷ ȧȲȯȲȦȱȬȹ ȲȵȩȭґȴȤȨієȱȶȤ ȳȲȶȩȱȺіȤȯȷ, ȶȲ ȮȦȤȨȴȷȳȲȯьȱȬȭ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȱȤȥȷȦȤє ȦȬȧȯяȨȷ

�௤ = �ቆ∂ଶɔ∂�ଶ �ଶ௫ + ∂ଶɔ∂�ଶ �ଶ௬ + ∂ଶɔ∂�ଶ �ଶ௭ቇ ,Ȩȩ ɔ ȫȤȨȲȦȲȯьȱяє ȴіȦȱяȱȱю ǻȤȳȯȤȵȤ �ଶɔ = Ͳ, Ȥ ȨȴȷȧȤ ȳȲȹіȨȱȤ ȥȩȴȩȶьȵя ȦȶȲȻȺі ȫȱȤȹȲȨȪȩȱȱя ȻȤȵȶȮȬ.(a) ǿȲȮȤȪіȶь, ȽȲ ȧȤȰіȯьȶȲȱіȤȱ ȰȲȪȱȤ ȫȤȳȬȵȤȶȬ, яȮ�௤ = �(͵�ଶ௭ − � ⋅ �) + �(�ଶା + �ଶି ),Ȩȩ � і � ȫȤȯȩȪȤȶь ȦіȨ � і ȳȲȹіȨȱȬȹ ȦіȨ ɔ.(b) ǷȱȤȭȨіȶь ȦȯȤȵȱі ȫȱȤȻȩȱȱя �௤ Ȩȯя ȵȬȵȶȩȰȬ ȫі ȵȳіȱȲȰ ଷଶ .
͹.ͳ͸. ȀȲȫȧȯяȱьȶȩ ȵȬȵȶȩȰȷ ȶȴьȲȹ ȻȤȵȶȲȮ ȫі ȵȳіȱȲȰ ଵଶ . ǱȤȫȬȵ ȵȳіȱȲȦȬȹ ȵȶȤȱіȦȷȶȦȲȴює ȱȤȥіȴ ȦȲȵьȰȬ ȦȩȮȶȲȴіȦ ȦȬȧȯяȨȷ |mଵ⟩ ⊗ |mଶ⟩ ⊗ |mଷ⟩, Ȩȩ ȮȲȪȱȩ mȱȤȥȷȦȤє ȫȱȤȻȩȱь±ଵଶ . ǷȱȤȭȨіȶь ȷ ȺьȲȰȷ ȥȤȫȬȵі ȦȯȤȵȱі ȦȩȮȶȲȴȬ Ȩȯя J ⋅ J і J௭ ,Ȩȩ J = �(ଵ) + �(ଶ) + �(ଷ).
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