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і і я

і є ь ю ією. Я я яє ь я, її -ь і і — і і і і ґ . -і ь і ю ь і я , єі я ї і і її і -я. і ь і і ї і ,ь , і ю є ія ь ї і я — і, ії
і. ь і я ґі ь і і , -і і , ї і я ю -ґі .я і ї і . -і і і і і , -ь і і і ь ї -і . я і я і і і ґіїі і. ї ь і -

. . і ю ю і і ,і ( ).
і ь я, , ґ і і [ ] я , [ ]я ь я.



. і і я, і , юю і ією і ь ї і і і і . -і ь і , я . , є ю, єію і і і і ю , ь і . і , ґія,і я я і .є ь ю я , і ї -ґії , , і і і є ю ґію. -є , і ь і і і, яі, я ює і і ь і і . .і , і і і, ь ія і ь ґ і і і. І і, я -і , і і , і іі ь і ь і . і є і ь,є я і ь я ,ю , ю ь я іі. . ь , і і і -( ), я і і ю

. . і і ґ і і і ю ь ію [ Koch et al., Physica Scripta T , ( )].і � = � = . і ь і і і і я ює ь я, я � і є і і , і ія; і ї і � = . ґ -юю ь і і і і ь я, -



. і і яі і і і , і і і ю. і ьі і ґії є і і .

. . і ь і і ія я і і я -і і і Ґ ( ) і ь я і ь ії.Я ії, я і іє ь я і і ,я ь-я ь . єі , і і є ю іь, я і я ь і я я і я . Я іі і ю ь я і, ї і і ю ь я, юю -ї і і; я я ь і, є -я ь , і ь і ’я яє ь я і і і і.і і і Ґ , я я їя ь , яії ія і і і і ю. я ії і і . , і і ь і і °ї ії. я ь і і я -і і ь ію і . ь і, ю -я і і і ґії, і ь єї ії, я я і ь і і ь-, і і і і ь ю ією.. ґ ґ і ії ї і і . -ґ ь я і я і і є і ія -ю і і і .



. і і я

. . ія і ґ і ь ; і -ь і. я і я ь я і, і ь ьі ь і і , ґ ь ія я.
ія є я ю ь і ь ю і ю -і . її ю ь і і і і і і-і і ’є — . і ь я , яь і і і . і я -ї ії і ь ;і я я , і є я і я я -. і і ії і я і -, ґ і і і я ь ія яї і ь і . і ь я , -я і ь і і є і і, -

і ( , ю і), і і, я ї яі і і і і ю ь і ї. яь я і і і ь. і є -і ь я я і і ,я і і я , і ( -
[180]).і і і ь є і і і ю, я і я і ії. і іїя я і і є і і ,ь і і, ь-я ґі ь ., ія і -і, я і і і я ь я і є я



. і і яі . , і і , іє -я +�, ( я , ї ь я -і ), я і я ією+� і−�: |+�⟩ = (|+�⟩+ |−�⟩)/√ . ґі , я ією+�, я і і�: |+�⟩ = (|+�⟩+|−�⟩)/√ .ь і ію ь і і ь -. . і (a) ь і , -я я +�, яє , я є і ьі і , іє +�, і і є і, і іє -−�. і ь ь ґ і , яі �. ґія ґ і і,− ⋅�, іє я ія я ієї і ї іє ії і я і ’єя і ї. і ь ь ю і і+� і−� я іїі ю , і ює �-і .

. . (a) я я і і -; (b) і ія і ; (c) я -я і .і (b) ’є ю ь я , я -ь і я я я +� і −� і і я -ії. Я ’є я і ь і і, і |+�⟩, і і я -+� я ію. і (c) | − �⟩ ,і я я яє | + �⟩. і ь|+�⟩ = (|+�⟩+|−�⟩)/√ , і яє ь я +� і−� .І . є і і , і -



. і і яі . , ь і і іі.ь і я і ь я і -ї і . і ь і і і яє ь я і їі і і і. і ія я іє ґію ю ь ю ією, іі: і , я і є ь -, і я яє ю і -. і ь ’є і і ії,я і і і яю ь я і ї і , , , і і іі ь ї і ; є ,і. І ї ії я є , -і і ґ я я я я і я .



і
і

і і і я ї і яя ь, , юю ь, ю я ї ю її і. ь ія і і іі і і і ія і і. ’я і юі ю і і ю ґ ю , я іі і ї і я я ґ . і ію -ь і її і , і ’я ь -і „ ь і ії“ �- і і іґ ії � ,і і і і і і , -і , ь . і ь-ю я і і і ю ю є ія і-і і і. і і ія,і і, . . . і , і ю-я, ю ь я і і, є і -і і і ., і є і ь,і ює і я і ьі , ’я і ії,ь . і я і і ь-ю ь я я і ія і і ьі ( і і), є ґ -’я і і і ю ією ією і -і.і я ї і є ь я і і , і -і і ь . -, і я і ь -ь ; і ь я я ґіь ь і ї ії,і я і , і.



і . і
§ . . і і і

Лі і і і , ю ь я -, я є ю і і я яя . , я ϕ і є , �ϕ+� є яь-я ї і ь ї я і � і �. Я я ь я( і ) , ( і )і і і . і я ь -, я .ь і і і і є ,я ь і :(i) і , ь , я і,
⎛⎝
��⋮⋮ ⎞(ii) і і , , і і і-і . я, і ь яю ь юі і .і і {ϕ } є ь я і і , я і єї ї і ь ї і і ї і ії, я ю ь. І , і і ь ∑ � ϕ = є ь я -, � = я і �. Я я , і і -є ь я і і , і ь іі і і ію і і ( і ,, і ь і я я ∑ � ϕ = ь і і-є ). і ь і ь і ь і і і і є-ь я і і ю ь . ь і і і -і ює . і ьі і і ію і .

і і ( я ) ь і і і ьі і і ( , ϕ) я . і і є і -і :



§ . . і і і(a) ( , ϕ) = ,(b) (ϕ, ) = ( , ϕ)∗,(c) (ϕ, � + � ) = � (ϕ, ) + � (ϕ, ),(d) (ϕ, ϕ) ≥ , ює ь я і і ь і -, ϕ = .І (b) і (c) є,(� + � , ϕ) = �∗( , ϕ) + �∗( , ϕ)., , і і є і іґ і і і — .я і і і і і -і і і :(i) Я є і � , � , … , ϕ є -� , � , … , ( , ϕ) = �∗� + �∗� + …(ii) Я і ϕ є ієї і ї і ї �,( , ϕ) = ∗(�)ϕ(�)�(�)��,
�(�) я і ’є ія.і і ь ює я я і ь і. Я і і ює ю, ю ь я

ґ ь .( ) є ь я, я ‖ϕ‖ = (ϕ,ϕ) / . яі ь ю ь я і і :
і і ь Ш : |( , ϕ)| ≤ ( , )(ϕ, ϕ). ( . )
і і ь :‖( + ϕ)‖ ≤ ‖ ‖ + ‖ϕ‖. ( . )і і ь є ь я , і і-яю ь я і я , = �ϕ.



і . ія і і ( . ) і , � і і -. і і {ϕ } є , я і -ґ ь і і ю ь ; ї і і і -ь яє і (ϕ , ϕ ) = .я і і � і є і і -
я і і і і і �. і і і� є і ϕ я �(ϕ), ,�(�ϕ + � ) = ��(ϕ) + ��( ), ( . )я ь-я і ϕ і і ь я і � і �. іі і і і і � я , я іі і і �′, ь і і і і :(� + � )(ϕ) = � (ϕ) + � (ϕ). ( . )

і . І є є і і і ь і і і -і �′ і �, я і � є�, я ь яє і і�(ϕ) = (�, ϕ) ( . )я і ь . , � і �′ і і -і. і ю , іґ ю я і і, я ію ь я і і і і . (І -я я § . .)
я. , ь-я � � є і і -і ю ( . ). є , і ьі і і � ює �, ь яє і і ( . ).{ϕ } є � ( я є ь я(ϕ , ϕ ) = і і є ь , -ґ ь і ). і ь= ∑ � . і ( . ) є :�( ) = ∑ � �(ϕ ).

і � = ∑[�(ϕ )]∗ ϕ .



§ . . і і іі і і і ь є(�, ) = ∑�(ϕ )� = �(�),
я .

і і - і -і і і ю ь я я, і і-, і і я і � є ь я -і є ь я, я |ϕ⟩, і і і я і�′ -є ь я - і ь я ⟨�|. я іє ь я, я �(ϕ) = ⟨�|ϕ⟩. ( . )і ю і , і є є і і і ь і -і - . , і-і я і і �′, і я і і -і �. і я, ⟨�| |�⟩, і ,я і і . ( . ) я і:⟨�|ϕ⟩ = (�, ϕ), ( . )|�⟩ є , я і �. , ,і ює і і і і і ь і - і -. Я ⟨�| ↔ |�⟩,�∗⟨�| + �∗⟨�| ↔ � |�⟩ + � |�⟩. ( . )і і я ( . ), ⟨�|ϕ⟩ я яі я і ь . ія -’я , - , я і і іі і - і .[[ ї ґі ь і ії і і я є -ї і і і і - і - , і я і ,є і я, . і і ,і я і і, і. -і і ь я ь і і ( і і ь і), я я і є є ї і і і і - і -. ]]



і . і
§ . . і і і і ь ; і, я � — , — , ϕ = � є .є і ю , я ію і( і , іяє , і і і і є ь я ю я -).

Лі і ь яє і�(� + � ) = � (� ) + � (� ). ( . )ь є, я я і і ьію і і , я -і і ї і ію. і і, і ї ь ї я „ і-і і“. я і і ь і , � = �, є, � =� я і ( і , я і і і і ь ї і я� і �; я і я і -і). я і , я(� + �) = � + � ,�� = �(� ),і і я і я і . І ь -я є, я і і ю є і :�(��) = (��)�. є : �� -ь і ює ��.
(i). і і , я іі , і і є ю ю. , ь-я і я я �- і і -і я я. я і :�| ⟩ = |ϕ⟩. ( . )і ь {|� ⟩, � = …�} іь : | ⟩ = ∑ � |� ⟩, |ϕ⟩ = ∑ � |� ⟩.



§ . . і і іія ( . ) - ⟨� |, є :
∑⟨� |�|� ⟩ = ∑⟨� |� ⟩� = � ,

є � і і і я ь:
∑� � = � . ( . )

і � = ⟨� |�|� ⟩ і , я �. -, ь-я �- і і і і, -і її я, ю ь я і я я.і ь і і я і -і , я і є і. і є і і і , я я їі є.
(ii). і і ю ь я і-і ґ і . і і ь∂∂� � = + � ∂∂�я ю, , ю ь я -ї ю ію . є∂[� (�)]∂� = (�) + �∂ (�)∂� я і (�).

і я ї ь ю ією - .ї ію і , - , я⟨ϕ|� | ⟩ = ⟨ϕ| �| ⟩ ( . )я і ϕ і . я є і ь і я , іі ь і ь є і я ь ї -я. , ь ь і іі ( . ).я , - є і і і і- і , і і ь - ⟨ϕ| , я� (⋅) = (ϕ, ⋅), ( . )



і . іϕ є , і і � ю і , єі я ґ . ію �і і і , я�� ( ) = � (� ) я і (�). ( . )я, ( . ) ь яє ю і-і і ґ ( ґ � ), ,є і �� . ю і , є і- , я я �� ( ) = ( , ) = � ( ). ( . )і ь є є ь я ϕ �,є і � , = � ϕ. ( . ) ,я �� = � . ( . )І ( . ) ( . ) є (ϕ, � ) = ( , ), ,(� ϕ, ) = (ϕ, � ) я і ϕ і . ( . )я я � — , я �. я я -і ь я я і я і ( . )!я ь і і -і : я ⟨ϕ| і |ϕ⟩ є є і і і - і - , ⟨ϕ|� ≡ ⟨ |і �|ϕ⟩ ≡ | ⟩ ю ь є і і - і - .я , ⟨ | ⟩∗ = ⟨ | ⟩, є⟨ϕ|� | ⟩∗ = ⟨ |�|ϕ⟩ я і ϕ і . ( . )і і я і ( . ). ь іі , і я� і , і , , -і і я � .я і і і я ю ьь і я ( . ):(��) = �∗� �,(� + �) = � + � ,(��) = � � .



§ . . я і і ь - і - і , ⟨ϕ| ⟩, єя , і і , | ⟩⟨ϕ|. -ь і ю і ю ії я, ,’є є : | ⟩⟨ϕ| |λ⟩ = | ⟩ ⟨ϕ|λ⟩ . ( . )і ю є ію | ⟩⟨ϕ| ь і.І ( . ) є, | ⟩⟨ϕ| = |ϕ⟩⟨ | ( . )і і ь і і я є | ⟩ = ⟨ |. Іі і я ії ю ь є ї , ї -, ю ь я я ’є і , є -і ь яю ь ь ю ( . ).ю ю є і , є ь я,я Tr� = ∑⟨� |�|� ⟩,{|� ⟩} — і ь . ( . -. ), я Tr� ь і -, я ь. і і є ю її і-ґ ь і . я і і іі і є і і і я .
§ . . я і�, я і ює є я і � , є-ь я я . є, і ь яє і⟨ϕ|�| ⟩ = ⟨ |�|ϕ⟩∗ ( . )і ь я� ( і ϕ, я я і ю ь -�ϕ) і є ь я ю � . , ь яє -і ( . ) є ь я і , ґією і я ,я я � = �∗ .[[ і я і і і я і яі і і і і , і її ю -і ь і, . , я і є і ,і і і ю ь „ і“. і -ґія я , і ь ь і і я -ь. ]]



і . ія і я і іі я .
. Я ⟨ |�| ⟩ = ⟨ |�| ⟩∗ я і | ⟩, ь є,⟨ϕ |�|ϕ ⟩ = ⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗ я і |ϕ ⟩ і |ϕ ⟩, , � = � .

я. | ⟩ = �|ϕ ⟩ + �|ϕ ⟩ я і ь �, �, |ϕ ⟩ і |ϕ ⟩. і⟨ |�| ⟩ = |�| ⟨ϕ |�|ϕ ⟩ + |�| ⟨ϕ |�|ϕ ⟩++ �∗�⟨ϕ |�|ϕ ⟩ + �∗�⟨ϕ |�|ϕ ⟩є і ю ю. є і -ю , є ь я я і ь і. і ь � і � і ь і , , � = � = , іь⟨ϕ |�|ϕ ⟩ + ⟨ϕ |�|ϕ ⟩ = ⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗ + ⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗.і ь � = і � = �, є�⟨ϕ |�|ϕ ⟩ − �⟨ϕ |�|ϕ ⟩ = −�⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗ + �⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗.� і я і і і, є ь : ⟨ϕ |�|ϕ ⟩ = ⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗.я , її є -ь , і , ь -є ь . , і я я і -і і, і ґ ієїі і .Я ія ь, я ,�|ϕ⟩ = �|ϕ⟩, ( . ), |ϕ⟩ є , я � — я�. і і і і і ь ( . ) і - і - ,я я � , і ю ь, „ і і-“ і я я і я⟨ϕ|� = �∗⟨ϕ|, ( . )є ь я і, є ( . ).



§ . . я і
. Я � є і , і і яі і.

я. �|ϕ⟩ = �|ϕ⟩. і ь � є і , ⟨ϕ|�|ϕ⟩ =⟨ϕ|�|ϕ⟩∗. і і я ь і я ( . ) і ( . ) є⟨ϕ|�|ϕ⟩ = ⟨ϕ|�|ϕ⟩∗,�⟨ϕ|ϕ⟩ = �∗⟨ϕ|ϕ⟩,є, � = �∗, ь і ь я -ь, я і ь і і я і я я і я.і ієї є і ( . ) є , я я-, � = � , я - ⟨ϕ| -|ϕ⟩ є я�: ⟨ϕ|� = �⟨ϕ|.
. і , і і ю ь і я ,ю ь ґ ь .

я. �|ϕ ⟩ = � ϕ і �|ϕ ⟩ = � ϕ . і ь � є і ,( . ) = ⟨ϕ |�|ϕ ⟩ − ⟨ϕ |�|ϕ ⟩∗ == � ⟨ϕ |ϕ ⟩ − � ⟨ϕ |ϕ ⟩∗ == (� − � )⟨ϕ |ϕ ⟩., ⟨ϕ |ϕ ⟩ = , я � ≠ � .� = � = � ь-я і і і іяі |ϕ ⟩ і |ϕ ⟩ є -я �. яє і і ґ ь , і і -і і ї і і ії, є є ґ ь .Я я , , -ґ і ію , і, і -і і , і, і ґ ь-і .Я ю ь і і ,ї ю ї. , яі і :(ϕ , ϕ ) = . ( . )ь і є ь я ( ією),і і і є ,



і . іює , ює ь і . і і -ґ і ь я, я і -і , і і і.
іЯ і і {ϕ } є , ь і ь-| ⟩, я | ⟩ = ∑ |ϕ ⟩. і ( . )і іє я: = ⟨ϕ | ⟩. , -

| ⟩ = ∑ |ϕ ⟩ ⟨ϕ | ⟩ =
= ∑ |ϕ ⟩⟨ϕ | | ⟩ ( . )

я і ь | ⟩. і ( . ) і і і ія , і і ії ь і я-я. я є, | ⟩ і ює і і , -я і і іє ; я( ) іє | ⟩ і ь і є . і ь і я-я є ь я я і і | ⟩, є( і):
∑ |ϕ ⟩⟨ϕ | = �. ( . )Я �|ϕ ⟩ = � |ϕ ⟩ і і юю ь -і — , і і і ( . ) і ( . ), —і і і ґ ь і і і -я і і : � = ∑ � |ϕ ⟩⟨ϕ |. ( . )і , і ( . ) і ь , -( . ). ю і ґ ь я, -я ії і ,�(�) = ∑ �(�) |ϕ ⟩⟨ϕ |. ( . )і ь ь і і є ю , і -ю ь, і і і і і іі і і . і ?



§ . . я іь-я і �- і -і , я � × �- ю [ . я і я ( . )].ю і ь і я і я я і -я �ϕ = λϕ, ( . )� я, ϕ - ь, єdet |� − λ�| = . ( . )я ь і є λ я�, я -� і . і ь є я , я є і -і . Я і � ь і і, і і -і ї і і ю я ь ь �- і і . -і ь і я і і ( -ь), ь я є . [ ., -, [ ], . ].і ґ і і. І і, я я � і і і, ( . ) ьі я λ, я є і, і ьі і. ( , і і і ї іє я я і .) -і є, я я і -і .я � = −��/��, і -і і � я � ≤ � ≤ � ( і � і � ь я і -, і і ). я ь � -є ь я і я я ( . ), я і є я
ϕ∗(�)� (�) �� = ∗(�)�ϕ(�) �� ∗ =

= ϕ∗(�)� (�) �� + � (�)ϕ∗(�) . ( . )
я і ґ я . Я і -, і я ь, �, -, є і .і я я і я−� ���ϕ(�) = λϕ(�), ( . )



і . іі і я я, є і я ϕ(�) = �� , � = const.я і, я і я я і я �,і я ь і ії і і .і і , і ь і і -і :
і � . .і і λ є я . і ь і� є і ,і ь.
і � . � = −∞, � = +∞, |ϕ(�)| |�| → ∞.і і і λ є я . і ії ϕ(�) ю ь і -ї , юю ь і і, -і ь ію і ґ ’є — я , я,і , я і і і ію і .
і � . � = −�/ , � = +�/ , і і і ϕ(−�/ ) =ϕ(�/ ).і я юю ь λ = λ = π�/�, �і є і і і я і −∞ +∞. і ії юю ь -і ( і �), я ь яії я і ьє.
і � . � = −∞, � = +∞, ϕ(�) → � → ±∞.� є і , і є і ь -і. і і ю ь, і і -

і і , -
і , і. я, і я( . ), ( . ) і ( . ), ю ,ь і я і і .

ьі і |ϕ ⟩⟨ϕ |, і ї є -
і . і, ь-я я -�, ь яє і � = �, є і . і юєію |ϕ ⟩ і і і є -, ґ ь і ь і і. Я ( . ) є



§ . . я і , і і -і , я і я � =�, �(�) = ∑ |ϕ ⟩⟨ϕ | , , ( . )
і ( . ) , я � = ∑��(�). ( . )

� я ь ь. [ і ь �(�) =я і �, є я , і ь -і і і я � .]і і я ( . ) я ь я (я я -яє ь я, ь ), я і ’я і, і ( . ) я і, я яі я , і я і . ію і ґ ь ьє , є ь я, я
�(�) �σ(�) = lim→ ∑�(� ) σ(� ) − σ(� ) , ( . )

ь я , і (� − � )я � → ∞. ія σ(�) є ь я і ю.σ(�) = �, ( . ) ь і ь і ґ і . Я�σ(�)/�� і є,
( ь ьє ) �(�) �σ(�) = ( і ) �(�) �σ(�)�� ��.

ь я є і ь і, яє σ(�)ю. і ,σ(�) = ℎθ(� − �), ( . )θ(�) = я � < , θ(�) = я � > . Є ( . ),я і ґ , , я я � < �, � > �.я і ґ є ℎ�(�).і ю ь .



і . і

. . . і ї ії і [ . і я я ( . )].
. я я � і є є і ’яі і �(λ), λ і є і і і я,я :(i) Я λ < λ �(λ )�(λ ) = �(λ )�(λ ) = �(λ ) [ і -, є, �(λ) є і і , я і і єя ≤ λ];(ii) Я > , �(λ + )| ⟩ → �(λ)| ⟩ → ;(iii) �(λ)| ⟩ → λ → ∞;(iv) �(λ)| ⟩ → | ⟩ λ → +∞;

(v) ∫ λ��(λ) = �. ( . )
(ii), (iii) і (iv) є і ь . І ґ (v) -ю і ю �(λ) ь є ь я ( . ),, я і .і і ь ( . ) є ь я ( . ) я і ь я -, я ,є я і . і і ь я ( . ) є -я

�(�) = �(λ) ��(λ). ( . )
я . і і .- я [ ], § .



§ . . я і
:( . ) є ь я , є іі ґ ю ь і ії�(λ) = ∑ |ϕ ⟩⟨ϕ | θ(λ − � ), ( . )

ю ь я я . λ = � є я �(�) і -я я ( . ). ь ( . ) ь я ( . ) ( . ).
: , я �,, я � (�) = � (�) я і і (�). ,� = � . і я я і я �ϕ(�) = λϕ(�) є ь і-я ϕ(�) = (� − λ), λ є і ю ю, (� − λ) — і„ ь - ія“. і (� − λ) є і ю ією ,, , � є і ., ь є ь я ь . -і я � є ь я, я�(λ) (�) = θ(� − λ) (�); ( . )і і ює (�) � < λ і � > λ. іі ь ( . ) я і ь ї ії (�):

λ ��(λ) (�) = λ� θ(λ − �) (�) == � (�) = � (�).( і ь і ґ є ’я , λ є і ю і -ґ я, � і є ю ю.)і і і і і ь і і я-я і я і я і �, ю ь -: �|�⟩ = �|�⟩. ( . )і я ь є я⟨�′|� ⟩ = (�′ − � ). ( . )Її я , я „ і “ „ ь ію“. . ь -[ ] я я.



і . і, ь і і ,і ь ( . ) є ⟨�|�⟩ = ∞. і ь ь ї ( . ) я�, і : � = �|�⟩⟨�| ��, ( . )
є ґ і я я ( . ).і ю я є ь я ію і ь-, я і ь і і ю ю.і ( . ), ь я і

�(λ) = |�⟩⟨�| ��, ( . )
є і і ь і, і��(λ)/�� = |�⟩⟨�| і є , .і ь і ь і і ія я ю ь і і і ія я і ь . ю ь -ю ь є я і ь ,яє ю і я і юю. Я я ґ і.

і іі ю і я і . -я є є ’я і і.
. Я � і� є я , я єі і , і я �� = ��, і єі і , я і є � і �.

я. {|� ⟩} і {|� ⟩} і і і� і � і і : �|� ⟩ = � |� ⟩, �|� ⟩ = � |� ⟩.ь-я � і і �:|� ⟩ = ∑ � |� ⟩,
і іє � ь і |� ⟩. я і я� ь і я ( і я ), є



§ . . я іі � = � |(� )�⟩ = ∑ � |� ⟩ , .
і |� ⟩ = ∑ |(� )�⟩, ( . )

ь я і і і я �.(� − � )|� ⟩ == ∑(� − � )|(� )�⟩. ( . )
і іє � я( . ) і є і ь �� = ��:�(� − � )|(� )�⟩ = (� − � )�|(� )�⟩ == �(� − � )|(� )�⟩.і є, (� − � )|(� )�⟩ є �я �. , ( . ) і ґ ь-, і і . я і ю ю -, її є ь :(� − � )|(� )�⟩ =, |(� )�⟩ є я �, і �, -я � і � і і . і ь і {|� ⟩} є , і {|(� )�⟩},я яє ю я, є . і є -і і ь я � і � і .ю і ь і ь і ь є -і . , я є і , �, � і�, � і і ьі я� �, і і ь я,і і ь і я �, � і �.ієї я — � і � і, яю ь і і ь і , — і ь -ь я я і ґ ь я ( . ).(�, �, … ) — є і , ю ьі і ь і . ю



і . іі і і і ь -. я я ї і ії ь (� , � , … )і є і ь , і ( ю і і іі), і ь, (�, �, … ) юю ь -
і .

. ь-я , є і -, є ією і .
я. (�, �,… )— і і , їі є ( я я) -ю ь я я і . -, я |� , � , … ⟩. � — , є(�, �, … ). я, � є ією ьі , є, � є і і і , і -я, ь я ( . ), є ія -ь ь і . і ь � є (�, �,… ), , -ю , і є і і ь і я (�, �, … , �).і ь і {|� , � , … ⟩} є є і ь я -(�, �, … ), ь є, я ьі і ь (�, �,… , �)., �|� , � , … ⟩ = � …|� , � , … ⟩.я є є ь я ія (� , � , … ), і є і я (� , � , … ) →� …, , і я � я , я іюь (�, �, … ). , � … = �(� , � , … ). ь, � є -ією і : � = �(�, �,… ).ь я і і -я , яь. І і — і юєі .

§ . . і ь і і і і ь і і§ . і і і , я і ,і і я я я . і і -і і ї і і є і ,і ї і ь і і і і і ьі і і і і. я і



§ . . і ь і і і і ь і іі і {ϕ ∶ � = , , … }. ї юі і і �, є ь я і -і і і і і і . , � і ьі я = ∑ � ϕ , ь-я іі ь і ь і .і � , ь і -і і і , і -я . і я і і -і. і я я . -, і і ь { } � → ∞ і є ь я , і, lim → ‖ − ‖ =я � і і є і ь і ,я ℋ. , я
= ∑ �

є � я і і ь �. � →∞ ь �, є ℋ , ∑ |� |і . і ℋ є ь я і ь , я і і-ь і і і ю і . ( і-ґ і, ℋ є ь я я � ґією .)я і ь є ь я ю єі і і ь і ℋ і ьℋ′, є ь я і і і і .§ . я я і і і ,я я і ь ( .[ ]). і ь я ь і —ь я , ія ь .Ξ і і і , і ь і -
і і і і і ії і {ϕ }— я і і, і -і і. і ь Ξ є я ξ = ∑ � ϕ ь-яі іє � ь. я , яі - ь, ї � і -я , і і ь і ю. і , і-і я ь і Ξ ь ,я і Ξ, ю ь і -і.
і ь і і ℋ є і Ξ, ,



і . іℎ = ∑ � ϕ ь ℋ і і і, і і -(ℎ, ℎ) = ∑ |� | є і . я -
і ℋ×, я і і � = ∑ � ϕ , я я і-і (�, ℎ) = ∑ �∗ � і є ь я я і ℎ і ℋ.ℎ , |� | і ю |� | і і�∗ � -і . ь і і і ь (�, ℎ) = ∑ �∗ �, я � → ∞ і і ь {|� |} я -, я і {|� |}, і ь ∑ |� | є і ю. і є,∑ |� | і є ь я, � ( і ь ℋ×) ь іℋ. , і ь і і є я : ℋ = ℋ×.і Ω, є ь я і і я= ∑ � ϕ , і іє я ь яю ь і і-: ∑ |� | � < ∞ я � = , , …і Ω і ю є і ℋ і я яє ю я -. я Ω і ,Ω×, є ь я іσ = ∑ � ϕ , (σ, ) = ∑ �∗� є і я і Ω,(σ, ⋅) є і і і Ω. Я , Ω×і ь Ω, ь ь ь-я σ, ї і іє� ю ь я � � → ∞.і, і , і �×, я �, є -Ξ, і ь � ю ь і і ь і ьі і = ∑ � ϕ , , і ї ь ю і і ює. , я і і і і і я іь яю ь і і ю я:� ⊂ Ω ⊂ ℋ = ℋ× ⊂ Ω× ⊂ �× = Ξ.’я :(a) і і , і ь яь ;я і ℋ× і ’я ь ℋ′. Є і і -і і ь я є , є і і і ь і ℋ іℋ′ є і і ю ( . ), і я ℋ іℋ× і і. ,ℋ′ я-, я я ℋ×. і ґ ія ь ья я ї і і ℋ і ℋ×. і , ∼ і ∼ я. і і ь ∑ | | є, / . і і ь ∑ ∗ є,. / є , / . я ю яь / я і ю і ( , ⋅), яі [ ].



§ . . і ь і і і і ь і і(b) і ь і і і я .і ь і я і ь ь Ω ⊂ ℋ ⊂Ω×, є ь я і ь . § . -, я я � і і -і і я я і я �|� ⟩ = � |� ⟩ -, і ь. , ь ьє, ь-я я і ь -і ℋ є і і , і ю ьіΩ×, і і я ь. ю я ієї -її я ю ь я і ь -, і і і і єҐ ь і і і [ ]. я їїі , і і я і :
. я ь-я я � -і є ґі {ϕ }, я і ь Ω×, я і ь Ω -є ь я і і ь (ϕ , � ) = λ(ϕ , ). і , {ϕ } юєі і, і ь і я � -, я = �(λ)ϕ �µ(λ),

ію ь �, я
� = λ �(λ)ϕ �µ(λ),

�(λ) = (ϕ , ), µ(λ) — я і ія і .ю ,. і ґ{ϕ } {ϕ } � = ,… , �, �— ь і ь. і (ϕ , � ) = λ(ϕ , ), я -є я
= ∑ � (λ)ϕ �µ(λ).



і . іІ, і, я ює ь я , -ю ь і і [ я: ь -, є ь я]. і -ґ {ϕ } ює ь я -і і ь {ϕ }, я я �ϕ =� ϕ , я є
= ∑ � ϕ +∑ � (λ)ϕ �µ(λ),

� = (ϕ , ). і і я і і -ь я. і µ(λ) ь і я і ϕ , я -є ь я , µ(λ) = λ і. юі , і -я ь я і (ϕ ′ , ϕ ) = (λ′−λ)— ьія і .і ії і ь я -. я ь-я я � і ь-і ℋ і є �× іΩ×, я і Ω і ϕ Ω× є ь я і і ь(�×ϕ, ) = (ϕ, � ).яє і я λ і і ϕ я -�, ’я ю і я я �×ϕ = λϕ -і Ω× ( і , і,і ї і). іі і і � �× і і �, і є -я ь Ω×, ℋ іє , я і �., є і і і і я я -і і і ь -і ( , і і і ю ю). ґ є ь я -ь і і ( , § . ) і я є , ю-і я я і я і і і , я іє і і і ь і, і ь я ї -я і і і і і і і юю. і , ь і ь і і,є і іі ь , я ґ і є і



§ . . ія і іі ( , ю ю). іь я і і і, , і і-і , і і я і, і ь і яє юі ю і і - і - і .Є і і ь і .я і , я і ія і і ; -ю ь я і і . Я Ξ я і і і ієїі ї, і ь і і ℋ ь і і -ґ і . , ℋ ь і ії (�), я я
( , ) = | (�)| �� є і .

Я і Ω є ь я і (�), ь яю ь -і і :
|ϕ(�)| ( + |�|) �� < ∞ (� = , , … ).

ії (�), ь Ω, ю ь я ь-я і ’є і ь � |�| → ∞. і Ω×, є я-Ω, є ь я і (�),
( , ϕ) = ∗(�)ϕ(�) �� я і ϕ(�) і Ω.

і і і ю ю, я і ь іℋ, і Ω× і ь і і і ії, я -ю ь , і ь-я і ь �. , Ω× ь� , я є ю ією � = ��/��. ,ь є і ь - ія (�−λ), є ю і-єю �, , я � (�) = � (�). і -і ю ь, (Ω, ℋ, Ω×) і ьє і і і -іє , і і ь і і .
§ . . ія і іі ії і і я є іії Prob(�|�), я є і і ю ії � , ією



і . і�. ь ґ і я �(�|�) ≡Prob(�|�), ь я , �і , я . я і -ію і „ і і ь“ , і я„ ія“. я ї , я і я я,ю ь я і .і і я , я і -і ії. і ії, я і я ь -ї : � („ �“) є і і ь ії �; �&� („� і �“) є,і я і і ії; � ∨ � („� �“) є і я -і ї і і . і ії іія . і (,̅&,∨) ю ь я я, ’ю ія і
’ю ія.і ії і і ю і ь і ,і . ю -я ґ є ь я і . . [ ].
і : ≤ �(�|�) ≤
і : �(�|�) =
і a: �(�|�) = − �(�|�)
і : �(�&�|�) = �(�|�) �(�|�&�)і ює і ь, і ія ( і -я ії � її я і) є і і ь , і є,і і ь і і ь. і aє і ї і я , і і ь і іії є ь я і і і її і я. їє, �(�|�) = ; і , ія ( і яії � її і і) є ь і і ь. і -є, і і ь і я і ( ї �) і юєі і і я ієї і і і і ь -, ія і ь я і я ї.І і і я (�) і ’ю ії (�&�) і ю ь -я і . , і і я -я ’ю ії, � ∨ � = (�&�); і , я „��“ і ю я „ � і �“. і a -є �(� ∨ �|�) = − �(�&�|�). ( . )і , ь я і .



§ . . ія і іє я і a і я я :�(�&�|�) + �(�&�|�) = �(�|�) �(�|�&�) + �(�|�) �(�|�&�) == �(�|�){�(�|�&�) + �(�|�&�)} == �(�|�). ( . )
і ( . )� = � і� = �, є �(�&�|�) = �(�|�)−�(�&�|�).і a і ь ( . )� = � і � = � , �(�&�|�) = − �(�|�) −�(�|�) + �(�&�|�). і ( . ) є я�(� ∨ �|�) = �(�|�) + �(�|�) − �(�&�|�). ( . )Я �(�&�|�) = , , ії � і � є є ю�. ь і ( . ) ь я я і -я є ю і , я ь -і і a.

і b: �(� ∨ �|�) = �(�|�) + �(�|�) ( . a)і і ( , , a, ) і ( , , b, ) є і ., я і a і є і b. І , і ь � і� єє ю ія , �∨�— і ія, ,і b є і a. і a є ь я ґ і ю,я її і і , є ю ., і b , є і і .і я і �(�&�|�) = �(�|�) �(�|�&�)( і я і я � і�). і ь �&� = �&�, , і -я і і ієї і , є�(�|�) �(�|�&�) = �(�|�) �(�|�&�). ( . )Я �(�|�) ≠ , є є :�(�|�&�) = �(�|�&�) �(�|�)�(�|�) . ( . )я і , ’я є і і ь ії � і -я ії � і і і ю � �. і , я
ї і і.
і ь. я, ія � і ії �, є�(�|�&�) = �(�|�). , і я � є



і . іі і ь і я �. і є, і, � -і � �,�(�&�|�) = �(�|�) �(�|�). ( . )ія ієї і є, і ь є є ю: я �ь і �, � ь і �. іє ь я ю ю і ю, і -і я її і і я ь, ї і.і ь � і {�} ( < � < �) є ю -�, і і і, і і ь�(� &� &⋯&� |�) = �(� |�) �(� |�)⋯�(� |�) ( . )є ь я я і і {� }. я ( . ) яі � і є і . ї іі � > ь я і і � і .
І ія і ії ії і і, є ь я і , ь і -, і є я і ія і „ і -і ь“. ь є і і і, яія я . І є і-і і і і і, я я , і ь,я я, ь яє і я я, яі і ь.ією і і і є - . Я� ь � � і я � ієї ії ія �є ь я � і , є ь я, �(�|�) = lim → (�/�). -є і ію і і, є її я -я ії. , і ї іїі і я і ієї ї ії. їїі ю і ь, і ї і ії і я, -і і і ь ґ і і я ї і я ь -і і , я і є ’є я ії і -і. і - ї і ії, і ю їїі , є і ія ь і. я є -і і ь �(�|�), я і я, ь і, і, �, ь �. і і яє ь я



§ . . ія і іі ї ї ії , і є і і ь,є її і ь і ь ь і . -я і і ь є ь я -я я , ’я я ї ю і ює ь яі і . і і і ь ієї і ії і ї -ії я є , я є і і ь ( ь і ь), яі �, і ьі і ь і , я і ь ( ) ї і і -і . і ює ь я, , і я їя і і �(�|�) і я я ю ї �(�).ь і і ія і і я яі і і. її і і і ( ю-ю і ю) . . [ ].І і я ї ії і -і є ія і я. „ ії“, я і і -і і я, і яю ь я я , ь я і -, і , і і ь�(α| ) і є ь я, я і ь -і і α і і . я і ь, я ю-ь я і ії, ю ь і ь я і ія ії ь і;я α , „ ія � і я“. , іі ії і і я -і , і і . , -і і ь , яі , × і , × . іяі я я і ь, я і я-ю ь і і і .я ії і і я і і ьі я і я і і я , я
’є і ’є і ії. ( і, і -я, і ь і ь і і я ю ь я’є .) ь ія, я і і ь і . я -, і ь і ь і , і ь іі ії ю ь я і . ь-я і ія і -і, є ь я і , є, , ь ю., я я і і і ії -. І і і ь , і і є є , і ює /π.і , я я „ і і“ є і іі і ь, і ’є і ь!



і . і
І і і ь іі , і � ь і —� �, і і і ю ( ь і ю) ь �, і ю �(�|�) = �.� ( ї � ) ь � є і � і( < � < �). І і і ь я ї я ї і -і, і ь� � і , �— �−� і , і ює � � ,� = − �. і і і і є є юія , ї і і і,�(� = �|� ) = �!�! (� − �)! � � . ( . )і , я і і ь і і і і.� і і � , � = � /�, ь і і яє ь я іі і і �, є ю ’я . я є я �і і і і ( . ):

⟨� ⟩ = ∑ � �(� = �|� ).
ґ ю ї ії, ь і-і ь ю і ю

∑ �!�! (� − �)! � � = (� + �) .
є ⟨� ⟩ = � ∂∂�(� + �) = ��., я � є

� = ⟨� ⟩� = �. ( . )ь ює ’я і і і і ю ю,ь я і, � ь ю �.і я ь і і -я і ї �, є і і ь �(� < � < � + �� |�) = �(�) ��.і я ь ю ,і і і і �(�) і ь - ії.



§ . . ія і і
Л . Я � і ’є і [ , �(�) = � < ], я ь-я > є

⟨�⟩ = ��(�) �� ≥ ��(�) �� ≥
≥ �(�) �� = �(� ≥ |�).

, �(� ≥ |�) ≤ ⟨�⟩ / .ю і ’є ї і ї |� − �|, � —, є �(|� − �| ≥ |�) ≤ ⟨|� − �|⟩ / . ( . )і , я ю і ’є і |� − �| і α > ,�(|� − �| ≥ |�) = �(|� − �| ≥ |�) ≤≤ |� − �| . ( . )
ь і , я і і ь Ч . і її -ю ь я α = і � = ⟨�⟩ — є я -і . я я ії σ = |� − ⟨�⟩ | і= �σ, і і ь я і�(|� − ⟨�⟩ | ≥ �σ |�) ≤ � .І і і ь , � і і я ь я і ь я� і ь і ь, є /� ,і і і і .я � (� і �) я’ я і і і і ю я ь � іі і ю �(�|�) = �. є ( . ) я α = і � = � =∑

J . J = , я ь �- я � є�, і J = . � = ⟨�⟩,я , і і ( . ), і ює ��. і ,
�(|� − ��| ≥ |�) ≤ (� − ��) .



і . іє
(� − ��) = ∑(J − �) = ∑∑ (J − �)(J − �) .

і ь і і я � і, є(J − �)(J − �) = ⟨J − �⟩ J − � = � ≠ �., (� − ��) = ∑ (J − �) ≤ �., �(|� − ��| ≥ |�) ≤ �/ . і і їії �, � = � /�, ь є я �(|� − �| ≥ /� |�) ≤ �/ .і = /�, ,�(|� − �| ≥ |�) ≤ /� . ( . )ь , я є ,є, і і ь і я � ( і ї ії � ��) і � і ь , і ,я � → ∞. і і , я ієї єі ( . ), і , і b. є ь яі , я я і b, і ь a.і , є, � -ь і ю� , і, ь я ь ю �� → ∞. і є, і я � і � ю ь і і і -— , і і ь ь-я і я і юі ь ь я �. ії -і і я і і ь, -і ь.
і ю я і іі я, � і , і я -ї і і і і. і і є ь я -ґі і ь і ю ією, і ь і ь ь є і -і . я і і -і ь ь і і і -і і, я і і я і я . я ья ії і я.



§ . . ія і іі , ь і ь � я ь � і � -і . я і � я � і , і -є ь � � . Я і-ї �?� = (�, � = θ), � і є і і -я я �, � = (� і ь � � ) є , -ь і � . і, є ( . ),є �(� = θ |�&�) = �(�|� = θ, �) �(� = θ, |�)�(�|� .( , є , � ь ь і іθ, і і і ь і → .)і ь і я ь і і і і я і ь �,і і , і я ь θ:�(� = θ |�&�) ∝ θ ( − θ) �(� = θ |�). ( . )Я і і , ь і є я�, і є і і ь і ь. і ь єі ь, і ь є і і -і ь �(� = θ |�&�), �, є їі і �(� = θ |�), я я яє ю і ь і і ,� = θ, і і �. Я і і ью і θ, і і і я �, і -і і ї і і θ,� = θ = �� . ( . )і ь ї і і, я ї і θ, єь і ю, , і, �(� = θ |�) є і ь-і ю ією θ, ь ( . ) ь ь-( . ) і �. , і іі я � ю ь і і і, -і і і є ія ї і. , ( . ) і є-ь я і ї ю і ю і і �, я і ь і ь юі є . і ь ь її яє :(a) я і і і я�, ( . ) -яє і і ь , � ь і -і ь. , і і ь і( . ).



і . і(b) і я ь , і і і я θі ю і ю �. Я , , „ і-“ і я і θ і і ь я �і |θ − �| |θ − �| , ю і ю ,і і , і і ї і іі і ь.(c) і ь я і я � -я і я я я ,і я�, я і ь -ь і я ь .ія і ї і і,і і я іі ї і і ( . ).
і іі я і і ґ ії і і .
і [ ]: і - і - і .Я [ ]: ю я і і -ї ії і ь .[ ]: і і ії і ь -, є і і я ї і ., . [ ]: я і ь -і і і.

І і і ьІ є і ь і ь ю , і я і, я ь і .[ ]: я і ь і і ії і і -я і і .і [ ]: я ії і і і і її є ’яією і ю я.[ ]: і і ь і і ії і і.



і[ ]: я ії і і я їі , я ія .
З і

. . і ь і і і , я і ,ю ь і і .і ь і і і я , і і -ю я і і.

. . я ь і , є ь я і і-і і і і : , sin �, cos �, sin �, cos �, sin( �),cos( �). Я і і ь ь ? і ь і -і і і ь, і .

. . і ь, і �, Tr� = ∑ ⟨� |�|� ⟩, ь і{|� ⟩}, я ь.

. . і ь і і і ія ь ї є юї , ї я , я -. і ь, ь-я × - ю і іі ію ь ь:� = , σ = ,
σ = −�� , σ = − .

. . Я � і � і ї , і ь, (�, �) = Tr(� �)є і і і ь . і і ь,і і і . ґ ь і .

. . і ь і я і
і і і і і і і я ієї іь .



і . і
. . і ь, �, і ь і іїϕ(�), я ��(�) = [ϕ(�) + ϕ(−�)], і �, ��(�) =[ϕ(�) − ϕ(−�)], є і .
. . ю я ії і ,�(�) = ∑ �(� )|� ⟩⟨� |,�|� ⟩ = � |� ⟩ і ⟨� |� ⟩ = , і ь, ія � (�) ≡ �ь яє і і ю � � = � .
. . і і я є ь я і і ґ -і .(a) я ь і ь і і ℋ, є ь я і (�),я я | (�)| �� < ∞.

і ь, ℋ і ю ь і ії, я я �ϕ(�) ≡ �ϕ(�)ь ℋ.(b) я ь і Ω, є ь я і (�), я і ь-яю ь і і :
| (�)| ( + |�| ) �� < ∞ я � = , , , …

і ь, я ь-я ї (�) і Ω ія �ϕ(�) ≡ �ϕ(�)ь Ω. ( ь і є, ь я� ю є ь і Ω, ює ь я ьℋ.
. . і Ω× є ь я і (�), ь-яю ь і

( , ϕ) = ∗(�)ϕ(�) �� я і ϕ і Ω.
Я і Ω і і ь і і ℋ і і і.і ь, я і ь Ω, ℋ і ( ) Ω×: (a)sin �; (b) (sin �)/�; (c) � cos �; (d) � (� > ); (e) [log( + |�|)]/( + |�|);(f) exp(−� ); (g) � � | |.



і
. . Я і і ії {ϕ(�)}, іі і і і я і і і ,і � і ?
. . ⟨ |�| ⟩ = ⟨ |�| ⟩ я і . і ь, � = � і,⟨ϕ |�|ϕ ⟩ = ⟨ϕ |�|ϕ ⟩ я і ϕ і ϕ .
. . і ґ і ь � = і . і ь, я , -і я: і і ь , і є , є � = ;і і ь, і і я, є � = ; і -і ь, я ь я , є � = . ( іі я і і ь і.)(a) Я і і ь і я я я і я і -і? ( є ь я і ь-я я , яі ю ь.)(b) Я і і ь , я і є і я і ії ґ ?
. . я і ю є .(a) , і і ь я „ “ і ієїє , . і я і і ь „ і “ -я і і і ю я „ і “ .(b) і ь я і я і і і ь ,„ і “ і і , , .
. . і і ь і я є �(�) = α� ,� ≥ — ( ) я я , α — ія. і і ь я |� − � |, � і � —я я .
. . � , � , … , � — є і і і і,я є і і ь� (�) = α� (� ≥ )� (�) = (� ≤ )ї �. , Prob(� < � < � + �� |�) = � (�) �� я ≤ � ≤�. і ь, і і ь я і , � = � + � +⋯+ � , є � (�) = α(α�) � /(� − )!



і . ія ь я я ї ії ( я), є і , �/�, іь � = α �.
. . є і ь ю і і ю λ, і -ь . і ь і і і ь , ь і �я �.



і
ю я ї і

§ . . і і я яі ія є ь я я ь, -і , ’я ю ь і я я -’є , я і ї яю ь. і і і -і ю ь, і ю -. ь я і, її’я , ю ь ія ї і-ї і ії. і я ь і я, і -і і, є ь я і і я я.є ’я і і ’єі ь , ь я ю я .і і і я ( і я я) і -є ь я і і і ( я я).І і я і я ія і ь-, і ь і ь ю і і ї і і ія. і -ї і і і і ї , я -і і і. і є ь я і і і -і і і і , є , -ю і ю і і і і, я і ’я ю ьі і ю і і ю.Є і ї ії, ю ь -я, — і і .
і і є і „ і і “, , яі і ь, є ю я і і і і іії. і , і і я ія , і , і я — , єя я. , і , є іі і ь ї ь ї (§ . ) є і я .( . .)



і . ю я ї і
іі і і і і, я і, і ю і ю, -ь, і я яю ь я -, „ “. я і ь і і я ь -я і. ю ь і . і -і ї і і , іі ю ґ і і і і ю -ю, ю ґію і і ь і є ії -ю ь я . і і є ь яі я, і і і і . і , ’яі і ґ і -і , і і і і ює ю, і ю і іґі і і . ґія , і і ьь-я її я, і я -і ю і і . і є ,я я ь і і є-і , і я ю ією, і , я і -я я і і, і і . -я є ь я :

. і і і і і ( і я я) ь яі і і ь і і ( ’є ), і її і -я є я ь .Є я ь і я є , -ь і ь, і -, і і і і ії і , юю іі і . я і , -я і -і і .
є і я я і і і їя і ь і і -і . і ю -і , я і і ь ь-і і і і ь і і і ґ і яю ; я , єю ю, ь і і і і



§ . . і і я яі я ґії і . я і юі ю ією і і ї і -ія я. і і я, я -і і ії ( , і ю і її є ії) ю -ю, . . іює ь я і і

. . . і ія я: і і , — іь .і і є і θ і і .
і ю я я є , єїї ія я θ. Я і ( і ь ю -) , ія я, , і . ія, -і і ь і , і і ь , і юь . , і, є ь я їі ь і і ю ь, і і і -і і і ю ь ю ь я і -є і ю і ь і і і і , я ( -ь ) і я — я, я -і і , є ь . і і єь-я .



і . ю я ї ії і. я і ю є ґ і і і . . , -і і ь і ь , є , -і і я. ь я є: і ю і і ії, ь-і ї і ь і ї і , ю ь і ь .і і і я і ь я яє ь я я і .і ї ії; і єія я я ієї ї , -
і і ь і ь і -. ь ’я і і і і ю ю ( .§ . ) яє і я і і і іі і.і я і — -

я і і ю я. і і ія я я я є -і ю ь і і і і їїі є ії і ю. і ю я є ь я є -ії я , я і я і їє ії. і , і і і -і. я єі , я і і ю ь ґію і ь її я. І— . . і і юі і я і і ь і і і і я я -я .юю і ю і я і ю я , -є і я , ́ і є і ї -. і є ь я і і ь, ( , ь і-, ’є я ь і ю я). ю і ь, -я я я , і ь і яі ь . і і ’є , -ї я, ь я і -ь і ю і. і , ’є ,ь і ю і, і іі . і . і ю я є я -і я ія я і і. Я і і -я ю я я, ь ь’я , я я і і і і ю. Яя і , я -ь, і і ь і , і -’є , я, і ь , я я



§ . . і і я я, і і я ь і ь іі ю я, і ь і ю я ь і -і ь.я є ь ь і ю -я, і і ь і і і . і ь -я є і і і ю я, є -і і і я і і ю ь. і -ь я я я , я є -і і і я ї ї . ( -є і ю ю, я , і, і я .)ь-я ю , ь і -і і я і , є ь я -
ю я і . ю ю -ією, я , , і -є ь я ю ь я. Я і і ь -юю ь і і і , є і і -яю ь і .і і і і і я я яє ь я і -я ь і і і і ,( і ) -я і . , я і і я , я -і я і , -ію . -’я , ь є і і я я , -і ю і ю і , ь я -ь і я і , ,я і ь і і ю ь і. ія-я, ю є , — я іі ї і її я . і ь -, я є і і ю ( ю) ю., ю ь і і і і ї і ія-я ь я я, я я я -я , ,і я і ю і -є , і я ь-я я ія і юь ю ю .я є , яю і і і я і .Я я яє ь я, я ь ь ю я -



і . ю я ї іь я.
. і і і є є . -є я і ї і ї ℛ, ї �, і -ь і і , ь і -я , ρ, є

⟨ℛ⟩ = Tr(ρ�)Tr ρ ( . )
Tr є і . і , я, і і ю ь ю , -і і ь їі. І ю ь і я , я яρ; ї я . ю я ьі і , і -і і я я і ’є і , я і ї яю ь.я я, і і ь і я, : „ є я ї �і ρ є … ( . ).“[[ я я є і і і і і і -і і. і і і „ “ є ь я і ьї , я, єі ї . і ь і -я , ’є і і , -я і і ( , -ь ію), я ь і -і, я ь і є ґ і . і і ї,і і і, і ю ь, я я і я, -і ь я , і я я ь і ґ . ія я ь ( . і ), іі я. є ґ я і і і ю. і і, , і-і ї і ії . . ї яя і і і ( . [ ]):„ ію, я ,ь і і , я і -ю ь і , є і ію, яя є ь , .“



§ . . я іі я ї і ії іі я і і і і ь і і -і ї і і і . ю, , ’я , ь і-ї і ії, я і ює ь я ю я., „ “ є я я я „ -я “. і і є ї , яє ь я -і і , є і, і і і ь. і , і ь я ї -і і і , ь -я і ю я. , і , ї і ія і я , і ія і ь і, і я!я я я ь і і і і -і яє і ь. і і ь, і ія ї і ь і і іїі і. ]]
§ . . я іь і ь ґ і ’я ю ь і -ю і ю і ю і . ія , я і і , і -і ь і ., і ь і іюTr ρ = , ( . )я яє я ( . ).і і і ь і. я і -, і � = |�⟩⟨�|, |�⟩ — -ї . я , я і -і ї і ї, є ь — і . і, -є і ї і ї, я є і ь, є -і , , Tr(ρ� ) = ⟨�|ρ|�⟩ і . Я я

і |�⟩, § . , єρ = ρ . ( . )і , є я і ї, я є і ’єь, є і ’є . і ,⟨�|ρ|�⟩ ≥ . ( . )



і . ю я ї іє ь я я і |�⟩, ρ є ь я і ’є .Я , і і і ’я і і -, і і ь ( . ) і ( . ) .є і я я, ь яя ( , і є ю -ією ).
. і і і є є , єі , і ’є , і ., ї і і , іє ь ґ я, і ь я -є ь я і ю я і , і я ь я -і . , я і і є і , ,ь-я ї є я є і , -і і я і і ї і . яя і ρ = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�), |Ψ⟩є ї . -, ρ і і є і ь . ьі є я і ї і ї, ї �,є Tr(ρ�) = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�) = ⟨Ψ|�|Ψ⟩.Я і і і ю є і я і |Ψ⟩, -і § . є � = � . ( . )ь і ії ґ -я, |Ψ⟩ і і є і іі, ію :
. і і і і і і і є і ,і я я є я ієї і ї.ґ ія ( і її і ) є -і ю і ю я я , яю ь -і , і і. ь, ґ ія єі , і я. я ія я ь і і є -і ю. і ’я і і і і і іі ; юі і , ї ю і ь.І , і і і і є і і і, є



§ . . ь і іь , ія є, ю ь і і іі., я ю я ї ії і є , іі і ю ь ь я — іі ( . ) і ( . ). я і і, я§ . , і ґ ь я ь -і , я , і і і я -і, є я і . і . ь яі я , -і , і є ь я. Я -і і ь ь є і іє ,я я і ї і ї. я ьі є ї ї і і ї і ії, і ь -„ є я“ ю ( . ) ю -ю, ю , і і я і і.[[ і є і , я і я я,є і і , я , і, і я , і і і яє її і, є ю і і і. і , яя є і ь ю ю ю я ї і ,ь, і ь я і „ “, ю її -і і ї і ї і ї, і і і ї. ь і ь, і ї і -і , є і ю ю., , і я і ія і і і і і ; іі і , і і я . ]]
§ . . З ь і іЯ ь ґ і, яє ь я ь :Tr ρ = ( . )ρ = ρ ( . )⟨�|ρ|�⟩ ≥ я і |�⟩ ( . )і ь і ь і ю ь ь .Я я , ρ є ь яρ = ∑ ρ|ϕ ⟩⟨ϕ |, ( . )



і . ю я ї іі я і і і ( і яі, ). ь -ρ є і і і ь ь:і ( . ) є∑ ρ = ; ( . )і ( . ) єρ = ρ∗ ; ( . )і ( . ) єρ ≥ . ( . )і , ( . ) є ( . ), ,|�⟩ = |ϕ ⟩; і ( . ) є ( . ). ь я і -я ( . ), ⟨�|ρ|�⟩ = ∑ ρ |⟨�|ϕ ⟩| я і ь|�⟩. Я і ρ і ’є і, я і ю і ’є ю.і і ь ( . ) є і я і іρ і ’є і ь, і є я ( . ). є -( . ) і ( . ), є≤ ρ ≤ . ( . )і і ь є ь я , і ’є і -ю ь-я і .і ь і я я і -ює . є, і, єі ь і {ρ( )} ь яю ь ( . )–( . ), ї -ь яє і ρ = ∑ � ρ( ), , ≤ � ≤ і ∑ � = .ρ є ь я ю і ією {ρ( )}.
Ч і і і і є і , я і і і яю ь яі ї і я . ,я , є я ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|, ( . )|Ψ⟩ є ь я . є -я ї ℛ ь і є⟨ℛ⟩ = Tr(|Ψ⟩⟨Ψ|�⟩). ( . )є є ; ь-я я � |Ψ⟩і ь і α і і , є і



§ . . ь і і, і ь ( . ) ь і -|Ψ⟩.ь я єρ = ρ. ( . )є і ю ю я ( . ), ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|Ψ⟩⟨Ψ| = |Ψ⟩⟨Ψ| = ρ,і є ь ю — , я ю і -я ρ, я і, ( . ), ю ь ь я і ρ = ρ. і ьρ є і і і ’є , і є і і -я, ρ = і ρ = . і ь , і ( . ), ьі ює і, і є, і , і, ю ь ь . , ь я ( . )і ь , я ρ є я ( . ) я., я , є я , я є -ю, і і і :Tr ρ = . ( . )і і ь ієї , є яі. І ( . ) є ρ ≤ ρ , Tr ρ = ∑ ρ ≤ ∑ ρ = ., Tr ρ ≤ я ь і . і і ь є ь я, ρ = ρ я і �, я і я, я я і ., ює і - і і і , -я :
. Ч я і і ь її і ії і і , і я і є юі ією.
я. я є , і ь ь-я ( . ) я і і я і є і ь юю і ією і . я я я— ,я і ію і і :ρ = ∑ � ρ( ), ≤ � ≤ , ∑ � = , ( . )

ґі і є ь я і „unpure state“ ( ) і ь „mixed state“ ( і-), ї ь і я ь я-ї і ґії. ( . .)



і . ю я ї іі є я ( . ), і ь.І ( . ) є Tr ρ = ∑∑ � � Tr{ρ( )ρ( )}. ( . )
і і є ь я ρ( ) =∑ ρ( )|ϕ( )⟩⟨ϕ( )|.Tr{ρ( )ρ( )} = ∑∑ ρ( )ρ( ) Tr{|ϕ( )⟩⟨ϕ( )|ϕ( )⟩⟨ϕ( )|} == ∑∑ ρ( )ρ( )|⟨ϕ( )|ϕ( )⟩| ≤

≤ ∑∑ ρ( )ρ( ) = ∑ ρ( ) ∑ ρ( ) = . ( . a)
я і і ь ь і і ь і і і, |⟨ϕ( )|ϕ( )⟩| =я і � і � , ρ( )ρ( ) ≠ . і ь і ю ь, і і ь ( . ) є, і |ϕ( )⟩ і|ϕ( )⟩ і і яю ь я і ь . і -і є ґ ь , я я � і -я �, є і ь я-( . a). я і {|ϕ( )⟩} , -, і і і {|ϕ( )⟩}, ,я я і

∑∑ ρ( )ρ( )|⟨ϕ( )|ϕ( )⟩| = ∑ ρ( )ρ( ).
, є і , ρ( ) < і ρ( ) < яі �, , ∑ ρ( )ρ( ) < . і і ь і є ь я -, і і і , і , і і -є ь я є ρ( )ρ( ), я яє ю є -ь я ( і і)і ь і (ю). і ь і , і -і ь ( . a) є і і ю , ρ( ) = ρ( ) = яя ї ь є ї �, � іρ( ) = ρ( ) = я ,яю ь . -ює я :



§ . . ь і і
. я і , ρ( ) і ρ( ), є і і ь≤ Tr{ρ( )ρ( )} ≤ , ( . )я я є ь я і і і, ρ( ) = ρ( ) є -.ю ( . ), єTr ρ = ∑∑� � Tr{ρ( )ρ( )} ≤

≤ ∑∑ � � = .
, я , ρ яє , , і( . ), і і ь є і і ь, ю -ю , ρ( ) = ρ( ) я і � �. -ь ь ю, ( . ) є і ь ю -ю і ією і , ь, іі і і. , ь ad absurdum, ,і ь і іюі і .я ь , і , і, -ь і і і і, і ь я я, яі і . і ію -ь , і ь я і -і ію і і є є . -і і і і є . я -ρ = �|�⟩⟨�| + ( − �)|�⟩⟨�|, ( . )< � < , |�⟩ і |�⟩ — ґ ь і ю ю.,|�⟩ = √�|�⟩ + √ − �|�⟩ =,|�⟩ = √�|�⟩ − √ − �|�⟩.я, ρ = |�⟩⟨�| + |�⟩⟨�|. ( . )



і . ю я ї і, і є і і ь і ь і я ь-я і я і ї і ії -і .і ію і . . .і ї яю ь і , і-і — і і . і ρ -і і � і �, я ( . ), і ю ю, -і ю і � і� і �.і і � �, я ( . ), -ь і . і я ї і -

. . . я і і і , я і ї.
я є , і і, і і і і і і ю ьі ь і і. я ієї ї -і і . і і і і ь-і , і ь , іі ь ’я я. ґ і ь -, ь-я ї і ї і ь ї , є .ї і є і , я іїю і . я -і я -ґ і я. я і ,і я ю і , є іі я. і ії, і ї я -я і ’я я, і і ,і і і .



§ . . і і і і
§ . . і і і іі і , є я ї ℛ,ї і �, і, є ь я -ρ, є : ⟨ℛ⟩ = Tr(ρ�). ( . )ρ і ю ( . ). ієї -я ь я яє ь я ь , -і і і і, і я: іія �(ℛ) ї ℛ є ю -ю і �(�), � -ь я ( . ) ( . ). я є і -ґ , я і є я �, її ія -я �(�), і і і я ь я-ю ь і я і � і �(�).�(�) �� — і і і ь , я ї ℛ -ь і [�, � + ��]. і , я ,

⟨�(ℛ)⟩ = �(�′)�(�′) ��′. ( . )
я ( . ) ї �(ℛ) є⟨�(ℛ)⟩ = Tr{ρ�(�)}. ( . )ію �, і і я я,і і ь�(�). я -і .

. � — я і -. і я � і -і і |� ⟩:� = ∑ � |� ⟩⟨� |.я ію �(ℛ) = θ(� − ℛ), і ює і ℛ < �, ію ℛ > �. є я ієї ії, і ( . ), є
⟨θ(� − ℛ)⟩ = �(�′) ��′ == Prob(ℛ > � |ρ).



і . ю я ї іє і і ь, ї ℛ �.( . ) є⟨θ(� − ℛ)⟩ = Tr{ρθ(� − �)} == Tr ρ∑ θ(� − � )|� ⟩⟨� | == ∑⟨� |ρ|� ⟩θ(� − � ).
і я і і і ію ї �,є і і ь:�(�) = ∂∂� Prob(ℛ < � |ρ) == ∑⟨� |ρ|� ⟩ (� − � ).

Є , я ї і і яї ї я є , , �(�) = яі �, я і є я і і . , -і і ь , і і ь ,і ює ю; і , -ь, я і і ю ь яя . є і я і -і і .І і і ь, і і ℛ я �і ь і, я є ь я ρ, єProb(ℛ = � |ρ) = lim→ {Prob(ℛ < � + |ρ) − Prob(ℛ < � − |ρ)} == ∑⟨� |ρ|� ⟩ , . ( . )
ь і і�(�) = ∑ |� ⟩⟨� | , , я є і і , я іі і я � = �:Prob(ℛ = � |ρ) = Tr{ρ�(�)}. ( . )і ь ρ = |Ψ⟩⟨Ψ| і -я � ь ь яProb(ℛ = � |Ψ) = |⟨�|Ψ⟩| . ( . )



§ . . і і і і
і . ь , і і ь -і і їь. я ї і ї ія, я -і і ь і. Я іі ℛ є є я � ( я -я) і і і ю і, ( . )є, ρ є ь я і ⟨� |ρ|� ⟩ = .і ь я ь-я Tr ρ ≤ ,

∑

, ⟨� |ρ|� ⟩⟨� |ρ|� ⟩ = ∑

, |⟨� |ρ|� ⟩| ≤ .
, ієї , ⟨� |ρ|� ⟩ = , є -і і і і і ь, і і ґ ь і і ґ ь -і ρ ю ь я ь. , є , я ℛ -є я � і і і ю , єρ = |� ⟩⟨� |. , ρ |� ⟩,я є ь я, я ї ℛ.

. � — я , є -:
� = �′|�′⟩⟨�′| ��′.

і і ю і ( і ь ї -ь ї ) ь яю ь ь і і -ю ⟨�′|� ⟩ = (�′ − � ). �(�) �� і і ю , і -і � ь і [�, � + ��]. Я і ь, є
⟨θ(� − �)⟩ = �(�′) ��′ == Prob(� < � |ρ),є і і ю я � ь �. є-



і . ю я ї іі і я⟨θ(� − �)⟩ = Tr{ρθ(� − �)} =
= Tr ρ θ(� − �′)|�′⟩⟨�′| ��′ =
= ⟨�′|ρ|�′⟩ ��′.

, і і ь я ї� і ь -і, я є ь я ρ, є�(�) = ∂∂� Prob(� < � |ρ) == ⟨�|ρ|�⟩. ( . )
я ρ = |Ψ⟩⟨Ψ| є�(�) = |⟨�|Ψ⟩| ( . )І я і і ї і і і я ь яя , і я ь і і я і ґ :є , — і ї і ї,є ю ю. ї , і і , і-

єю і і ь - ією. ( . ) ρ і і�(�). ( . ) і ( . ) ю ь Ψ і іії, і і ю ь і і. і ь,і я ю і ґ ’я яю ь я і я я , іі ї і ї і. , |Ψ⟩ -ь і ь , і ь - ія |�⟩ ( . ) є, ь Ω× і -і ь ( . § . ).
і і ії і і. ь ґ іі ь я і і , єі , і ю ь і і і ь, яь ї і ь і і ії і і.і , ю ья і і, я ю і я і .



§ . . і і і іі і ь ї , я ь-я ї і ї і -їℛ її я � і є і ’я і -і � (Δ), ’я я і � -: � (Δ) = ∑

∈ |� ⟩⟨� |. ( . )ь я і я ( ),ь і Δ; яь і ґ . І і і ь , я і їℛ ьΔ, є ь я юProb(ℛ ∈ Δ|ρ) = Tr{ρ� (Δ)}. ( . )Я ь Δ і ь я, я -ь ( . ) ( . ). ( . ) і -ює і ґ ї і і і Δ.я, ( . ) ь яє і , і § . .і , і ь � (Δ) є і ,ія і ( . ) і є ь я і ,я � (Δ) і ює ію. І ієї , є і -і ю і ію ( . ) і ю і ’є і ( . ) я ρ, -є, ≤ Tr{ρ� (Δ)} ≤ Tr ρ = . і є і .і ь і , я , -, я ї ℛ ґ -і Δ. , ь яє іρ = � (Δ)ρ� (Δ). ( . ), Δ і ь я, -ь я , ρ є �. , ( . )і ює і.я і і b ( я ї є і a) яі і , Δ і Δ , , ℛ ∈ Δ і ℛ ∈ Δ -ь і і і ь є ю і ії. -я (ℛ ∈ Δ ) ∨ (ℛ ∈ Δ ) є і ю ℛ ∈ (Δ ∪ Δ ),Δ∪Δ є ’є я . і ь Δ і Δ -і, � (Δ )� (Δ ) = , і , і і є’є ю , є ю і -і :� (Δ ∪ Δ ) = � (Δ ) +� (Δ ). ь і ( . ) є яProb{(ℛ ∈ Δ ) ∨ (ℛ ∈ Δ ) |ρ} = Tr{ρ� (Δ ∪ Δ )} == Tr{� (Δ )} + Tr{� (Δ )},



і . ю я ї іь яє і і b.є я я ю. і ь і ь і � я -�, , я �Ψ(�) = �Ψ(�), я і і і і -є , я я ( ). Δі α ≤ � ≤ β, Δ — ≤ � ≤ . і ія і� (Δ ) ь я:� (Δ )Ψ(�) = Ψ(�) я α ≤ � ≤ β,� (Δ )Ψ(�) = я � ≤ α β ≤ �.я є і я� (Δ ), і α і β . -і � (Δ ∪Δ ) є� (Δ ∪Δ )Ψ(�) = Ψ(�) я α ≤ � ≤ β≤ � ≤ , і� (Δ ∪Δ )Ψ(�) = і . Я α < β < << β < α < β, і Δ і Δ ю ь я, і ,� (Δ )Ψ(�) +� (Δ )Ψ(�) = � (Δ ∪ Δ )Ψ(�), , і -і ю ь і ь і b. і , ,α < < β < , і і Δ Δ ю ь я і ії � ∈ Δ� ∈ Δ є . і ї , ≤ � ≤ β,� (Δ )Ψ(�) + � (Δ )Ψ(�) = Ψ(�), � (Δ ∪ Δ )Ψ(�) = Ψ(�)., і і і ь .і ю ь і , я я § . .
і іІ ію я я і і і і я і ’я ія [ ]. я [ ] і є я -і і і і і і і ь і ь і -я ії і і ь і. -я ь і ї і і я ь я “ResourceLetter”, L. Фallentine ( ), AА. J. Phys. , – .

З і

. . і ь, і я � = є і і -я, її і юю ь .єї і і, я я є§ . . і ь |�⟩, я я ⟨�|�|�⟩ є . (



і і ю є і і ь я і -і і , , ю ь і -і і я. і ь ⟨�⟩ = ⟨�|�|�⟩, юі , я є і ь �.
. . і ь, Tr(��) = Tr(��), і, ь і , іі ь і і і і ї і :Tr(��…��) = Tr(���…�).
. . ь, Tr(|�⟩⟨�|) = Tr⟨�|�⟩.
. . І і і ’є і ( . ) ( . ) ьρ є, Tr ρ ≤ , я і я -і ( . ). і ь, я ь × і -я: і Tr ρ ≤ , є і ( . ) і ( . ), єі ’є і ь ρ. і , і є і яґ я і ’є і ρ ь і і ь і .
. . Я і і є я я -я і ? і ь я і , -яю ь і . ρ = , ρ = ,

ρ = |�⟩⟨�| + |�⟩⟨�| + √ |�⟩⟨�| + √ |�⟩⟨�|,⟨�|�⟩ = ⟨�|�⟩ = і ⟨�|�⟩ = ,
ρ = , ρ = .

. . σ яє і і , -ь, + − . і σ ю ь я, я |+⟩і |−⟩. я ь і : і ’я -і , |θ⟩ = |+⟩ + � |−⟩ я і ь θ; іі ρ = (|+⟩⟨+| + |−⟩⟨−|). і ь, ⟨σ⟩ = я іі . і ю ь і і і і і і, , я і -і я ї і я ?



і . ю я ї і
. . і і , σ = і -і є і і я ~/ . я , -|Ψ⟩ = , α і β — і ,і і ь , і .
. . і ь,

� =
яє і і . і ь і і і ь Prob(� = |ρ) яі :

(a) ρ = ; (b) ρ = ; (c) ρ = .
. . � = яє і і , |Ψ⟩ = — -і ь ( |�| + |�| = ). і ь � :(a) і ь � = ⟨Ψ|� |Ψ⟩ ь .(b) і ь і я і і �:�|� ⟩ = � |� ⟩,і ь , я і і і ію і :|Ψ⟩ = � |� ⟩ + � |� ⟩,і � = � |� | + � |� | .
. . і я я ( . ) і ( . ) і ю ь, ь-я іі і . і ь( і ), -і ю і ь і ю і .



і
і і

ь і і і ю ь „ ь ю ю -ї і “. І її і ію, -я і і і і і ь я, іє і і і . і’я ї і ї і, -
і і і, я ь і і і і і. Я і і.ь і і і , і ь і -ь , ю ь і ’я і - яії. я ь ь і я : ь-і — я я і я і і і , іі — я ією ю ьії.

§ . . я і ія , і і і і -і ії, ю і я , я і -і і і і , ю ь і і -і і. - ює і і я � → �′ і і |Ψ⟩ → |Ψ′⟩.( я і , і , яь є і .) і я ю ь -і і і і я, ю ь ь і -і і .(a) Я �|ϕ ⟩ = � |ϕ ⟩, і я я є�′|ϕ′ ⟩ = � |ϕ′ ⟩. і я � і �′ є ,�′ яє, і, , �,і і і і і , , і іь.



і . і і(b) Я | ⟩ = ∑ � |ϕ ⟩, {|ϕ ⟩} —і �, я | ′⟩ =∑ �′ |ϕ′ ⟩, {|ϕ′ ⟩} — і �′. і іь я |� | = |�′ | ; , |⟨ϕ | ⟩| = |⟨ϕ′ | ′⟩| .і і я є я, є і і ь і і -я і і і і і .ь я ює :
іґ . ь-я і я ,є я |⟨ϕ| ⟩|, і ю і -

і �:| ⟩ → | ′⟩ = �| ⟩,|ϕ⟩ → |ϕ′⟩ = �|ϕ⟩, ( . )
я я. і і � є ь я і , я � =� , �� = � � = � — . , ⟨ ′|ϕ′⟩ =(⟨ |� )(�|ϕ⟩) = ⟨ |ϕ⟩. і я і є -ю , я і ь . іє ь я і я , і і , -
і і , , �(�| ⟩) = �∗�| ⟩. Я і-, ⟨ ′|ϕ′⟩ = (⟨ |� )(�|ϕ⟩) = ⟨ |ϕ⟩∗ = ⟨ϕ| ⟩.я іґ ґ [ ].і і і ь і -я, і я і -і ь. і , я , �(ℓ) є і я і ьℓ. і і я ℓ/ , -�(ℓ) = �(ℓ/ )�(ℓ/ ) — , , я і і -. і і і є і і -, і ь я я ює є., і , і і �(ℓ/ ) і і ,�(ℓ) я яє ь я і і . яі я я і і і і , я ія ℓ, -�(ℓ) є і і я і ℓ. і і і і і яі ( . і ), ь і і їя .я і ( . ) є ь я я� → �′ і . ,є ’я і -, я . ,



§ . . я і ія �|ϕ ⟩ = � |ϕ ⟩, �′|ϕ′ ⟩ = � |ϕ′ ⟩. і |ϕ′ ⟩ = �|ϕ ⟩ і -я ( . ) є �′�|ϕ ⟩ = � �|ϕ ⟩, і , � �′�|ϕ ⟩ = � |ϕ ⟩.і ь � |ϕ ⟩ = �|ϕ ⟩, є (� − � �′�)|ϕ ⟩ = . -я і і {|ϕ ⟩}, � − � �′� = .і я, я є ь я ( . ), є� → �′ = ��� . ( . )я і ’ю і і �(�), я і ь і�. �( ) = �, , і�(� +� ) = �(� )�(� ). , я ї -ї ґ і ь я я -я і ї ії �′ = �(�), �′(�) = �(�(�)) ь-я і �′(� + � ) = �′(� )�′(� ). я і ,і ії ії, я і я ( і я, я ія Ґ і я ї і і ), і ю -ь яю ь ь і і ю.я і � ь і і і -
ь і я, я�(�) = � + ���� � + �(� ).і і є,�� = � + � ���� + ���� + �(� )і ю � і я �. , і іє �є ь , і ���� = ��, � = � . ( . )і � є ь я ґ і ’ї і -і , і ь і є �(�) я і і і ь �,я і �. , ію�(� + � ) = �(� )�(� )і ю � і ( . ):∂∂� �(� + � ) = �(� ) ��� �(� ) ,��(�)�� = �(� ) ��.



і . і іі і я я я ю ю�( ) = � є є і я: �(�) = � . ( . ), я ь-я і ь є ь я ґ -і і і ь ь.
§ . . ії -- і ії ю ю ь я, і я -і і і і і і і .і, ь , є я ,я я , і ь і-, і і ь і я я і -ь і, Ґ і є і. і і ь є ь я ґ -
ю Ґ і я. і ь є� → �′ = �� + � + ��� → �′ = � + �. ( . )� — я ( × я, іє -�), �— і я, �— -і ь я ( ), � —я ія.(�, �, �, �) є я. = -я, є ь , я і і і -я ь і . , я {�, �} = {�′, �′} і {�′, �′} = {� , � },{�, �} = {� , � }. і ії, є� = � (� � + � + � �) + � + � (� + � ),� = � + � + � ,і , � = � � ,� = � + � � + � � ,� = � + � � ,� = � + � . ( . )

і і ( я і ь і і ) і і-і і ь, і ,



§ . . ії -і і яю ь я ія , є і -. , я - я є і і -і і я�( ) і і -: |Ψ⟩ → |Ψ′⟩ = �( )|Ψ⟩,� → �′ = �( )�� ( ).і ь і є - я-, є , �( )�( )|Ψ⟩ і �( )|Ψ⟩. є, �( )�( ) і �( ) ю ь -, , і і яю ь я, є і і ; і, , — -і ь , ь і і я я. , є�( ) = � ( , )�( )�( ). ( . ), і ( , ) і|Ψ⟩. і � і і , і-ґ (§ . ) є , � є і і я -ь.

. . . І ю ія ї і і я ії -я [ і я я ( . )]., |Ψ⟩ -ією - , і є і ь і
я і ь і і я .. . , ія Ψ(�) ює ь я -ію Ψ′(�) = �( )Ψ(�). ія� = � , ія � = �′ , �′ = � .і і я і ія є Ψ′( �) = Ψ(�); яї ії і і , я я ї



і . і іі і. � = �′, є Ψ′(�′) = Ψ(�) = Ψ( �′). -Ψ′(�′) = �( )Ψ(�′) я �( ). Я і іі і і ,�( )Ψ(�) = Ψ( �), ( . )є і і і ь і я і -ь і я .я яє ,я ю ’є ( ь , ія) ює ь я і і -ї . Є , я ю і -’є є ь я і і . іі і, і і ієї є ю .(Є , я ї і , я єі і ієї і ї я і -я!) ії ь їі я § . , є, і § . , і і, і і -я.
§ . . Ґ ґ Ґ і яЯ § . , ь-я ґ іі і ґ .і - і , § . , є ь я ґ ю
Ґ і я і є я ь і — я, і -і я, і я ію. ь ія і і і я -ь, і і і -я :

�( ) = ∏ � . ( . )
� (µ = , , … , ) є я ь і я ,� = � — я ь і ґ і . і і -і ю ь я ї і ґ . і , і ґ , я’я є , і ’я і ь і іі ь ґії.



§ . . Ґ ґ Ґ і яі � і і і ь , є -ь і і і ь і :
� = � + �∑ � � . ( . )

я ( . ) я і � є ь я іі і і ь я ґ і . яі і і ь і :� � � � = � + (� � − � � ) + �( ) == � + [� , � ] + �( ). ( . )
і ь ь-я і і ь - ь і-і ю ієї ґ , ( . ) є, -( . ) є і і я і ь -і і я ( . ). І , іі і ( , � ), я ь � � і ( . ). Я , іі ю ь і і і ь , я , ( . ), я

� � = � + �∑ � � + � �. ( . )
і я я ( . ) і ( . ) ю ь, ґ ію і і ю і ією ґ і і :

[� , � ] = �∑ � � + �� �. ( . )
� ю ь я ( . ) я - -ь (�, �, �, �). і іє � і є( . ) і є , я і ює ю. і ь-і ї ґ і .і , і ( . ) ь я і-і , і і ю ь -я :



і . і і
- я ія і α (α = , , )� → � (θ ) � � Jі я і α� → � + � �я α� → � + � � �я ія� → � + � �

і я ь ґ і {−J , −� , � , �} (α = , , ) є і ьь ґ і � (µ = , , … , ). і -я я і ь я ю ю ь.
я іі я і і і ь я ( . ) я є. є ґ і і і яє ї ( . ).і є і і ь і ь - -ь я я є я, я є ї ь-. ї ґ і є і і я я і ґ -я , -я .я і - ь і ю -ю ь. є ь я і ь і я і ,я я ( . ) ь я я , і я -ь і : � = � +� , � = � +� . і і ґ іь і я :[� , � ] = + (?) �, ( . )[� , �] = + (?) �. ( . )і (?) -я .і ґ і я і ь і і ,я я ( . ) ь я � = � + � і � = � + � , ,[� , � ] = + (?) �, ( . )[� , � ] = + (?) �. ( . )



§ . . Ґ ґ Ґ і я, я ю ь і я ія :[J , �] = + (?) �. ( . )і , я ю ь і і я і -і я,[J , � ] = + (?) �, ( . )[J , � ] = + (?) �. ( . )і я і ь :� � � � = � + [� , �] + ⋯ ,і і є ( і ) − і �, ія ії − , + і �, і я ії + . і -ь є(� , � , � , �) → (� − �, � , � , �) →→ (� − �, � , � , � − ) →→ (� − � + (� − ), � , � , � − ) →→ (� − , � , � , �).ь і і я і − і �, -ь і і і і я ь яі � = � + � � +⋯Я , я , є[� , �] = �� + (?) �. ( . )і ь:
� → ∑(�) � .

я ї ь я я є я
� (θ) = cos θ − sin θsin θ cos θ ,



і . і і
� (θ) = cos θ sin θ− sin θ cos θ ,
� (θ) = cos θ − sin θsin θ cos θ .

і я я� = � − �θ� +⋯ ,� = ��� /�θ| :
� = −�� , � = �−� , � = −�� .

я , є� (− )� (− )� ( )� ( ) = � + (� � −� � ) == � + �� == � (− ).і і і і і я і ь яі і я і ю :� J � J � J � J = � � J ,і і і я я ї і ґ і , є я[J , J ] = �J + (?) �.і і я я і і ґ і ьі ї і ь і іі ґ і . яє :[J , J ] = � J + (?) �, ( . )= = = , = = = − і = , ь-я іі і.і я � � J � � J = � + [J , � ] + ⋯ ,



§ . . Ґ ґ Ґ і яі і є ю і � , − � , ю− і � , � . і ь є(� , � , � ) → (� , � cos − � sin , � sin + � cos ) →→ (� , � cos − � sin − �, � sin + � cos ) →→ (� , � − � cos , � + � sin ) →→ (� , � − � cos + �, � + � sin ) ∼∼ (� , � , � + �),ь я і я . -я і і � ,і і я ь я і ь і� = � + � � +⋯ ., є [J , � ] = �� + (?) �.і я і ю ь[J , � ] = � � + (?) �. ( . )ґі я ь я я я ь іі ь. Ї і ь є і і і я[J , � ] = � � + (?) �. ( . )
і я -( . )— ( . ), ю ь і і -і я ( . ). я (?) � ю ьь і :(a) і, ь і і і;(b) і ь і, я я -і ;(c) і , є і і .



і . і іі я (a). і і,[� , � ] = [� , � ],і ь яю ь і Я і:[[� , � ], � ] + [[� , � ], � ] + [[� , � ], � ] = .і є, і ю ь ію, я α = β ( . ),( . ) і ( . ) і і ю ю.і ь Я і і я і:[[� , � ], � ] = [[� , � ], � ] + [[� , � ], � ]. ( . )Я її я, і ь � = J , � = � і � = �:[[J , � ], �] = [[�, � ], J ] + [[J , �], � ].ь ( . ), ( . ) і ( . ), є[�� + (?) �, �] = [(?) �, J ] + [(?) �, � ].і ь ь-я є ,�[� , �] = .і , ь ює ь я і і і і :[� , �] = . ( . )і яю і ь Я і і і і ґ і , і -ю і я і ( . ) — ( . ) і -я , , і ,і ює ю, я,[� , � ] = , ( . )[� , � ] = , ( . )[J , �] = . ( . )і я (b), я ь і ь і , я і, і .



§ . . Ґ ґ Ґ і яі — і і я ( . ). і -є, і :[J , J ] = � J + � � �, ( . b)� ( = , , ) — і . -я я і J + � � → J я α = , , .я і і є, я ґ -і J є [J , J ] = � J . ( . )я і і ює і я�(� ) = � J� � J ; , і яє |Ψ′⟩ = �|Ψ⟩ � |Ψ′⟩. і ь ю-і і , я.ія і і і я ( . ) і ( . ) ґі , її -я є . я ( . ) ґ і J ,
J і � є [[J , J ], � ] = [[� , J ], J ] + [[J , � ], J ],�[J , � ] = −�[� , J ] − �[� , J ],[J , � ] = [J , � ] + [J , � ].є і я я є я � = � + � .і ї ь є� = � + � ,� = � + � .я і і і і я ь є ь і я,[J , � ] = .я ( . ) ґ і J , J і � є[[J , J ], � ] = [[� , J ], J ] + [[J , � ], J ],�[J , � ] = �[� , J ],[J , � ] = −[J , � ].



і . і іь є і і яє :[J , � ] = −[J , � ].і ь ь α і β яє ( . ), я[J , � ] = � � + � � �, ( . b)і і ( . b), і і �і . і � + � � → � яє я -ь і і і:[J , � ] = � � . ( . )і і я, і я � , ю ь[J , � ] = � � . ( . )є я, я я яє ь я, єі і і ( . ) я � і �. -ь ь , є я ( . ) і J , � і �:[[J , � ], �] = [[�, � ], J ] + [[J , �], � ],�[� , �] = −�[� , J ] + ,[� , �] = �� .я і і і і, ,[� , �] = �� . ( . )я я [� , � ], і і-є я і.ь ( . ) і J , � і � , є[[J , � ], � ] = [[� , � ], J ] + [[J , � ], � ],�[� , � ] = + .[� , � ] = α ≠ β. я � і ь� :[[J , � ], � ] = [[� , � ], J ] + [[J , � ], � ],�[� , � ] = − �[� , � ].[� , � ] = [� , � ]. ь , є і ( . ), є[� , � ] = � ��, ( . )



§ . . І і ія і і і�— і . я� і -я я, є я і. Її я я-я ґ і . (І, , я, і ґ , і �, -і .)� і, я і , є -і я.я і і і і і і я ію:
і і і і я я ґ іь ґ Ґ і я(a) [� , � ] = (f) [� , � ] = � ��(b) [� , � ] = (g) [� , �] =(c) [J , J ] = � J (h) [� , �] = ��(d) [J , � ] = � � (i) [J , �] =(e) [J , � ] = � �

( . )

§ . . І і ія і і іь ґ і і ґ і і -і �, J, � і �, я ґ і ь ії -і і . ’я ї і і , я -і , ья є і і ь , ь і -ґ і. і і ь ї і і ієї ґ -ь, і ь , я яє ь я, ь я -я і ї і і і . ґ -є ь я і . . [ ].є , я � = (� , � , � ),� = � |�⟩ (α = , , ), ( . )є . , , і ь я -я: - , і ь , - , -є і ю ь і ь -і і ( і ь ї ь ї ). -я , я є і -



і . і іії. І , ь, ь я я ії, я -є ь я ю і я ґ і ію, -є і я і я -і і. я , і -(§ . ). є і � -, ��� ⟨�⟩ = ⟨�⟩ ( . )я і і . , я ,|Ψ(�)⟩, є⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ = ��� ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ == ��� ⟨Ψ(�)| �|Ψ(�)⟩ + ⟨Ψ(�)|� ��� |Ψ(�)⟩ .я я і є я ію. � →�′ = �+� |Ψ(�)⟩, і і ( . ), ь |Ψ′(�)⟩ =|Ψ(�−�)⟩. і , є і я -, я іє і : |Ψ′(�)⟩ = � |Ψ(�)⟩.� |Ψ(�)⟩ = |Ψ(� − �)⟩.і ю і і ь � = �, є |Ψ(�)⟩ = � |Ψ( )⟩, ,��� |Ψ(�)⟩ = −��|Ψ(�)⟩. ( . )ь ь є,⟨Ψ|�|Ψ⟩ = �⟨Ψ|��|Ψ⟩ − �⟨Ψ|��|Ψ⟩ == �⟨Ψ|[�, �]|Ψ⟩., � = �[�, �] ( . )є ь і я і ь ї . і -�, я я .Я |�⟩ я �я � = (� , � , � ), ії -
і я � → �′ = � + � і є ю я |� + �⟩:|�⟩ → |�⟩′ = � �⋅�|�⟩ = |� + �⟩. ( . )



§ . . І і ія і і іє , є ь ї , я і -і ю ь я і і ї . і -і ю ь і і -, я і і , і іі § . . , � → �′ = � �⋅��� �⋅�, ( . )
�′ |�⟩′ = � |�⟩′ (α = , , ). ( . )і ь |�⟩′ = |�+�⟩, і я я ( . ) і ( . ), я -я, {|�⟩} ю ь і , є�′ = � − ��. ( . )я ( . ) і ( . ), ію �′ , я і-ю я я і і і ь � -. і я і ( . ) ( . )я і і і ь �, іі я і є і і ь [� , � ⋅ �] = �� �, я -ь я я і ь я � і, [� , � ] = � �. ( . )

я і і і ь θ і, я ї�, є � → �′ = � + θ� × �. і і -і я є|�⟩ → |�⟩′ = � �⋅J|�⟩ = |� + θ� × �⟩, ( . )я � → �′ = � �⋅J� � �⋅J == � − �θ[� ⋅ J, � ] + �(θ ). ( . )
є ія ї і , , я ю я-ію, | ( )⟩ → | ′( )⟩ | ( )⟩. і ґ ї ії| ( )⟩, і ь ь ( . ), � є я ,і і є і |�⟩, і і (�) �⋅� ь -|� �⟩. Я |�⟩ ю ією �(�) і і,я � і ґ �, ( . ) , я �(�) → ′�(�)� �(�) �(� �), і і і і і і ( . ).



і . і іЯ і я і і я, є�′ |�⟩′ = � |�⟩′.
� |�⟩′ = � |�′⟩ = �′ |�′⟩ = (� + θ� × �) |�′⟩ == (�′ + θ� × �′) |�⟩′.і ь {|�⟩} ю ь і , є � = �′+θ�×�′.я θ є�′ = � − θ� × �. ( . )і я ( . ) і ( . ), є [� ⋅ J, �] = −�� × �.і я і, я іі ь �:[� ⋅ J, � ⋅ �] = −�(� × �) ⋅ �. ( . a)ю � і� я , є -я і : [J , � ] = � � . ( . b)і і я і � ґ ь і ь, � є 3- .Ґ і � є і я і і� �⋅��� �⋅� = � − ��, ( . ), я � є і я і [ . і( . )]. ь і є і� = . ( і ь є і і � = , -і ь і. я і ь �я і . і і ь і .) і єя є я,[� , � ] = . ( . )ь-я ’є , ює ь я і , я -� я �, є ь я 3- ( , я і ).ь-я , ь яє і і ю ( . b) і і �, є 3-. , і ( . c,d,e) є, J, � і � є - -.



§ . . І і ія і і іі і і і і я ґ і -ь ії J, � і � я� ( є -, і і ю ю). і -ї ї і і ію і ії ь ’я �. я ( . ), , і і -і я [� , � ] = � �� ь я � = �� . і -, і і і і ь: я[J , � ] і ь є ( . b), я і [� , �] = ��( . ) і і і ь�, і , і і і і ( . ), і � �[�, �]і і ь Я і. є, � = ��є є і я ; і я � − �� ь, є � і �. і ія і , єі і і і.
(i): і ь і і іь {�, �} юю ь і і , і, і -і , ь-я , є є. ю я і я -ь . і . і ь , ґ ія . Яє � , і ією і � , -[� , � ] ь я ь-я ь . ґі-, я є � , і ією і � .Я ь і і �, і і �, і і і і і і, і є .і ь �−�� є і � і �, і , ,� = �� + � �. � є ь я ( . e), ю -ь, я - . �� ює ь я, я -і і я ( . b), я , � �, яє ь я, і є і J. є� = �� ( . )я і і і .ь і і ю ( . ), і , і

J → � × � ь яє і і я ( . c,d,e) і ( . b); ,і я J − � × � є і {�, �}. ,є, J = (� × �) + � �. Я і ь ,� є і ю ю, я і і я



і . і і( . c). ,
J = � × � ( . )я і і і .і я і ь ґ �, юі і і я ( . h), я , і я і ь � ( . ), -є я [� , �] = ��� .я, ь і я ю ь яє � = � ⋅ �/ �. Я і, , , і я � −� ⋅ �/ � є ю і:� = � ⋅ �� + � . ( . )я � я , -, ь я, і ь � є -, я і є і J.і ( . ) яі: � = ��. ( . )і і і і ії ґ і �, � і J ю ь і ьь . є � = ��,� = �� ⋅ � + � ,

J = � ×��,� і � — я і. Я � ю і ь-ї , і ї і яі ь , ґії і ь . і ь � і і -, і і і і я:� = �і ь = �ґія = Jі ь == ь == і , ~ . ( . )
ії ’я яє ь я ~, я ь -. Її я , і



§ . . І і ія і і іі її я ь . ( )× − ь- .і і я і , яє і я
~, я і ія я і ( -ія ґ ). ~ і і ю ь ю , ,, ℎ = π~. і і ь їі і і .
(ii): і ь і іі і і — , я , і іі , і ї є я , і � і �. Іі , і ії, ь ґ , , ьі {�, �} і .

і , я , є і ь ю ю і ь , -, і ь ( . ), ґ ь ю ь я
J = � × � + �, ( . )ю, [�, �] = [�, �] = . і ь іі і .і і ґ ь, J є ь я -і і і я ( . c). і ь ( . ) -ь яє ї , і , ь і я �, ,[� , � ] = � � . ( . )і і я ( . f), [� , � ] = � ��, ю ь я я � = ��,і, я (i), і � − �� ю ь і � і �.і ю ь і і і і , ю ьі � і �, , ю ь і і і . ,�−�� ією �. є ія і � є - —� і і ь і . [Я є ( . ), � × � =��, і і я � я.], � = �� + ��, � — і . і ( . b),� ю ь і ю, , ( . ), �і ь ь . і ь � = ��.ґ ія, ( . ),� = � ⋅ �/ �+� , -ь я і ь , я , � -ією і �. і ь [J, �] = , я і і -я [�, � ] = , , � ю � ⋅ �. є



і . і іі � = �[�, �], [� , �] = , � = �/� -є ь я . І і ія і і ь ґіїь я, я і ь , � і і є -ґію і і і і .
(iii): є ії і і ія я я і . є ія єю ію і ( , і і і я -). я , і ю я і я я я��� |Ψ(�)⟩ = −��|Ψ(�)⟩, ( . )і ґ � ( і і ь-

і і ь ) я є ії.є, і я і і і і ь( . g,h,i), я і і я ь �. і і і є ь я -, я � = �[�, �], ( . )і ь ( . ), і ,я я і ь я ю і � і і є -ією. я, ґ і і �є і є ію, і я ґ -і я � є ь я і . Я я , , -і , я , ь іі ією ї , ю , ю ь ґ -і , ю і і ь і і. Я � ґі я, я , , є ія,і і ь і . , іє і -і я . ь я ґію і я і -я. ь я є , � ґ і ьії і юю ь я і і ї є ії. � -ґ і ї ю ії і, ґ -і я ї і.Є я, �, я є’я ( . ) і�, я я і -. і і і і і і �ює ь я ( . ). я



§ . . І і ія і і ія і і і ь � є [�� ⋅ �, �] = −��,, [� , � ] = � �. ( . )І і ія � = �� є ь я ю, її іі і �.і ь , � = �� , і є ь я і-я я �, є . І ( . ) і ( . f) -є, � − �/� є �. � = ��, і ья і і ь і і і ,(� , � , � ) = � юю ь і . я �−�/�є , , і ю § . ,є ією і �. , ь і і і,і є � = �� − (�), ( . )— ія я.і ’я ( . ) я я�. -і ь є я � = (� − )� ,я ь і [ я іі я ( . ) /�]. і ( . ) є, [� − � , �] = .,�−� є (� , � , � ), є -ією і �. , ь і ґ ю ії,і ь і , я і ї є ії і і і є� = (� − )� +�(�). ( . )ь і ь, є ю ю є ії, -і ю і і і ю і ґ ь Ґ і я, є я
і �(�) і і (�). і ьі . Я , ь ія і�, і і �.Я і , ґ і -і я і , ґ і є ія є -, я ї є і ь і ( . ). �(�) і (�)ю ь ґ і і , єі ь ія , я і ’я і ь я і я -я . і , ью і ґ і і ію �(�).



і . і іІ я є ію ієї і і і -, є ь і ь ії. є ію ію ї, я ю і і , я і ь -я, іє . , є -ія і і я � є ь я � =� /|�( ) − �( )| , �( ) і �( ) — я і .
ьі ь є і ь, і -�,�,J і� , і ю і, і ь і,і і ь ґії , ії , я ( . ). є, ю , і і -, і ь �/~, �/~, J/~ і�/~. , і і -і я, я і ю ії і -ь я exp(−��⋅�/~), exp(−�θ�⋅J/~) і exp(−���/~). і і і -я ь я і і ієї .ю і я я § . ь , іі � → �/~, � → �/~, J → J/~ і � → �/~. ь ,, і і ь, ~ = .

§ . . і , яю ь і і і і я ієї, є і ь і ( -і, і) . я і ,я і і . �( ) яє -, �( ) — . Я іі , , і є іі ь ї . і , ’є ї -і , і -. ( , і , є, і їю ь ; ь я і ь -я і .), я , і і є -і �( ), є є я ( і і і ю ). Я§ . , і і є �( ). ґі , -я -�( ). і ь і і ю



§ . . і, є і ’є я і ї -, є і ь �( ) і �( ), і є -я і і і ь і . , я�( )|� ⟩( ) = � |� ⟩( ) і �( )|� ⟩( ) = � |� ⟩( ), я ї � і �ь і ь ,�( )|� , � ⟩ = � |� , � ⟩,�( )|� , � ⟩ = � |� , � ⟩. ( . )і і я я і, я і ь є -і : |� , � ⟩ = |� ⟩( )|� ⟩( ). ( . )і , я К , і є ь я|� ⟩( )⊗|� ⟩( ). я �- і -і і �- і і є � ⋅�- і -і (� і� ь і ). Я і {|� ⟩( )}і {|� ⟩( )} юю ь і і і ,і я ( . ) ює і і -ї .{�( )} {�( )} ь і , яю ьі я і і і і . -іє ( . ), і яіє :�( )|� , � ⟩ = �( )|� ⟩( ) ⊗ |� ⟩( ),�( )|� , � ⟩ = |� ⟩( ) ⊗ �( )|� ⟩( ) .я я і :�( ) ⊗�( ) |� , � ⟩ = �( )|� ⟩( ) ⊗ �( )|� ⟩( ) .я , є і я я -, є ь я, я �( ) = � ⊗ �, і і я -— я �( ) = � ⊗ � . І , я є яі , я і і іє і -. я я і — і і (�( ), �( ))я і „⊗“ (� ⊗ �, � ⊗ �) — -я . .і , і і я ю ь ; -, є ії і і ь є.



і . і іі ь і я ( . ) юю ь і , , -�( ) і �( ) ю ь : [�( ), �( )] = я і � �. -, я, і ь і я ю ьі і я .і і і , і ,і , ’я і і (і і ю є ії і ) я , і ья і і ю і. і ь і є і і-ь і ( я і ь ) і і і я-( і ); я я я і -(іі) § . і і є ю я і іі . я і ь є і я і -і ; є і я -і я ( . ). і я , і-ю, , я і є -і ь і і я і ї . ( -я я я і ь і і ії, їїя .) ю і я ї є і -і і ь і і і і. Я я -і і і і ю ь , і ь і і -і і я � і ℬ, ю ь я �( ) і �( ),є ь я і ї і ( . ). Яя і |Ψ⟩ = | ⟩( ) ⊗ |ϕ⟩( ), і ь -і і і і я � і ℬ, ( . ), є
Prob{(� = � )&(ℬ = � )|Ψ} = |⟨� , � |Ψ⟩| == |⟨� | ⟩( )| |⟨� |ϕ⟩| , ( . )

ь яє ( . ). я є ь я іь і , , ’я ,я і ρ = ρ( )⊗ρ( ). , -, ь , є ,і і є я і і .і ію і і і і я§ . .



§ . . я ї
§ . . я їь ґ і і яє яя і я і і і і, ґ ю і ї і -. і я і �(�, �) і �(�, �) і ь� і ь і � , я

{�, �} = ∑ ∂�∂� ∂�∂� − ∂�∂� ∂�∂� .
ь - ґ ї я ю ь і ьі і і і. , -і і я {� , � } = і і є і[� , � ] = �~ . я ґія ь і я ,я і і ії �(�, �) є ь я -і �(�), я ь є ь я і і я[�(�), �(�)] = �~�({�, �}).ь і �(�, �) → �(�) і , я -

я .Є і і я я.і ґі . Я і я я ї і -ї і , ія є ґі-і я і і і, є ю �(�, �) → �(�) яїї я. є ь я , ія є ь-і ю ї і і , і ія, ь я ї, я ї — ія -. я і я і іґ є ь я „ і“ ї ії. І яґі я і ь і ї ґії,і і , я іі я і , яі я ь ї і .я я є -ь . і я я ь іь , , і -і і . і



і . і і, я �(�, �) і �(�), і ь -і і я , і ія �(�(�, �)) іію і — �(�(�)) я ( . ) ( . ).ь і ь ь -я, ь яю ь . ь і .і [ ], і і [ ], і [ ]., ґ ії - , є ь-я і я і ь іі і ь . є ь я, ія єі і ь , і ь ( . ) є ь-і , я і є ь я і.
§ . . і я яі ь і ію, -і ( . ), ь і і я яя : ��� |Ψ(�)⟩ = − �

~
�(�)|Ψ(�)⟩. ( . )Я я � = � , і яь і я я ь ю ії:|Ψ(�)⟩ = �(�, � )|Ψ(� )⟩. ( . )і ь яє і і я ю, я |Ψ(�)⟩,����(�, � ) = − �

~
�(�)�(�, � ), ( . )ю ю �(�, � ) = . І ( . ) є,���(� �) = − �

~
(� � � − � ��).Я � (�) = �(�), і я я є ь яь, і і є � � = я і і . , �(�, � ) є і-і і �(�).Я � ь і ,�(�, � ) = � ( ) /~.Я �(�) є і , , ь , і є -ї ї я я �(�, � ).



§ . . і я яі і я я я . і ь ь-я , я , я і ρ(�) =|Ψ(�)⟩⟨Ψ(�)|, ( . ) єρ(�) = �(�, � )|Ψ(�)⟩⟨Ψ(�)|� (�, � ),, ρ(�) = �(�, � ) ρ(� ) � (�, � ). ( . )ію я ь ю ( . ), є і я я�ρ(�)�� = − �
~
[�(�), ρ(�)]. ( . )і я я ( . ) і ( . ) я і , -, ю ь я я і і . я я єі і , і ь ь-я ьі і , я і я я ( . ) я і -ρ(�), і я . , я і§ . , і ія ї „ і і“ , і ґ -і і, і.і ї ії ’я -, і і і і я , , їі я . і ь і ь я -ї ℛ, ї �, є я⟨ℛ⟩ = Tr{ρ(�) �}. ( . )і яю ( . ) ( . ) і ю і і і ь і -і ь і і і і ,є і і :⟨ℛ⟩ = Tr{�(�, � ) ρ � (�, � ) �} = ( . a)= Tr{ρ � (�, � ) � �(�, � )}. ( . b)� = � , я ρ(� ) = ρ . Іі ю ь і і і я ї і -і і і. я і я. ю і і ь і -і ь і ї і ії, є ’є , ь-яі і , і ь -ь я і ь і я я ( . ) ь .



і . і і
Ш ґ . ь і і, я я яі, і ь . і -і і ( . a) я ю ь я, я і -( . ). і я я і ґ є ( . ) я -( . ) я |Ψ(�)⟩ .

ґ . ь і і є і -( . b) і ⟨ℛ⟩ = Tr{ρ � (�)}, ( . )� (�) , я � (�) = � (�, � ) � �(�, � ). ( . )( і є ь я ґ , і і ґ -і�.) ь і і ь і , яі ь є ь я і і і і. іюю� і ю ( . ), є���� = �
~
(� ��� − � ���) + � ∂�∂� �.я і і я я -ґ : �� (�)�� = �

~
[� (�), � (�)] + ∂�∂� , ( . )я � = � �� ґією ( . ). -і , (∂�/∂�) = � (�, � )(∂�/∂�)�(�, � ), я � єі ь. , я і -яє і і і ь я, і, є, і ї .і ґ і і ю ь яі, і я ія (ρ Ψ) є і і, ію я . і ґ іяє і і. і і і, і і⟨ℛ⟩ ь і і ρ і �. І є -я, ρ є ь я „ “ ( ґ ), � є ь я„ “ ( ґ ). і ю я -юю ь і ( . ) і ( . ). є



§ . . і я я, і і я я є ю і і і -я . я ю ґ , -— ю ґ , ю -. і ь і ь я ї єя . І ( . ) ґ є��� ⟨ℛ⟩ = Tr ∂ρ∂� � + ρ∂�∂� == Tr − �
~
(�ρ� − ρ��) + ρ∂�∂� == Tr − �

~
(ρ�� − ρ��) + ρ∂�∂� .є ��� ⟨ℛ⟩ = Tr �
~
ρ(�)[�, �] + ρ(�)∂�∂� ( . )і ґ .і , і я я ( . ) ґ є��� ⟨ℛ⟩ = Tr ρ ���� == Tr �

~
ρ [�, � (�)] + ρ ∂�∂� . ( . )

я ю і ь-і і . |Ψ ⟩� = � . і і ґ⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩, ( . )|Ψ(�)⟩ = �(�, � )|Ψ ⟩. і ь ( . ) є⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ |� (�, � ) � �(�, � )|Ψ ⟩,і ґ , я⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ |� (�)|Ψ ⟩, ( . )� (�) я ( . ). ію я ( . ) я ( . )є ��� ⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ | �� (�)�� |Ψ ⟩ == ⟨Ψ | �
~
ρ [�, � (�)] + ρ ∂�∂� |Ψ ⟩,і є ь я ( . ) я ρ = |Ψ ⟩⟨Ψ |., і і ь .



і . і і
§ . . ії я�(�) = � — і я ґ� = � . [ �(�) і ю ії -і �(�, � ) і ь ґ .] і ь і -ь § . . я, і ь і і і-і ь я, є,�(�)� � (�) = �, ( . ), і , [�, �(�)] = . � і і і ь-, �(�) = + ��� + �(� ), і і і[�, �] = . ( . )І і і ь� і ь�(�) я і � -є і і і ь і і і і ь , , ї єі і і я ( . ). я -, �(�) є ю ією�, , є �. -, і і і ь і і і і ь ь -ює ь я і і і я �.я я і і і і і ,� = �(�) ь і , і , ( . ) і ( . ) яя і �. , я ь я ,і ь і і .і і ь ії і і ю ь -і і . , ґ і ь єі ь , ґ ь — і ь . Ґ -ії і ь (∂�/∂� = ),( . ) і і і� і я, ґ -�, є, є я і і ї і ї і ї�ь і : �⟨�⟩�� = . ( . )і ь � є �, і є і ь-я ю ією �(�), -, ⟨�⟩ ь і , ⟨�(�)⟩. я ії θ(� − �),і ює і ґ і і ’є , є⟨θ(� −�)⟩ = Prob(� < � |ρ) [ § . ]. , ь-я , і і і і Prob(� < � |ρ) ьі . � є ь я і ґ .



і , і і і� і і ь -є, і ь є і ґ . і і і ь� і -я ь і ґ і ь . ( і ,я , ю ь є ії і -; і і і я я ю ьї і .) Я � ь і �— і , я і і і-і я і , — ( . ) є, �і яє , є ь я ґією .я я і ґ і я я і. і , і ь і � ь і �,є �: |Ψ( )⟩ = |� ⟩ і�|� ⟩ = � |� ⟩.є , є є я ґії� . і я і я я -( . ) я ь є|Ψ(�)⟩ = � /~|� ⟩. ( . )І ь ь є, є я ь-я ї і їі ї ℛ, ⟨ℛ⟩ = ⟨Ψ(�)|�|Ψ(�)⟩ = ⟨� |�|� ⟩,ь і я . я ю ії і �, -і , і і і і Prob(ℛ < � |Ψ)і . і і і я і і я і
і і юю ь я , і я і ґ є -і і і і і є я я і -

і . я і ґ і і є і -і . Я [�, �] = , , ю і § . , і -ю ь і і . і ь і -� ю ь і і , ї(і ь я і, і ю ь -і ь), і ґія, і і і � ь є і яї ії. і я і ґ і -і я і ії і і .
і і Зя ь і є . . [ ] і[ ].



і . і і
З і

. . і і і і ь � → �′ = � �,� — . і і і -, я � , � є ґ я.[�, �] і ґ я і я. (і і і і і і я , яія ь , і і, я і я ь і і.)

. . ь і ю Я і, і ь, [� , � ],[� , � ] і [J , �] ю ь і , і.

. . і ь і ь, я і � і � є , � — -:� �� = � + [�, �]� + [�, [�, �]] � + [�, [�, [�, �]]] � + ⋯

. . і ь, я і , я і ь яю ь і � =� � � [ , ], є ь я і і ь [�, [�, �]] = [�, [�, �]] = .

. . і і ь [��, �] = �[�, �] + [�, �]�.

. . і я і я ь ( . c,d,e), я і ь J і -� × �.

. . і �(�) = exp(�� ⋅ �) є є (� = ) -і я ї і і і ю і ю�. і є ��� = � − ��, ��� = �.і ь ґ � , і �(�, �) = exp(��⋅� )я Ґ і я:��� = � − ��, ��� = � − ���.я, � ь яє і і і -я і �, J і �, я і �.

. . і ь я і ґ � (�) я і ь-ї .

. . ь і я я я ρ(�), і ь,і і і .



і
. . Я і ь і є я � = � +� ,

є ії, я ь і і і-і ґ :|Ψ (�)⟩ = exp
~
(� − � )� |Ψ (�)⟩,ρ (�) = exp

~
(� − � )� ρ (�) exp −

~
(� − � )� ,� (�) = exp

~
(� − � )� � exp −

~
(� − � )� .і ь і я я я |Ψ (�)⟩ ρ (�)і і ь, є і ь „ є-ії“� . і і ь, є я ї ℛ,ї �, і є ії є і ьі , я і ґ ґ .

. . ь � = � ⊗ � є ь яі , я � , = � � , яα , і — . і ь, і ієї і ь яє і і -ю Tr� = (Tr�)(Tr�).

. . і ь і ї є я � =� ⊗ � + � ⊗ � ( , і і я є ія). і ь,і і ю ії є �(�) = � (�) ⊗ � (�), � (�) =exp(−��� /~) і � (�) = exp(−��� /~).



і
я я

§ . . яя я я, є ь я {|� ⟩}, і і ь| ⟩ яє ь я і і іє і {� }, я я | ⟩ =∑ |� ⟩. і і іє � = ⟨� | ⟩ я , я - ь( , і і ) ,.
К я ю ь і -і {|�⟩} я і ь ї ( . ).і ь і ( я ьі ь , Ω×), і іє -я юю ь і і ь, ію -ї і ї (�) = ⟨�| ⟩. і і ь ї ь ї(§ . ), ь-я | ⟩ і я �я і| ⟩ = ∑

� |�⟩⟨�| ⟩ = |�⟩ (�) � �,, ⟨ | ⟩ = ∗(�) (�) � � = | (�)| � �.і ь | ⟩ ь і ь , ⟨ | ⟩ < ∞, іє, (�) ь і ь і -ґ і і і, я і -є ь я � (ℝ ). , я — -, і ії юю ь я і і і, , і і і є ь я і (�).ія � і і і і ь я ією -і� (�) = ⟨�|�| ⟩, (�) = ⟨�| ⟩. ( . )



§ . . яя і я я -і і і іі . я ( . ) я � -я ( . ) є ⟨�|� | ⟩ = � ⟨�| ⟩ ія і і я-є і я:� (�) = � (�). ( . )я і ь є ь я ю, я ґі ь ( . ): exp(−�� ⋅ �/~)|�⟩ = |� + �⟩ ( ~і і § . ). і є⟨� + �| ⟩ = ⟨�| exp �
~
� ⋅ � | ⟩ == ⟨�| + �

~
� ⋅ � | ⟩ + �(� )., і ( . ),(� + �) = (�) + �

~
� ⋅ � (�) + �(� ).і і і ь і я� я іα. -і (� + �) − (�)|�| = �
~
� (�) + �(� )|�| .і ь і ієї і і і |�| → є ∂ (�)/∂� ,� = −�~ ∂∂� , � = −�~� ( . )є ю і ь і., і я я ( . ) я -. І ь , я і ь ь -�, є я −�~∂/∂�. і ю ,я � ⋅ � = −~ �і , я � ⋅ � = � + � � , � ю є ∂/∂�,� — ∂/∂θ і ∂/∂ ; і ,� = −�~� (∂/∂�)�. Я і я -і і ь ь ї ь ї і ґ і -ь ї ії. і і і я [�, � ] = �~ь яє ь-я я � = −�~[�(�)] (∂/∂�)�(�).і і і і і ь � → � + �, ґ -ь � і і і



і . я я� → � + �. , є �(�) = . ґь і ь ї ь ї . ,я і ь я � → � + � є ю -ією, ює � = . і -і і , � я −�~∂/∂�.
§ . . ь і я я і іяі я я я є я �|Ψ(�)⟩ = �~(∂/∂�)|Ψ(�)⟩.ь і ю ю і ь і � я і ї , і -і ( . ), є і і ї і ї ґії.і і і ( , ґ і я)і ї ґії ю� є�⋅�/ � = (−�~ / �)� . яя і і�(�) і я я -і є ь і я я Ш ґ :

− ~�� +�(�) Ψ(�, �) = �~ ∂∂�Ψ(�, �). ( . )
я ( . ) є ь і я я, -і ь ію, я і „ -ю“, ює ь я і і. і , -я і я, ь ь’я ю — і, і ь, і-і ь , і і-ь ь і я я. я я яь ( . ) я .я я я �і ь і і і я�( ), �( ), … , �( ). Я § . , і і ю ь -я |�( ), … , �( )⟩ = |�( )⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |�( )⟩. і |Ψ⟩я і „ ь ї“ ії ь і :

⟨�( ), … , �( )|Ψ⟩ = Ψ(�( ), … , �( )). ( . )
і ь і є ю і і ґі -і я і і ї є ії�(�( ), … , �( )).



§ . . ь і я я і ія, і я я є я
−∑

~� � +∑�(�( )) + �(�( ), … , �( )) Ψ(�( ), … , �( ), �) =
= �~ ∂∂�Ψ(�( ), … , �( ), �). ( . )�- і я я ( . ) ь я я і ь,я і я ( . ). Я і ь’я ю ю я ь -, � � є ію ь -і і. , і ( . ), — і ьє „ ь “ ію �- і -іґ і і. і ія Ψ, я іі, я я ю , і ь і ь -ь ї і ю ь , яя іґ і і і і і.і іяΨ я є її я і, я ї -ії, я ї і і і я і -. , і я я ( . ) є, |Ψ(�( ), … , �( ))|є ю і і ю іґ і і, -є і �( ), — і �( ), …, � —і �( ).і і ь ї і ії ь ї ії -і,. . , я я ю ь я і , і -ь ’є . і і ь ь і і я-ю ь � і � і і . і �(�) ’є ,і ь [ і я і я я ( . )] і яє ь яі ь і — і і . ( і -і і. . і [ ], . – , іїґ ’ю ь я ь -і .) я і , і і іь і і., ію � , я і ію і -і ь і і і -ь ю і ю � , і ь , і , -і Δ� ≪ /�. і і і ь і ії і ь-і і ї і є � = �Δ�.і і є , -



і . я я

. . . і і ь я я і і ,і і і і (a), (b) i (c), і.
є я я ь . Я , �і � , ь ю ь , ія -є є ь я і і ь � . і і і ья ь і і і .(a) , ь і є ю. і ь ’є іі ь я і , , і і я і я я ( . ), -ь ь , є ю і -ії і . , і ь і � ,� і � ьі , я ґ і (a) . . .(b) ь ію ( . ) і -і, я , , і ь ., ь і -, і і і ь ь я я -



§ . . я Ґ і я я і я я ґі і ґ і і |Ψ(�, �)| ’є -. і ь і і ь і ії я і Δ� є � = �Δ� іі ь ь і ь я і і і -і , і і ь ь я� і і Δ� і ює �/ ; і -я � . Я ьі , і і ь і я,ь я � і � ю ь ія . іі і ь, юю ь ,
� = � , ( . )я ґ і (b) . .(c) , і, � ’є є -ю ю, |Ψ(�, �)| — і і ь ,� і �. і ьі я і , ь я� і� є -є ю ія . , і і і ьь я ь ю, я ґ і (c) . . .і ь і є я я і -ії ї і , я я -і і . , ґі і я іі ( , [ ]), і ь -я я і і ією (c).

§ . . я Ґ і я я і я я Ш ґі і і і і і -ь ії я я і і -я ь ї і , і я ,я і я я ґ і і і -ь. , і і і ь яя і і ь я, яє ь ія.я ю і і( ю я , ю ь -ь). я і і і — � і � і �, �′ і



і . я я�′ і �′. �′ і і є ь я і і ю � і �,, � = �′ + ��′, � = �′. ( . )і ґія, �(�, �) і � і �′(�′, �′) і �′, є я -ю ією , , я § . , є ю-я �′(�′, �′) = �(�, �). ( . )і �′ і я я ґ є я− ~� ∂ Ψ′∂�′ +�′(�′)Ψ′(�′, �′) = �~ ∂∂�′Ψ′(�′, �′), ( . )Ψ′(�′, �′) — ь ія �′. і � ь іяΨ(�, �), і і я я, я ь яє, є і -ю ( . ) і ( . ) ( . ). Я я , і ь-і і і , -є і і і ь і я я ґ і ь Ґ і я.і ь я і я Ґ і я і ює і ( ,і ює ь я), я ї і і і і- ь і і :|Ψ(�, �)| = |Ψ′(�′, �′)| , ( . ), є Ψ(�, �) = � Ψ′(�′, �′), ( . )� — і ія . і і ю-ю ь я, я ∂∂�′ = ∂∂� , ∂∂�′ = ∂∂� + � ∂∂� , ( . )і ( . ) і ( . ) ( . ) є− ~� ∂ Ψ∂� +�Ψ+ �~ ~� ∂�∂� − � ∂Ψ∂� ++ �~� ∂ �∂� + ~� ∂�∂� − ~� ∂�∂� − ~
∂�∂� Ψ = �~ ∂Ψ∂� . ( . )

і я я − ~� ∂ Ψ∂� +�Ψ(�, �) = �~ ∂∂�Ψ(�, �) ( . )



§ . . я Ґ і я я і я я ґі я ї і ї ії �(�, �), і і -( . ) є ю ь я. , ю ь ь я я:
~� ∂�∂� − � = , ( . a)∂ �∂� = , ( . b)

~� ∂�∂� − �∂�∂� − ∂�∂� = . ( . c)ь яє � = ���/~ + �(�), �(�) — -і ь ія. і я є
�(�, �) = ��� − �� �

~
, ( . )я і і . , ія -ь і ь ( . ), я яя і і і і я я ґ і ь Ґ -і я. я і і я я ь і я.і- і [ ] , ь ’я є. Я і ґія ь , і -я ( . ) є Ψ′(�′, �′) = � ( ′ ′). ( . )є ь ія я і ь , і -ґії, я � = ~� і � = ~� = ~ � / �.і я я ( . ) є я і ю λ = π/�, іі і я ї я і і ь юі: � = πλ . ( . )і і є � і �′ їі є ь я і ю, я, яї і і � і �′:�(�, �) = �′(�′, �′) = �′(� − ��, �). ( . )і ь є я� → �+��, і -я я, і я ( . ) і і і і-ю Ґ і я.



і . я я’я є ь я і і , ґ -ь ія є і ю ї і, ї ю-ю ь я і і ь . , ь яє( . ), ( . ). і ( . ),Ψ(�, �) = � ( , )Ψ′(� − ��, �) == exp �
~
(~� +��) � − �

~

(~� +��)� � ,і є ь я я і ь ґ і є: ~� → ~�+��. , і ь є і , я іі я. і Ψ ює ь я я і -і я ( . ) , Ψ є юі і.
§ . . і і ія і і ь , є -і і я Ω і ює ∫ |Ψ(�, �)| � �. і ь і ієїі і і ь і Ψ і я я -ґ ( . ):∂∂� Ψ∗Ψ� � = Ψ∗∂Ψ∂� + Ψ∂Ψ∗∂� � � =

= �
~

Ψ∗ ~�� −�(�) Ψ − Ψ ~�� −�(�) Ψ∗ � � =
= �~� (Ψ∗� Ψ −Ψ� Ψ∗) � � =
= �~� div(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) � �.

і ь Ω є і ь ю, і є ь і я я∂∂� |Ψ(�, �)| + div J(�, �) = , ( . )
J(�, �) = − �~�(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) == ~� Im(Ψ∗�Ψ) ( . a)



§ . . і і і— і і.Ψ(�, �) і і і : Ψ(�, �) =�(�, �) exp[��(�, �)/~]. І і є і я :
J(�, �) = � ��� . ( . b)Ґ , я ’я є і ґ ’є і -ґ ії і ґ і і, є∂∂� |Ψ(�, �)| � � = − J(�, �) ⋅ ��, ( . )

∂Ω— і і я Ω. і ь я і і яі і я Ω і ює і і -ю ∂Ω. і і і іі � = �/� = (−�~/�)�:
J(�, �) = Re[Ψ∗(�, �)�Ψ(�, �)]. ( . )Я ія і ю, ∫ |Ψ| � � ≡ ⟨Ψ|Ψ⟩ = ,і ґ і J(�, �) ь іґ і є юі ь :

J(�, �) � � = ⟨Ψ|�|Ψ⟩.і ь ( . ) ю є і , ( . ) яі і і і ґ і я., і і , ( . ) є ь я і -ґ і і.
(і). я ію Ψ = �� �⋅�, я є ю і-єю і ь ( . ). і і, J = |�| ~�/�,і ює і і і і |�| , і і ь. -є ь я я ґія і і ю, я і і і і юєїї і, і і ь. і ія ь яя і ією ю і ю.
(іі). я ію іΨ = � � � ⋅� + � � � ⋅�.



і . я яі і і і є
J = ~� |� | � + |� | � + (� + � )+× {Re(� �∗) cos[(� − � ) ⋅ �] − Im(� �∗) sin[(� − � ) ⋅ �]} .ь іїі , є я � = −� .

§ . . я ь іі я я і ( . ) і ( . ) ю ь, і -і і і ь ь-я ю , і яі . І я є ь я ь-я ї -і, ю і J(�, �) і і , іі я ь, і яю ь і, -і є і і .я я, я і є Ψ і J.ь ія Ψ = exp(�� ⋅ �) ’я J =| | �/�. я, і ь J яє � і �, | | � ь я і . ь і , і ь( . a), я , є і ь Ψ і �Ψ.Ψ Δ і � = � є ґ я Δ (�−� )�Ψ, я , і ь�Ψ є Ψ ю, я ії ї і -і я Ψ(� ) = . я ь -, , я я і J(�, �), ь я ,і Ψ, і �Ψ .я є і , і і і �(�) -є і я, і і я ь є ю я. я я іі і: �(�) = я |�| < і �(�) = +∞ я |�| ≥ . іі |�| ≥ ь ія Ψ(�) = , і я і я я -ґ і і � < є і ьі ю ю. і ь і і я яі я , і і, я і ю ь я Ψ = � = ± .ь я ∂Ψ/∂� � = ± —я, ї і я я ґ і ь.ю ію і , я ю і -і , я і : �(�) = я |�| < і �(�) =



§ . . я ь і� я |�| ≥ . ’я і ь -і і і я і я я ґ , ь я ь і(−~ / �)∂ Ψ/∂� + �(�)Ψ = �Ψ я � > . і я я і іі � ↔ −�, і, я Ψ(�) є і я ,Ψ(−�) і я я �. -є ь я ь-я і і я �Ψ(�) + �Ψ(−�), , і і і -і і я , я ю і іії.я я ія . я |�| < -і я є я Ψ(�) = � cos(��), � = √ ��/~, я |�| ≥ -і я Ψ(�) = �� | |, α = �(� − �)/~. -іΨ(�) � = ± є�/� = � / cos �; і ∂Ψ/∂�� = ± є �� sin � = �α� , , я ь ї, є ь я � tan � = α. і я ь і я я є -і я �, , і я ґії ’я�. . . і і і ґії я і ь ь � , я і, � я π/ іπ/ . , і � → ∞ ії Ψ(�) ’я яє ь я ґ -я і ь � = ; є ь я ю, її іє . ь яΨ(�) і -і ’є і я яє ь я ь , і ь( і ь я) J і і. , і -є ь я і і і і.і я і ї ї ґ я і
і, я я і . �—�, є ю ґ я і ь. І і і ь, -є �, є і ю. , Ψ = �/� , �—ія, і ює ю � = . , і , і -ґ ∫ |Ψ| � � і , і єα < / .і ю � є � = ∯ J ⋅ ��. і є -я ь і � → , і і -ю і і. і, я Ψ = �/� , ∂Ψ/∂� =� ∂�/∂� − α�� . і і ( . ) є-ь я, � = � −�~� �∗∂�∂� − �∂�∗∂� �Ω,

і ґ я ь я і . Я і і ґ ья і і ґ я і, я



і . я я

. . . ’я і ь ї ії і і я і ( ) я | |і ( ) я | | , і і ь я ( ґ і ) я. і ( ) і і ю ь я ( ) , ; , ;, ; , ; , ; . ( і і : ~ .)
я � ь � → і , α < . і ,і , я і ї і і. я �(�) є і -ю ією, і ґ є ь я ь я ї ь і ї ,і і я яю ь і .і ь |Ψ| є ю і і ю, ь -я і і, і ґ ь -і і і я і і ю і. ,∫ |Ψ| � � ≡ ⟨Ψ|Ψ⟩ = і , Ψ є і ь-і ґ і .і ю ь я ь і , -яю ь і і і , ’я і я -і і . і і ії, (�), і і-ю ь ь і ь - і я і і [ . -



§ . . і ії ґії і ья і я ( . )], і і -Ω× і і ь(Ω ⊂ ℋ ⊂ Ω×). Я § . , ія (�) ь Ω×,я ⟨ |ϕ⟩ ≡ ∫ ∗(�)ϕ(�) � � є і я і ϕ(�) і я -Ω. і ь |⟨ |Ψ⟩| і є ь я, я і і і ь ( . )і і ь ( . ), є і ю, і, і і і Ψ і -я і ь ℋ, я Ω.і . я ії і Ψ(�)і , ⟨ |Ψ⟩ і ю я і і Ω×,я і я і . і і ії, я§ . я я, ю ь і -ґ я , і ь ь ьє, ю і , я -ь-я і ь . , я {| ⟩} єі �, я яє�, |Ψ⟩ = | ⟩⟨ |Ψ⟩ � ,і ґ я ( ) ь я ь -ь . , |⟨ |Ψ⟩| � = ⟨Ψ|Ψ⟩ < ∞я і |Ψ⟩, ь і я �. ,⟨ |Ψ⟩ = ∫ ∗(�)Ψ(�) � � є і ю ією я і Ψ(�), я іь і я �. І і , я і ⟨ |’я є ь я і (§ . ), і -— , є і , , і ,і і ь ї і і {|Ψ ⟩} ґ є і і і -і {⟨ |Ψ ⟩}.
§ . . і ії ґії і ья і і ь і ь іь ю, я ю і ю ією іі ь . і я я і я я і ь ї ,�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩, і є я− ~�� Ψ(�) = �Ψ(�). ( . )



і . я яі я і і. і і і -, є і і ь:Ψ�(�) = � �⋅�. ( . )і я і я є і іі ь ( і і і і ):Ψ ℓm = �ℓ(��) �mℓ (θ, ), ( . )�ℓ(��) — і ії я, �mℓ (θ, ) — і і ,ℓ = , , , … , і m = −ℓ,−ℓ + ,… , ℓ. і я ґії є� = ~ �� . ( . )я є , я і і я -і я і ь �, , і я і -
ь�. ( і я я і ьℓ іm я -ю ь і , ї ю є і я -ія і ь і і .) і , я-і і я, я ію я ∫ |Ψ| � � = , і ґі і . , я ь -ь і ь .я ю і ь -(Ω ⊂ ℋ ⊂ Ω×). Я і Ω і ь і ії ϕ(�), я іь яю ь і ∫ |ϕ(�)| ( + |�| ) � � < ∞я і � = , , … . і ь і і ℋ є ь яі , я я і ґ є і � = . -і Ω× і ь і ії (�), ∫ ∗(�)ϕ(�) � � є ія і ϕ і Ω. і , Ω є ь я і , я і і -і ь я ь-я і ’є і ь |�|, і яΩ× є ь я і , ь і -і, ю ь , і я - ь і і ь |�|.і я ( . ) і ( . ) і я � -ь яю ь і і ( , і і і -і — |Ψ�| ≤ і |Ψ ℓm| ≤ ), ь Ω×. я �є я , � (�)⋅� я ь і я і �ь-я і ь. ґі , я � є і , �ℓ(��)і і ь я � → ∞. і ії ьΩ×, , ю ь ю я . , -, � є і , ґія і ь ї ( . )і ’є ь.



§ . . ьі ь я я і Ψ�(�) =�� �⋅�. і ь ⟨Ψ�|Ψ�⟩ і , -� я я і ь |Ψ⟩ і -я і ь і :
|Ψ⟩ = |Ψ�⟩⟨Ψ�|Ψ⟩� �.

і
Ψ(�) = |�| � �⋅� � �⋅�Ψ(�) � � � �.

І ґ є я ’є ії Ψ(�) → Ψ(�),і ґ ∫ � �⋅�Ψ(�) � �— я ’є.і і , і іє я є ( π) /я ї ї і ї і ґ я, � = ( π) / . , -ь і є я і і ь і ь-і і:Ψ�(�) = ( π) / � �⋅�. ( . b)
§ . . ьією ю і і і і і ї іі ї є я ю я ь, іґія є ь ґію . і ю і-ю, .я і ьі і ’є я ї :

�(�) = , � < ;� , ≤ � ≤ �;, � < �. ( . )
я і і і я я і я ґії є -я − ~� � Ψ�� +�(�)Ψ(�) = �Ψ(�). ( . )



і . я яя < � < � , я я іяє і і ’є . і я і я я ( . ) є
Ψ(�) = � � + � � , � ≤ ;�� + �� , ≤ � ≤ �;� � + � � , � ≤ �.

(a)(b)(c) ( . )
� = √ ��/~, β = �(� − �)/~. і і і ( . ) ієї -ь ї ії є ь я ь і і, -я , і ю ь і і , і і ( . ), іі я я і є ю я і іі і .і і іє і є ь я яі я ь, ю ь і Ψ і �Ψ/�� � = і� = �. Ї і і і. я � = є

�� −�� �� = β −β �� ,я � = �, � �β� −β� �� = � ���� −��� �� .
я і і і я я, я

[� ] �� = [� ] �� , ( . )
[� ] �� = [� ] �� . ( . )і я я і ’є і ья [�], є ь я�� = [�] �� ,

[�] = [� ] [� ][� ] [� ]. ( . )



§ . . ь і є� = � cosh(β�) + � sinh(β�) β� − �β ,� = � � sinh(β�) β� + �β ,� = − � � sinh(β�) β� + �β ,� = � cosh(β�) − � sinh(β�) β� − �β .і і ь я яя і і я ’є і -і і. і іє і і ь , іі ь і ь і я ь, ю ь і .і іє ю ь я , ю ь -іґ ії і і і . Ψ(�) і �і � ю ь і і , ю ь і ’є і -і і і . Я і і і і’є , � є і ю ю. і (� > �), і ’є :− ~�(Ψ∗�Ψ −Ψ�Ψ∗) = ~�� |� | .ь і і ’є (� < ) є ь я і ,
~�� |� | − ~�� |� | ,я є і , — , і і’є . і іє і я �, я� = �� = �� , ( . )

і іє я �, я� = �� = � . ( . )я є, �+� = , і я я яя, і і є.



і . я я

. . a. ю я ь ї ії я ґією , . -і ’є , ; . ( і і : ~ .)
я і ю я ь і ґ і-. . a і . b. і і, ґ і я іі і я , і Ψ(�) і ’є є і -я . . . a і Ψ є ь я, іє , . . b і є, � = � і я -Ψ і юю ь я і і . ю я |Ψ|є ’є .іїΨ(�) і ь я її є -ь і я ь . і і ь -і |Ψ| � < і ією і і і і -. і � > �, , і . і ь Ψ і



§ . . ь

. . b. ю я ь ї ії я ґією , . -і ’є , ; . ( і і : ~ .)
�Ψ/�� і, є |Ψ| і �|Ψ|/��. , і’є |Ψ| є ь , є, її яі .і іє я я ь і ’є є

� = + � [sinh(β�)]�(� − �) , ( . )
β = �(� − �)/~. я β� ≫ ь я

� ≈ (� − � )� � . ( . )



і . я я

. . . і ь ь ґ і іє я і -і ’є . ( і і : ~ .)
і я � і ь і ’є � яє ь я . . . я і і ’є я -і ь і і , і ,я , є ь я і ю, і я ь �я � ія є я і .і і ь ( . ) ь і -я і ю я ( і іґ і і і , ).ґія і ґію і ь -і, ь і і і я ї юю іє, я і ’є , і ь я ю-я. і я і і ґією і -і є ь я ю і і і є -і � − � = ~ β / � і і. , і ь яlog � і я � є і і ю я -ю. . . і ю є і і ї і і і і’я ь я �.і ь ь і і і і яю є ь я ь і і, я -яє і я і і і і і і , ґ( ) .



§ . . і ь і і ґ

. . . ь і і і і і і і яі . [ і Щ. Фinnig et al.( ), Physica B, – .]
§ . . і ь і і ґю ію і, |Ψ(�)⟩ = �(�, � )|Ψ(� )⟩,я , я я і іґ і і:Ψ(�, �) = �(�, �; �, � )Ψ(�, � ) ��, ( . )

�(�, �; �, � ) = ⟨�|�(�, � )|�⟩ ( . )ю ь ґ . і ь і є я і я і я яґ ю і ю, є я і і ію.Я � і �, -і і і ь я її і і � і і �і |�(�, �; �, � )| ��. ( ь ґ ія і , і і ь -ь юю ь я ь-я і і ь іґ і .). . і ( . [ ]) , ґі я , я і є ю ь -



і . я яі ; ю ґі-ь . і ь є я ь -я ї ю ії:�(� , � ) = �(� , � ) �(� , � )⋯�(� , � ) �(� , � ), ( . )� > � > ⋯ > � > � . І ь є, ґ, я�(�, �; � , � ) = ⋯ �(�, �; � , � )⋯�(� , � ; � , � ) ×× �(� , � ; � , � ) �� ⋯�� . ( . )
і � і ґ ь і і і і ґ я ,

. . . і я , є ю ь ( , ) ( , ) іґ -і і.є ю ь (� , � ) і і ю (�, �), я. . . Я і� → ∞ і Δ� → ( Δ� = � − � ),є ґ , я ( , , і ґ ) і я ,є ю ь і .я я я яя ґ і і і ь і і Δ� = � − � :�(�, � ; �, � ) = ⟨�|�(� , � )|�⟩ == ⟨�|� /~|�⟩. ( . )
(Я � ь і , я я і -і і і .) і ь і є ю і і ї і їґії,� = �+�, я і, я і ь � = const, -ю ь і ю, є ією і ь ,



§ . . і ь і і ґ— я. ,� ( ) = � � + �( ), ( . )я = �Δ�/~ є і і і ь ю ю.�( ), і і � і �, і Δ� → є і ,і ь і є я . , ( . ) є я⟨�|� /~|�⟩ = ⟨�|� /~� /~|�⟩ == ⟨�|� /~|�⟩ � ( ) /~, ( . )
ю я , є ь я ь Δ� → .і ю ґією ( . ) я , -⟨�|� /~|�⟩ і |� ⟩ ґії і ь ї , яя �|� ⟩ = ~ �� |� ⟩ (§ . ):

⟨�|� /~|�⟩ = ⟨�|� /~|� ⟩⟨� |�⟩ �� == ⟨�|� ⟩ � ~ / ⟨� |�⟩ �� == ( π) � ~ / � ( )��. ( . )
ь я я⟨�|� ⟩ ≡ Ψ (�) = ( π) / � , ( . )є і і і я я ( . b), і і§ . .І ґ ( . ) є я ґ і ґ , яя � �� = (π/�) / � / . ( . )

⟨�|� /~|�⟩ = �π�~Δ� / exp ��(� − �)
~Δ� . ( . )

і, і ю ієї і я і ь . я .ь [ ], . .



і . я яі і ( . ), �, і ь і ь, є і ю:
�(�, �; � , � ) = lim→ ⋯ ∏�(� , � ; � , � ) �� ⋯�� . ( . )

� = � , � = � . і ь і � → ∞ іΔ� є і і і ь , і ( . ) ( . ),( . ) і ( . ). і , -є�(�, �; � , � ) = lim→ ⋯ �π�~Δ� / ×
× exp ∑ ��(� − � )

~Δ� − �(� ) �� ⋯�� . ( . )
ґ я і ґ і -ґ ґ я , ю ь я �+ я і і і і -ю і ю ю. ю ь, -ґ і і , я і яі ґ я , я є ь я і ю і -і (� → ∞):�

~

∑Δ� � � − �Δ� − �(� ) −−−−→→ �
~

��� − �(�) � . ( . )
І ґ і і ь я я � = �( ), є -ю ю ї ї. і і ґ ь єґ ю ією ї і :ℒ(�, �̇) = ��̇ − �(�), ( . )�̇ = ��/� . І ґ і ℒ я � = �( ),�[�( )] = ( ) ℒ(�, �̇) � , ( . )
є ією, ’я ю я . , і іґ є ь я, я і ґ і я-, є ю ь і ; і -я є ь я exp(��/~).



§ . . і ь і і ґь є ь я і і і
�(�, �; � , � ) = ( , )

( , ) � �[ ( )]/~��( ), ( . )
��( ) є і ь і ґ я і я � =�( ) і (� , � ) і (�, �). і ґ є ь я і ґ
я і ь і ґ . є яієї .(a) я і , я ь я і ґ я є іє ю і ь ґ я і ії. -, � = �(� ) і � = �(� +Δ�) я ю ь я ( . ), яі і і і ґ я, я ю ю -Δ�.(b) я я і ��( ) і і ,яю ь і і я і (� , � ) (�, �), є -і я . і , і і ь і ґь я і я , і ь і і ґ ь є -ю я я і я і . і, я я( . ) я і ( . ) і ( . ), і-я ь і я я і .

і ь і ґї ії ь і і ,я її і я ( . )., , і єя я , ія� і ьії ~. ( . ) є -і �, і ія я , ,і я , є ї ь є я і -ґ і. я ь , ія є і юі і і я ь я , і і і і і ь -я ю ь ( . ) ю ю. -, і ґ і ь ья і . і і �[�( )], я є і і і ьі і �( ) → �( )+ �( ), є я і ь ї



і . я яі ( ., , Ґ [ ]), ь і я -я ґ я я . , і, ія і -я ~, і ь і ґ ь -я . ь і ґ є ь я і ,я я ь.
я і іЯ і ь і ь і , ґ ( . ) -, я �(�, �; �, ) = ⟨�|� /~|�⟩ == ∑ � /~Ψ (�)Ψ∗ (�), ( . )
�Ψ (�) = � Ψ (�). і � = −�~β є�(�,−�~β; �, ) = ∑ � Ψ (�)Ψ∗ (�) == ρ (�, �). ( . )

я і, є
і ь і і -і � = /�β. є і ю ю я і ь іь і і і і.і β → ∞ ( ь і ) і і ю ь і -, яє і ґ ь ї іґію і і і і ь:ρ (�, �) ≈ � |Ψ (�)| . ( . )І і і і ь є іі ь і ґ я, я їя. � = −�� я ю і ю „ “. і ья ґ і є я ℒ = − �(��/��) −�(�), і і є і ґії і і . і і я-я ( . ) є і ь і ґ я я і:
ρ (�, �) = exp −

~

~ � ���� + �(�) �� ��(�). ( . )



§ . . і ь і і ґі ь і ґ є і ю ь -і я ( . ), я я є , -ю ь я і , і ь і і і і. і , є іі і , і ґ і , я -ґія ю ь ь і . Ґ і і [ ] -я я ґії -ї і і я і ь і і , і ї і ья і і я , і я я -ґ .
я і ьі ь і ґ я, я ю ь -і і і і. Є і ь і ь , ь’я і ю і ь і ґ я, -і і ї ’я я, і я -і і я ь, і і. , ю яї і і ь і ґ є я і і і. і , ь і ь. яя і іґ і , , я -� я і ґі і ,ю я �- і іґ і -і. і ь ( . ) я є і і і ія, я ь і . -і ія є ь я exp(��/~), �— ’я ю ія. і і яі і і ь і ь і .ϕ(�, �), і ь і ія ь я ї і -і і {ϕ(�)}, я . і , -і і ія , є іі ь і ь і . ю -ю і ю і і — , я я -і ’ю і , є і і і.і ь і ї ію ь я , я ю , я і є. яі ю ь ї і є і ь , і і ь -є ь я я ї і . я -і ь і ґ я є , і, і -я і ь я , і і я ь-



і . я яі ь і ю. і , , ’яю ю і ю, і і ь я ієюя . і ь і ь і ґ і ю ьі ю і ю я , -я і і і , я і іє іexp(��/~) я .і ь я і і їі ь і я і . і ь ї ?є ї і яє і ? , , -( і ії я), і іє і ї і і? я ,, і , ю ь . і , -ія і і ь і ґ ь і — , -, і є і я.
і іь і я і і я’є [ , ]. і і -і ю і Ґ [ ].і ь і ґ я я є ь я -і і [ ] ь [ ]. і і ь і і -ґ я ь я ї ії; і іь я і ь і ґ і . і і я ь -ь.

З і

. . і ь, і ь ієюя є ь я [�(�), � ] = �~∂�/∂�.

. . і ь і я і і ії ґії я , -ї і і і і і і я і �(�) = я< � < � і �(�) = ∞ я � < і � > �. і ь іі я і ь , я і ії -ґії.

. . і ь я і , іє і



і , є і ю:
�(�) = −� я � < ( і )я � > ( і ).і ь і і і ь , , я є ь я іі ь ~�, я і �,і і я і і.

. . я і я �(�) = �/� -і ь ь і я я -� = і і і ь �, я я ія і.

. . я і я �(�) = �/� -і ь ь і я я -� = . я я і ь � і я і?ь ь і �?

. . ( . ) я і і J(�, �) є є і -я і я я і ( . ). ь і я ю ь яє
J(�, �)+�(�, �), і ь ю �(�, �), я я ї є ь я div �(�, �) =. ь, я і і і ь і ь іє і і і ь ( . ) є є .

. . і ь і іє і я і я я і їя ї і ї я : �(�) = −� < я < � < � і �(�) =я � < і � > �. я і я я ю і я -я ґі .

. . і я я і ієя я я ’є іґії і і < � < � .

. . і і я є ь я ґ я і .



і . я я(a) я ь ї іїΨ(�) і -і і�(�) = � (�). [ і . -ь , я ь - ії. ь , -і я , я ( → ) і -і : � (�) = �/ я |�| < / і � (�) = я|�| ≥ / .](b) і ь я і я ь -і �(�) = � (�), � < .
. . Я ія і і є ю ю і ь ї -я і (� , � ) (� , � )? я ь , -( . ) і я.
. . я я ( . ), і ь, ґ �(�, �; �, � )є ією Ґ і я і я я ґ . :� − �~∂∂ �(�, �; �, � ) = −�~ (� − �) (� − � ),� — і ь і , я і -і і. і ь -ґ я і ь ї .
. . і ь і ґ я я -ґ і ь ї і, ю єя . (З я: ь я є -

ь .)



і
І ь я я

§ . . І ь яІ ь я ю ь і -і {|�⟩} і ь і ь ї :� |�⟩ = � |�⟩ (α = , , ). ( . )і і я юю ь і, і і ,|�⟩ ь і ь . і ь ю -ь ю ю, і я і -ь :|ϕ⟩ = |�⟩⟨�|ϕ⟩ � �.і ь і ь -|�′⟩, є ⟨�′|ϕ⟩ = ⟨�′|�⟩⟨�|ϕ⟩ � �.і є, ⟨�′|�⟩ і є і ь ї ії ( -і ), я я ієї і і і ь , -ь і я і: ⟨�′|�⟩ = (�′ − �) ( . ), і, і я і -я ⟨�′|�⟩ = (�′ − �). Я і і ,і . і і я і -і і ь я, ⟨�|�⟩. ь( . ) ( . ) і і я і ь , я � = ~�,є і я я−�~�⟨�|~�⟩ = ⟨�|�|~�⟩ == ~�⟨�|~�⟩,



і . І ь я яя є і я ⟨�|~�⟩ = �(�) � �⋅�. ( . )�(�) є ь я ( . ):(~�′ − ~�) = ⟨~�′|~�⟩ = ⟨~�′|�⟩⟨�|~�⟩ � � == �∗(�′) �(�) exp{�(� − �′) ⋅ �} � �,
, �(�) = ( π~) / . ( . ) є я⟨�|~�⟩ = ( π~) / � �⋅�. ( . )я |Ψ⟩ є ією і �:⟨�|Ψ⟩ = Ψ(�). і ь і -є ь я, я ⟨~�|Ψ⟩ = ⟨~�|�⟩⟨�|Ψ⟩ � �= ( π~) / � �⋅�Ψ(�) � � == ~

/ Φ(�). ( . )
Φ(�) = ( π) / ∫ � �⋅�Ψ(�) � � є я ’є ії Ψ(�).і ь ь і і ь � і ґ ь ,ія Φ(�) ь я я -я � = ~ . ія я � і ь -і є ⟨~�|� |Ψ⟩ = ( π~) / � �⋅�� Ψ(�) � � == �~ / ∂Φ(�)∂� ., і ь і я є я� = � ∂∂� = �~ ∂∂� . ( . )Я , і ь є і -, ь і ь . і ь і іь і , є



§ . . І ь яі , і і ю � і -і і і . Я ( . ) є і� �, ія � і і ю π�/�, � — і . -, і є � я ї і я ’є ( π/�)іґ і і. і „ і “,я |~��⟩. ь ь я і -і: ⟨~��|~�′�⟩ = �,�′ , ( . )і ь ( . ) є ⟨�|~��⟩ = � / � �⋅�. ( . )і � → ∞ ь „ і “ ю ь і я ь-я іґ і . і ,і і ( . ) ь ( . ), ь є ь я.і і , � → ∞ і -я , і я і ь -|Ψ⟩. � — , яєℱ; і і ,⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ|�|Ψ⟩ = ⟨Ψ|�′⟩⟨�′|�|�⟩⟨�|Ψ⟩ � �′� �.і, „ і “, ь я ія � = �/~, і і ., ⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ|�|Ψ⟩ = ∑

�′ ,�⟨Ψ|~�′�⟩⟨~�′�|�|~��⟩⟨~��|Ψ⟩.
і і ь я � і я � �′ [( π/�) іґ і ] ю ь я і і і , і яь-я і ь і ґ я:

∑

�′ ,� → �π � �′� � = �π~ � �′� � ( . )
і �. і я я ( . ) ( . ) є

|~��⟩ = π~� / |~�⟩,



і . І ь я я, ю , і і і , яі ю ь і ґ ( . ). і � → ∞ь ю ь .І і я „ і -ї“ і ії, і , , і, і іє я ь, ’я іі ї .
§ . . і і ь іі ією, і і і і я і ь і, -|Ψ⟩, є

|⟨�|Ψ⟩| = ( �~) � �⋅�Ψ(�) � � , ( . )� = ~� — і ь . я -і і.і я і ь є ю, -є ь я . і ( . іґ ь [ ], ґ ь [ ]) ю є і і ію ю -ґ і і ю я і ь іія і . . . і і яі ь � і , � ія і �. я і ь є� + � + � = � + � + �′ , ( . )� — і ь і, � — і ь я ( ) і-я, �′ — і ь і я і і ії. і я ґ -і є ь я ,ією я і � = �′ . ,і ь і і я я:� = � + � − � . ( . )і ь, я і ь і , -, є ії, я � і � ю-і і я θ і я і і ь-� . І ґ і і ь, і ю . . ,



§ . . і і ь і

. . . і і я ія і , � і � ,і � . і і ґ і � ь і ;і ґ є я я � ( ь ю і ією -ї і ґ ).
і ь і:

� = [ � cos θ − � ] + � sin θ sin / . ( . )
і � і ює ь я і і ю , θ є ь я і -.І і і ь ї ії і і і -ія я σ я і я і і , -і і ь , і є і ь � . , -є ії і іσ |⟨� |Ψ⟩| . ( . )і σ є ією ґі і θ, ь -і і і і, і ює ь я . є ії є -і ю і і і ь і |⟨� |Ψ⟩| ,є і ь я і я я і ією -ь . я ь . -, і і, , ’я , я іія , я — . і |� | = |� | і θ =θ = θ є я, і ією і ю. - ,, і я я , я- ія я, ь -є ь я і і . і я, і і є ї ґії, і я , . і і |� | = |� | є і -і і я я .



і . І ь я я

. . . і ю я і і ь я юі ь я ґії і [ і Ч. Weigold, AIP CВБf.
PЕВc. No. ( ), p. .]

ію ю ь я і і .і , Ψ(�) = �� / ( � — і іє ,� = ~ /�� ) є і я і я я ґ я і -ю � і і �(�) = −�/�.і і ( . ), і і і і я і ь ія ’є я Ψ(�),|⟨� |Ψ⟩| = �′( + � � ) , ( . )� = ~� і ь і, �′ — і і-іє . . . і юю ь я і ь і і,і я ь і ґі і ( і -ю ь ґію ’я ю , ). і ь ію ь , і і і-і і я �. Я , -я ь я ь і ь і -ю ь я ії.
§ . .я є ь я і і і -ю ю ю. і і -і ґ ії. Я і , є ь я і



§ . . я ія � = � � + � � + � � , ( . )� , � , � — і і , � , � , � юю ь -ї і ї і . я ія і і є і ’я і -і �(� ) = exp(−�� ⋅ � /~), ю ь і іі ь і : �(� )�� (� ) = �. ( . )і і і ю ь і ю (я § . )і ь і �, , і ю , § . , я і єі і і ь і :�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩, ( . a)�(� ) |Ψ⟩ = �(� ) |Ψ⟩. ( . b)І і і і ь я і я і�(� )�(� ′) = �(� + � ′)ю ь і і і я я ї і ь�(� ) �(� ′) = �(� + � ′).ь і я ю ь яє і ія�(� ) = exp(−�� ⋅ � ). ( . )і ь �(� ) і , |�(� )| = , , � єі .Я є ю ю є ії і -і , її я і -, ( . ) і:Ψ(�) = ⟨�|Ψ⟩. я ,�(� )Ψ(�) = Ψ(�−� ), і ь і іії ( . ) і ь я іΨ(� − � ) = exp(−�� ⋅ � )Ψ(�). ( . )� є ь я ь я ь . -, є, і і і -� і я , є -і ь ї , і ь -( . b), і ь я ( . ).



і . І ь я яію ( . ) і і:Ψ(�) = ∑

�′ �(�′) � �′⋅�. ( . )
і ь я ( . ) є

∑

�′ �(�′) � �′⋅� � �′⋅� = � �⋅� ∑

�′ �(�′) � �′⋅�,
і і і, �(�′) є ь я ья �′, я і ь яю ь і exp[�(�′ − �) ⋅ � ] = я і� я ( . ). , я я є ь я я , ’я і ію і і я �′ − � = � , ( . )� є ї і ї ґ . ь -ії і і ґ і ьі і і ( , і і [ ]).і , {� } юю ь іґ і я і і ю�,{� } юю ь і ґ і -я і і ю π/�.і і ь і ( . ), яΨ(�) = ∑

� �(� + � ) � (� � )⋅�. ( . )
і ь я і і є я -ія і ь , і є, і і ьі, я є ь я ( . ) ( . ), є і яєя я ~(�+� ).ґ і.

§ . . і ія я: іяЯ і ія яі ї і і є ь я -і ь і . ґ ія ією ь я і і іїї і .



§ . . і ія я: ія
ія і і іі ія я і і і,і ї ґ , і і ( і -і ) , я і ю ь і і -я ь я .

(a) і і ь яя є ’я і і і я я ґ -
− ~�� Ψ(�) +�(�)Ψ(�) = �Ψ(�) ( . ), і і ю ь і -я , і ь і ї і і |Ψ(�)| -. ’я я ь і я я -ю ю, і ї яю ь і -і і і і я. я ї ії -ії і я ь і я я, ( . ),ь [ ], і . є і ( . ), яі , є і я юі ю і і ію, я і і.

. a. і ія я і і і і.. . a і , я є і -ь � = ~�, ю ь ії і ю і .і ь , я-і ( є ії ), я ь і. і я ія і і і є�(sin θ −sin θ ). Я і я і -і яю ь я і ь λ = π~/� = π/� і -



і . І ь я я, і і , ія і і і -ь , ю і ь я |Ψ| і. ,і і і і ія я і ь я, і і ю ь і�(sin θ − sin θ ) = �λ, ( . )� — і .І ія, я ь і , і -є ь я ю я - ь і . і і ієї -ії, ю ю ’я я, є -я є ь я я ю. і ь , є ь я, „ ьія“ ґ і ю ю -і, , я § . , і ія Ψ єі . ь і , і -, і є , і і ю -і , є і і ь і ь , ія-і я .
(b) і і і і я і ья ґ є ь я і і, і і ьь і ія я і ь �′ − ~�′ є і і -і ю , її я я �′. ю -, і ю і . .і ї і ї ґ і ��. і , є -є і , і і ья −� я і їя ±� і ±�.і ь і і ��, їі і . і і я і я я ( . )і і , яΦ�(�) = ∑ � (� � )⋅� � (�, �), ( . )

� — і ї ґ , � — і -ґ ь � ( . ); і ю ��.і ь є і ю я � �, я -і � і є і я я і ( . ),і і ь Φ і �.



§ . . і ія я: іяь і я і я я ( . ) є і і ю і ією і( . ), я і є ь я , і і -. і ю ь, � > ( ) Ψ(�) іі ю � �⋅� � < . і я і ь ї , я� = � ( ія � ��). єі іїΦ�(�) і і я �, ь-я , і ю ь я ією ю і-єю. , і і яΨ(�) , я( . ). і �(�) є ь я ь, і яі я я ( . ) єΨ(�) = � �⋅� +∑

�′ �(�′) � �′⋅� я � > , ( . )
� = ~ � / �, |�′| = |�| = �. я і ї і ( )є � < , я ія ї і �′ > . І і і ь,іє ь я я �′, і |�(�′)| .( . ) є я ( . ). Я я, -, я � = � , і і � = (� = )і ( . ) є і і і і ю ю ( . ),і , я я � ≠ , — ія я . ,�′ = � + � , � — ь і ї ї ґ -. і , �′ , є ь я �′ ія ґії |�′| = |�| = � [ і ь ь , -і я я ( . ), є, ія я іі і]. , , і я �′ і -, і ія я і яя . я я і ія я, і -і , я є , і ь і �� -і я я , і і ї їґ : (~�′ − ~�) = ~� . ( . )і ь і і ’є ( ,і ї ґ ) є ь я я , я і і ь.�- і ь є і -я, ґ і ь я ( і ія ґії).



і . І ь я яя і я я ь , і я, я і ю і і � ія і ��. ї ґь я � і ю ь � = π�/�, � — і і , �— і ь і . і ( . ) є
~�′ − ~� = π~�� ( . )я і і ь я і і. ь ( . )і λ = π/� і

~�(sin θ − sin θ ) = π~�� ,я і ює ( . ).Я , ю ь ь , -ю ь і і і ії. , я я і ія яі ь і ’єє і є ь я і ю -ю ь .і і ь я я я -і ія я . і,, я ґ ґ ю ї -ії. і і і і ь є , іґ є, яї і . Є ь і є ’я іі і ю я :(i) і і ь і �, я є�′ − � = π�~� , ( . )� і �′ — і і ь і -я і і, � — і .(ii) і і ь і і �, я ї є�′ − � = π�~� = �~ , ( . )= π/�, � �′ — і ґії. -і ь я яє ь я і я і ( і ) і -і і я ( і ).



§ . . і ія я: ія(iii) ь і і ь π, ь
J ′ − J = π�~π = �~, ( . )

J J ′ — і і ь яі я. і і .і і і і:• я і і .• я є і ь , є і -я і і і ї і і [ (ііі) -і і ь я ].• і і ь ь я і я, ї ю ь.
ія іія і ії і . іі , ію ь і , . . b -ґ і я ї і і ; і -і ю і . і і і , -

. b. ія і і . І і і ь є -і я , і ю ь я і ю, і і і —і.



і . І ь я яі є ює ь яі і , я і ь ґ і . -я і і і і , ю і я -ї ї і ії і ь ь, -я ь і і і .і ії і і -ю і і ([ ], ) і я ,яє і і , і іі я і я я і . -я і ь , ю і ь -я і і ь і ,і ь-я і і і я я -ії і - ї є ії. і-я і і ь ,я і я ю і ю, іі і . і , і -і є і ія .ь ь я є ,і і і ю ь і я ( і і і і ), -і і ь ь , і і і і і -я . ю і я -і і . ь, -я я , і і ї іє ю і ь „ “ ія і і. я ґ іяь :Я і і , і і ь єі � є � (�). ґі , і -і , я і і ь є � (�). -і і і і і і ь � (�).я і я є є -
ю ія , , я і -і ( . a) , � (�) =� (�) + � (�). і і і і я -і я, я і і ь є ь я. -, я і ( . a) -є ь я і і і.я , ґ , яія і і і ’я і ією ї -і , і і ь і



§ . . і ія я:і і . і ь єь я ії і і.і я і і ь, і �(�)і ь �(�|�). ґі, я � є ю і і ю я-ієї і. і і , і іґ ю ь і і і і :� = ( і і , і ; ь ія = Ψ ),� = ( і , і і ; ь ія = Ψ ),� = ( і і , і і ; ь ія = Ψ ).І і і і є , � (�|� ) ≠ � (�|� )+� (�|� ).ія і і є, ь і яі і. і і ь і і ( і ією) -ь і і і, і ії і і.і ь ії і і іі і ь я є ь я [ ].
§ . . і ія я:і ія я і ( і-ґ ) і я я ь і і . -і і і і і ь ь я .

і я і ія я я іґ і ь і .
e . і і . . Ґію He .ю H .
n . . і і . .

я ії, і ь і і є -і ь і ь ії. ь яь , . є ія -ґ і ю я ю (я ). і -ю і λ( . ) і я, ’я і ь ю



і . І ь я яя λ = ℎ/�, ℎ = π~ — і . , -і і і яю ь і я і ь ~, яію і я я ( . ).я і , і і я і -„ℎ“ я і . і і ь і ℎe, ℎn і. . я і , і і . -ℎ я і і і я ℎ ν = � − � , є -і я і і і ґ і -я . І і є і ь і я і ь -, ю ь ї я, і і ьі ії я і ю ь ( і , Ґ і і ’ю [ ],). і , і і я ℎe/ℎ і ℎn/ℎі і яю ь я і і і ь , і .ь я і ію ю і ,і ю ь я і ь ії я ,я ’є і і ю і ь ю ю. і -ія я є я і я і -ії ї і . ’я ї ю іє λ = ℎ/�, � — її і ь . , і і -і � , є ь я я і ь ю і ю � , і і -є і λ = ℎ/� � . Я ь і я, яю є ь я і, і і ,’є і є і і і ь і ь{λ = ℎ/� � }, я і і я і і і.ь і є ь я. і і є ь я я -ю λ = ℎ/∑ � � , і і є і ь і ї. ь є ь я і ію, я ь і ь. і , і ,і ії (a) § . , і ь я ь ї і ії; іє я я ії і ь іі ї ґ . я і є ь я -і і ю ґ і ь і ію . І -ія я і і є -. ії є ія я і ґ і, я -яє ю і і ї . я — -ія і і, і я К і – і . Ґ ,і і ([ ], ) і я ь -і ію ґ і і, я



§ . . і ія я:я і , і і і і ь ю( . ). ї ь і і є ія -я ію. і ь ґія ї є ії і і -і я, ї і і � -і я.’я і їі ії і і і ю -ю і ією. , і ([ ],) я і ію і -і ( ), і і і і ії. іі , і я і іії ь є і .є ґ ь я ь -. , ь і -ія ь ь і ії ії. і і -ю ь я . ї ії іі і ю і ю ь і і я ( .і ґ [ ] Ґ і і ґ [ ]).і і ї і ії і -я і і , я я. . (a). і ю ь і і іє іь , є і і і і -і ( і і , яю ь ). і і і і. . (b). і � і яє ь я �� і і -і ґі ь ї ії ��. і і -є ь я � і �, і я і ю ь і і і ьь і і. , ії, �� і��, і ю ь �, є і ґі ь -ія. І ія і і і є ь я юі � і � . і � є ю ї�� і ї ��; і, і і , і � є ю ї�� і ї ��.я і і і , і іє -я і я і і �,�,� і�,і і є ь я і ь я ь.



і . І ь я я

. . . я і ії і і я і .
Я і , і я ю я, іі і і і яю ь я і .. . (b) є ь і ї . і ь -ю ією ю я ю ь і і , і -є, і і я і і і і ьє я �′�′ = � �� ; � = � �� � . ( . )� і я. � і � є і іє я, �і � — і іє і я.і і і є і ь і і ь яі іє і . , �� = є |�| +|�| = і |�| +|�| =. і і ї і є ь:|�� − ��| = . ( . )



§ . . і ія я:і і я � = � є я
�� − �� � −�−� � = �∗ �∗�∗ �∗ . ( . )( . ) і ( . ) є, |�| = |�| і |�| = |�|. і -я , я і і , я я і і ь( . ). , ( . ) є |��| + |��| ≥ . і ь|�| = |�| і |�| = |�|, є, |��| + |��| = . і ( . ), �� і−�� ю ь , , -��/�� є і ю і ’є ю.Я і � єΨ , і � і � є Ψ = �Ψ �і Ψ = �Ψ � . ϕ і ϕ — і , ю ь -і ь і і і � � і � � і і .і , я ь � , є ю і і я і���� і ���� :Ψ = Ψ (�� �� � + �� �� �) == Ψ �(��� + ��� ). ( . )
є і , ь � :Ψ = Ψ (�� �� � + �� �� �) == Ψ ���(� + � ). ( . )

ϕ = ϕ + ϕ і ϕ = ϕ + ϕ .ь-я я, - і є , ’я ія , і і і і , я ю ь -і � і� . і ь ��/�� і і ’є , і є,і і ії і ( . ) ( . ) і -ь — і . і і я -і ію, і і ю і ь і� і � . і і і і ,і ([ ], ) я і ію, ґ і-ією. І я ь ї і, -ї ь і , я і іґ і і і і я �� і ��, я я я ь -і і і ї . і ю і я -, я і і і ї і їґії: ~ � / � + ��� = �, � , � я



і . І ь я яя і я, � і і . і -я ює ь я ∫� ��, ��— ь я .я , і ґія є -ґію, є � ≈ √ ��
~

− � ��
~√ �� .і я і я єϕ −ϕ = ∮� ��, я їє , і ь �. І ґ ∮ � ������� і ює ь і ії і, ї ., і я є

ϕ − ϕ = � �
~√ �� � sin α = � �λπ~ � sin α, ( . )

� — і �����, α — її і ь ї. і і і λ = π~/√ �� — іі і .

. . . І і , і ю і ї ґії -і і я і я. і я , я і -ь ї і. [ і Хolella, Overhauser, and Werner,
Phys. Rev. Lett. , ( ).]І і . . ь-і я , ью і ь ія ґ і ії і -



§ . . і іі і і, ґ і і і іґ і я і -ґ , я і ь-я і і ія.
§ . . і і, і я яє ь я і і ю і -і ь, і , і ь -я і я я ь, і . -, я і і ь ї -|Ψ( )⟩. і я є’я я і і я я я -і . і ь і , ,я ⟨~�|Ψ(�)⟩ = ~

/ Φ(�, �), і я я ґ є я
~ �� Φ(�, �) = �~∂Φ(�, �)∂� , ( . )я ’я є ь я і ь :Φ(�, �) = � ~ / Φ(�, ). ( . )я ії -я ’є:

Ψ(�, �) = ( π) / exp ��� − ��~�� Φ(�, ) ��. ( . )
і ь , я , і і Ґ :Ψ(�, ) = π� / � / . ( . a)я ’є

Φ(�, ) = �π / � . ( . b)ії , ∫ |Ψ| �� = ∫ |Φ| �� = . і -( . b) ( . ) є
Ψ(�, �) = �π / exp ��� − � + �~�� � ��. ( . )



і . І ь я яі ґ я , і -ґ і ї ії . і я і ґ яєΨ(�, �) = ( π� ) / + �~��� / exp − �� + �~��� . ( . )я і і —, є я і ю ю ю -і ь і і . і ь і ь , -я і і, ю ь я і , -я я я ії , , -і є і ю. ,ія я і +�, і і є я � = −�� , �— �- я ( і� = �). і і ю ь я і я я�|Ψ ⟩ ≡ �� − �� |Ψ ⟩ = �|Ψ ⟩. ( . )і ь , і ь я і і і і ь� → � + �, і ь і ї і є. і я я ( . )і і і і ь� → � + �, � → � − ��. ( . ), і ію я -я ґії, і я( . ).і ь і ( . ) є я
~ �� Φ(�) − ��∂Φ(�)∂� = �Φ(�), ( . )і я ( . ) я я. , -і ь і і я я я -і, і я я я . і яє Φ(�) = � exp � ��� − � ~�� , ( . )� — і ь . і і іюі я ’є:

Ψ (�) = exp � � � + �� − � ~�� ��. ( . )



§ . . і іі ь я є і ь , і �.Ψ (�) і ія, Φ(−�) = Φ∗(�). , ( . ) і -і і я ( . ), і ії я іь ґії ю ь і і іΨ ′(�) = Ψ (� + �′), ( . )�′ = (�′ − �)/�. , ь ( . ) я � = .ія Ψ (�) і ії і, і юі я Ψ і �. Її і я іі і ії, і і і� → ±∞ .
Ψ (�) = � ( ) ��, α(�) = �� − � ~�� . ( . )

і і ґ ь є і ю ією �, і ґ -я �, і −∞ +∞ і ї і, -, Im� ≤ � → ±∞, , і і ь і ґя.|�| → ∞ і і ґ ь , я ія �, іює, і ґ ь я я, ∂α/∂� = . і їі ґ і і і ь � ю ь я , ю, ь і ь іі. і я я я і ї ∂α/∂� = є і я:� (�) = ±√ ���
~

. ( . )я α(�) я -я : α(�) = � � − � ~��(� − � ) . ( . )і ґ і ї є
� / � ( ) ��, � = �� ~�� . ( . )

і ґ я � , і



і . І ь я я

. . . і ґ я і і я я( . ). я → , — я → .і і і і ї .
� = � і , я я �(� − � ) є і і �,і і і ґ ь і -і і � = � . , є

� ( ) �� ≈ � �� = π� / . ( . )
я � < і і ї я і і.і і і і є і ґ я � я і -ь ї ї, ї ь-я ;і ї і, � = −� �|�|�/~. і є -і :

Ψ (�) ≈ |�| / exp − √ ��
~

|�| / , (� → −∞). ( . )
я � > і ї і і і, ія я я і і ґ ь� і, я . . .є °, �(�−� ) і -ь . і ґ і і їя і і ю [ яю ь я exp(±�π/ )], і ї є :
Ψ (�) ≈ |�| / cos √ ��

~
|�| / − π , (� → +∞). ( . )



і ’я і ієї і і ь іє і я я і �. я ’я і -і я я я і,і і і я: , я і , і — я -і і є ь я � → −∞. і ь і -, я є і і ь. і , іі я і .ія є і і ь-я і ь �,ь і Ω, і ℋ, і Ω× і ь -(§ . ) і ю ією я( . ).
і ія і і і і і іґ [ ], . .Ї і я і і і -, [ ] і Ґ і ґ [ ]. -і і і ї і ії юю ь я іі [ ].

З і

. . і ь, я ією -і ь є [� , �(� )] = �~∂�/∂� ( . і ю . ).

. . Я я є я Ґ і я я |Ψ⟩ і -ь і Φ(�) = ⟨~�|Ψ⟩?

. . Л ь і є ь я �, я я -і є і ґ ь ю, ⟨�|�|�′⟩ = (�−�′)�(�). Я іі і і і є я я і ь і?

. . і ь і і є � = � / � + �, і� є ію і ї ґ . , і є ь я і і -і я ( . ). і ь і я яі я �|Ψ⟩ = �|Ψ⟩ і ь і і ь,і я я ь і -і ь ї . я ь , і ьі — її ь я.



і . І ь я я
. . я ії Ψ(�) = � exp(��� − �� ), � — ь-, � і α— і і , і ь є я і -ь я :(a) я:⟨�⟩ = Ψ∗(�) −�~ ∂∂� Ψ(�) ��.

(b) і ь я, іі і і я і ь , і є я і -ь ь і .і ь � , ь ь я -і (a) і (b).
. . і ь я я яі я ь і і �(�) =� (�), � < . і я і я і я ґі ї і .я я.
. . ю ію Ψ(�, �) я і ґ -( . a) і і і.
. . і ь ю ію ґ і ь їь і і ь ~�:Ψ(�, ) = Ψ(�, ) = π� / � / � .я , яі і і ґ ( . ).і і і ь, я Ґ і я(§ . ) ( . ), є і я ієї і я � = .



і
і я

і я є ь я , є я-ь і і, ґія я є іі я і і . і ь і ’є ,є ь я і і, є� = �� + � � , ( . )� і ь , � я, � ., ’я і я я , є ю -ь ( і ю ). і я, і ь ю я ь і ь ,ю ґ і ( . і ). і , ,я я я і ь я, я я ь яі я і ь.
§ . . ґ ї і яь і ь і ( . ) ґ -ї я , ь і і і я[�, �] = �~ ( . )і я і ю і � і �:� = � , � = � . ( . )і і і я і ь :

q = �
~

/ �, ( . )
p = �~

/ �, ( . )



і . і яь яю ь і і і ю[q, p] = �. ( . )і і і ь і є я� = ~ (p + q ). ( . )і :
a = q+ �p√ , ( . )
a = q− �p√ . ( . )І ( . ) є, я я і � іє я a. І , я і ь і і і, a і aю ь і . a ю ь і -

я, a — я.І ( . ) є і і і я:[�, � ] = ( . )і ь і ( . ) і я і
a a : � = ~ (aa + a a) == ~ aa − == ~ a a+ . ( . )
я і я і ю.я ь і ь і � ь яі я � = a a. ( . )ь і ю [��, �] = �[�, �]+[�, �]� і і і я( . ), я, [�, a] = −a, ( . )[�, a ] = a . ( . )



§ . . ґ ї і яІ і і ь �.�|ν⟩ = ν|ν⟩ я ⟨ν|ν⟩ ≠ . і ( . ) є�a|ν⟩ = a(� − )|ν⟩ = (ν − )a|ν⟩., a|ν⟩ є � і я ν −, a|ν⟩ ≠ . ь є(⟨ν|a )(a|ν⟩) = ⟨ν|�|ν⟩ = ν⟨ν|ν⟩.і ь є і і ’є , ν ≥ , ,і я � ь і ’є . я -я a -і і ь і , ю ь і я ν− , ν− , ν− ,…ь і ’є і ьь. я і ь є ь я , і -і ь є ь я і ν = , і a| ⟩ і юєю, , є ь і ь я і
a ю і .І ( . ) є,�a |ν⟩ = a (� + )|ν⟩ = (ν + )a |ν⟩., a |ν⟩ є � -я ν + : a |ν⟩ = |� + ⟩. ь і ює(⟨ν|a)(a |ν⟩) = ⟨ν|(� + )|ν⟩ = (ν + )⟨ν|ν⟩,і і є ь я ь, ν ≥ . я aює і і ь, я і -є я ю і ь є. я і -і ь є ь я я ν = , , �є ь я і і ’є і ν = �.і і � ь я -|�⟩: �|�⟩ = �|�⟩, � = , , , … ( . )і ь |�⟩ є ю |ν⟩,

a |�⟩ = � |�⟩. і ⟨�|aa |�⟩ = |� | ⟨�|�⟩, і, ⟨�|aa |�⟩ = ⟨ν|(� + )|ν⟩ = (� + )⟨�|�⟩,|� | = √� + .



і . і я|� + ⟩ і ь , і є ь я ( . ).і ь і її і і , � є і і -. і є
a |�⟩ = √� + |� + ⟩. ( . )ь ь є,|�⟩ = (�! ) / (a ) | ⟩. ( . )І ( . ) і і є -і a :⟨�′|a |�⟩ = √� ′ , . ( . )і ь a є я a , і я -я ( . ): ⟨�′|a|�⟩ = √� ′ , . ( . )я і і, ( . ) є ь іі ії і ґ і, ( . )— і ії і ґ -і. ( . ) є, �|�⟩ = √�|� − ⟩,�| ⟩ = . ( . )

і ь і , , ( . ), |�⟩ є -і ь і �:�|�⟩ = � |�⟩,� = ~ (� + ). є ь я я ( . ) -і ь і ґії і і і .
§ . . і я іЯ і я я і я�|Ψ⟩ = �|Ψ⟩ я і ь і-( . ) і, є і -і я я − ~� ��� Ψ(�) + � � Ψ(�) = �Ψ(�). ( . )



§ . . і я іі я ь і я я ь є ь я ьі ( і [ ], . , [ ], . ), яя .і � = �
~

/ � ( . )і і я λ = �
~

. ( . )Я Ψ(�) = �(�), ( . ) є я� ��� + (λ − � ) � = . ( . )і ї і �(�) я ь �, λ і я � ( . ). єі я — � і � . я , є -і і і ь, , ь і ь -і ю ією. є ь я -і я я і �(�) = �(�) � . ( . )[ і, і ь і ію�(�)я ь і ,і ь і �; я і .]і ( . ) ( . ) є� − ��′ + (λ − )� = , ( . )є і �.ії і і я ь і , і, і їя є і [я( . )], і я і я я ґ я і, я ю ь ґ я і і іє ія . і ь і іє � ( . ) є ю ґ -я , ь є, ія�(�) ґ я -і �, , її я і -я і і і. і я
�(�) = ∑ � � ( . )



і . і я( . ) і і яє і іє і я я � я. є
� = � + − λ(� + )(� + ) � , (� ≥ ). ( . )Я я ( . ) є ь я, ( . ) є -і і я я і іє і :�� −−−→→ � . ( . )ю ь і іє я я ії� � я ь-я я �, і і, і і я( . ) я і . і �(�)і я і і ь �(�) ( . ) �, іє і ь , я є , я є яі �. Я λ = � + ( . )я і і ’є �, �(�) є і я�, і�(�)я �. і і і і я іі я, і ( . ) і ( . ) є і ь яі ь і : � = ~ � + , = , , , … ( . )ь і ь -ґ і.я ь я і ії -я і:
Ψ (�) = απ / �! / � (α�) � , ( . )

α = (� /~) / , � (�) є і і я �. і ії і і ґ ю ї ії
exp(−� + ��) = ∑ � (�)�! � . ( . )

я ь ь і ь яі .



§ . . і я і і ь іь ґ ь і я ь я, -ю ь ь. ь і-ї і і. і і я я ( . ) єі я я і я я і ь і ( . ) � і�, і — і і , я −�~�/��і �. і , я і і і і і я ( . ).і , і і я я я ( . ) є і -я я і ь �. я і -я і, „ ь ї“ і -Ψ(�) |�| → ∞. , § .ь і я і . іі ія і ь і я і і ь і � = � ,ю я і і я, я іі і ь ; ґ ія я , і. , іі і і ь, і і ю ’я і.
§ . . і я і і ь і

§ . і і я -я і . і ь і � -і, ю і я. і ії Ψ (�) = ⟨�|�⟩і іє я -і ь і і і �.� і ь і § . . і, і ь ю-і я � і, -і я� -і, і ь і є і ґ ь . яі і . ь ( . ), ( . ) і ( . ), -я, я
� = ~� / (a + a). ( . )

і і, �



і . і я( � = a a) ( . ) і ( . ). ,
⟨�′|�|�⟩ = ~� /

√ ⋯√ √ ⋯√ √ ⋯√ √ ⋯√ ⋯⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. ( . )

і я я і я �|�⟩ = �|�⟩ і є я
∑

′

⟨�|�|�′⟩⟨�′|�⟩ = �⟨�|�⟩,
я і я я ( . ) є

~� / √�⟨� − |�⟩ + √� + ⟨� + |�⟩ = �⟨�|�⟩. ( . )і я я ’я , ю і ь -я ⟨ |�⟩, я ⟨ |�⟩, і ⟨ |�⟩ і . ., і яі {⟨�|�⟩} я і �, і �, -я. і я і я я ( . ) я і ь �,� є і ь і і і і (−∞, +∞). [ -і , я і я єі і �.]ь і ює ⟨�|�⟩ я ію � і�, і я § . — ю Ψ (�) = ⟨�|�⟩∗, я -ію і � і �. є ,і ю ь я і ю. я ії ї іі ь ь ( . ) ь ґ і і( . ). я і і і ( . ) , я⟨�|�⟩ = �(�) ( �! ) / � (α�),�(�) і ь і і і � . і ( . ) є�� (α�) + � (α�) = α�� (α�).і ь, я і ь яю ь і і , ,ь , і , і і і.



і
З і

. . я і ь я ія і ґ .

. . і ь і я і я і ь ,� і�, -і, ґії і я .і і ь і і і я� / � +� � / і ґ ь .

. . і ь, я і і ь � і � є-ь я і і ь Tr[�, �] = .. І ь ь , я , є, Tr[�, �] = ,, ~ = . ь я я і і -ь я і і ь я, іі, я я �� �� і я і ь, ь -
~ = є .

. . і ь a , я і -і. я ію Ψ (�) і ( . ), -я a я я Ψ (�), Ψ (�) і Ψ (�).

. . і ь і я я і я я і я -і ь і і ь і і і і ії⟨�|Ψ ⟩.

. . і ь і і і і я є� = � ⋅ �� + � � ⋅ �.’я і ь і я я і я .

. . ’я ь і я я і я я і і -і я . і ь,і я ї є я є , іі і.

. . я ь-я � |�⟩ -я і ґії і -я : |�⟩ = exp − |�| ∑ �√�!|�⟩.



і . і яя і я я ( . ), , |�⟩ єя a ( , a іє ь і —
a|�⟩). і ь , і я a є -і . (З я. |�⟩ є ь я . і і-і ь і і .)



і
і ь

і і , ґ і - їії і і я ь я ь і і ., ґ я є і ь ( -я ~). ь ія і і є ь ь і, і і я і і і. ьяі , і і ь ь я ії -і ь .
§ . . і я іі і , і і і і я і -і ь ю ь я[J , J ] = �~J , ( . a)[J , J ] = �~J , ( . b)[J , J ] = �~J . ( . c)і я і:

J = J , J = J , J = J . ( . )ь і ь , -ю і і я я.
J = J ⋅ J = J + J + J . ю ьі і я ( . ), , [J , J] = . , я J іі ь J ( і , J ) і є -і і ь і . і і я і я ьі я:

J |β,m⟩ = ~ β|β,m⟩, ( . a)
J |β,m⟩ = ~m|β,m⟩. ( . b)



і . і ь( m — ; і ю �. Я -і , ї і ь і і — m і�.) -
~ ю я , β і m я і .і , ь і J J , і ь-

J ює ь я і я я.я J є⟨β,m|J |β,m⟩ = ⟨β,m|J |β,m⟩ + ⟨β,m|J |β,m⟩ + ⟨β,m|J |β,m⟩.і ь є і ю і ’є ю ю,⟨β,m|J |β,m⟩ = (⟨β,m|J )(J |β,m⟩) = ‖J |β,m⟩‖ ≥ . і ,і я J . ⟨β,m|J |β,m⟩ ≥ ⟨β,m|J |β,m⟩, ію і і ь ( . ), єβ ≥ m . ( . ), я і я β m -ь і і − β ≤ m≤ β [і ( . a) , β і ’є ].і
J = J + �J , ( . a)
J = J − �J . ( . b)Я , J = J . ь яю ь і і і я[J , J ] = ~J , ( . a)[J , J ] = −~J , ( . b)[J , J ] = ~J . ( . c)ь і і ь ( . ) і ( . ) і ю і і.ь ( . a), є

J J |β,m⟩ = (J J + ~J )|β,m⟩ == ~(m+ )J |β,m⟩. ( . )
і і і : J |β,m⟩ і ює ю, є

J я ~(m+ ). j -ь я, я m і β. я
j є я і і ь

J |β, j⟩ = , ( . )



§ . . і я іі є ь -я ~(j + ), і ь і я m = j.і і я і β j , ( . ) Jі ь і і ю
J J = J + J + �(J J − J J ) == J − J − ~J . ( . )

і я я ( . ) є J J |β, j⟩ = , ( . ) є , J J |β, j⟩ =
~ (β − j − j)|β, j⟩, (β − j − j)|β, j⟩ = . і ь |β, j⟩ь , β = j(j + ). ( . )і є я ( . b),

J J |β,m⟩ = (J J − ~J )|β,m⟩ == ~(m− )J |β,m⟩. ( . )
, я і і я ( . ) є і : J |β,m⟩ і ює ю,є J я ~(m− ). k — і-і ь я, я m і β. і і -ґ , і ( . ) ( . ), ю ь, β = k(k− ),

k = −j., і і . , я і β =
j(j + ) m ь і і j ≥ m ≥ −j,і і яє ь я і і і ю. -, і я і ь я m = j і і і ь m = −jє і , і є, j = ( і )/ . єі ь і я я j і m:

j = , m = ,
j = / , m = / , − / ,
j = , m = , , − ,
j = / m = / , / , − / , − / ,і і.я я j і є j + ь m.і ь ь я і і -я і j і ь β = j(j + ). ,, і я |β,m⟩ я |j,m⟩.



і . і ь,
J |j,m⟩ = �jm|j,m+ ⟩, ( . )�jm — я , і j m. |�jm|, ( . ):(⟨j,m|J )(J |j,m⟩) = |�jm| .ю ( . ) є|�jm| = ~{j(j + ) −m(m+ )}. ( . ), m = j є ь , я і ь і-і і ь .�jm є і ь ю, і ь і я я і я ( . )і ї ь. її , �jm і ія і j m. і

J |j,m⟩ = ~ j(j + ) −m(m+ )|j,m+ ⟩ ==~ (j +m+ )(j −m)|j,m+ ⟩. ( . )
J ( . ) і ь ( . ), є�jm|j,m⟩ = �jmJ |j,m+ ⟩.і ь і m m− є

J |j,m⟩ = ~ j(j + ) −m(m− )|j,m− ⟩ ==~ (j −m+ )(j +m)|j,m− ⟩. ( . )
я я я -і J, я і ( . ). я я J єі ґ ь ю: ⟨j′,m′|J |j,m⟩ = ~m j′j m′m. і є , я іі J і ґ ь ю (j′, j), і ь J і -є. , я⟨j′,m′|J J|j,m⟩ = ⟨j′,m′|J J |j,m⟩,

~ j′(j′ + )⟨j′,m′|J|j,m⟩ = ⟨j′,m′|J|j,m⟩~ j(j + )., ⟨j′,m′|J|j,m⟩ = , я j′ ≠ j. ( і і я я ь я яь-я , є J .) і я J = (J + J )/ і



§ . . Я я і ь
J = (J − J )/ � ь я J і J . я⟨j′,m′|J |j,m⟩ я ює ь я ( . ) і є я

j = 0; 1

2
; 1 ; 3

2

m = 0; 1
2
, −

1

2
; 1, 0,−1; 3

2
, 1

2
,− 1
2
,− 3
2

j′ = 0, m′ = 0 0

j′ = 1

2
, m′ = 1

2
0 1

−
1

2
0 0

j′ = 1, m′ = 1 0
√

2 0

0 0 0
√

2

−1 0 0 0

j′ = 3

2
, m′ = 3

2
0
√

3 0 0

1

2
0 0

√

4 0

−
1

2
0 0 0

√

3

−
3

2
0 0 0 0

( . )

і ь і і ію і ґ ь .і ь J = J , я я J є ю і ( . ).
§ . . Я я і ьі ь §§ . і . ,я ґ я, і ь і і і і і я( . ) я ь я ь ґ . і -, і і є ю θ і, ь їі �, є я��(θ) = � �⋅J/~. ( . )ь і і ь і я, яя і ь .

(і): і і іє ь я і -ю ією Ψ(�) . Ψ(�) є я, -ює ь я �Ψ(�) = Ψ(� �), ( . )



і . і ь�— я ( . ), � — × - я я -і і. Її я я ь -§ . . [ і я я ( . ) є ь( . ).]я я і �, і я я ( . ) є� ( )Ψ(�, �, �) = Ψ(� cos + � sin , −� sin + � cos , �).Я і і і ь , Ψ яя я :� ( )Ψ(�, �, �) = Ψ(�, �, �) + � ∂Ψ∂� − � ∂Ψ∂� .ґі я я ( . ) є� ( ) = − �J
~
.і я я і яє і і J , я

J = −�~ � ∂∂� − � ∂∂� ., , є �- і ь � = �×�я і , я я § . , я і -ь ґ і .
(іі): і і і я, є і і і , є ь я -ю ією (Ψ , Ψ ⋯). я ї ії -і і , і ( . ). ь і -є ію

� Ψ (�)Ψ (�)⋮ = � Ψ (� �)Ψ (� �)⋮ . ( . )
я � �, є я �,іє і і і , юю і і і і ії іі ії . , ь я і -( . ) : �� = � �⋅�/~ � (θ). ( . )



§ . . і ь і ьі і і ю, іє, — - я.я � є і ю, її , я� (θ) = � �⋅�/~, ( . )� = (� , � , � ) є і я . і яю ( . ) ( . )і і юю ( . ), , і ь є -я
J = � + �, ( . )� = � × � і [� , � ] = (α, β = �, �, �). і� = −�~� × �, � є я . � і �ю ь я і і і ь і і ь .Я я я ь ( . ),� ь яю ь і і і я ( . ), я і

J. і є, я і � ю ь я і і -я ( . ).і ь і ь є іі . і і іі ь , я є , її є і ю.
§ . . і ь і ьі ь і ь є� = � × �, ( . )�— я, �— і ь .і ія � і ії , �є я −�~�.є і і і(�, θ, ), і і я ь я , я� = � sin θ cos , ( . a)� = � sin θ sin , ( . b)� = � cos θ, ( . c)я . . .Ґ іє є я� = � ∂∂� + � � ∂∂θ + � � sin θ ∂∂ , ( . )



і . і ь

. . . . і і -і є я і , — і , — і .і я .(� , � , � ) — і ї .ю ь я і і , я� = � sin θ cos + � sin θ sin + � cos θ, ( . a)� = � cos θ cos + � cos θ sin − � sin θ, ( . b)� = −� sin + � cos . ( . c)ю , � = � � , єя і ь і ь :� = � � × (−�~�) == −�~ � ∂∂θ − � sin θ ∂∂ . ( . )
я ь і § . , є іі :� =� ⋅ � і � ,� = � ⋅ � = −�~ ∂∂ . ( . )і � ⋅ � є ’я , іє і , ію -і і . ь , я� = � ⋅ � = −~ sin θ ∂∂θ sin θ ∂∂θ + sin θ ∂∂ . ( . )є ’я і і і і я я:� �(θ, ) = ~m�(θ, ), ( . )� �(θ, ) = ~ ℓ(ℓ + )�(θ, ). ( . )



§ . . і ь і ь( ь ℓ m, я іі ’я і і .) і ( . )( . ) є ∂�/∂ = �m�, ∂ �∂ = −m �. ( . )яє ( . ) яsin θ ∂∂θ sin θ ∂∂θ � + {sin θ ℓ(ℓ + ) −m } � = . ( . )і я я ( . ) і ( . ) і і ю; ьі , — і θ. , �(θ, ) -я і ії і , я ь яє ( . ), і ії іθ, я ь яє ( . ). і я ( . ) є � m . і я я ( . ) і -і я ю , є ї і я є і і
Л , ю ь я, я �mℓ (cos θ). [ я і я яє ь я і ю і їθ � = cos θ; і ь m ь -іґ є і, є і ь я ±|�|.], я я, є �(θ, ) = � m �|m|ℓ (cos θ).і і я ℓ і m. і я я ( . )( . ) ю ь і я я і ь і ℓ і m, -я ’я яю ь я і я я . -, і я є і —�(θ, + π) = �(θ, ) — і � m є , m єі . і, і я ґ яґ я θ = і θ = π, ії і я я -є, ℓ є і ’є і і і ℓ ≥ |m| ( яі ℓ < |m| є і і ю ь яь). і я і і і я ї -, є і і і і :�mℓ (θ, ) = (− )(m |m|)/ ( ℓ + )(ℓ − |m|)!π(ℓ + |m|)! / � m �|m|ℓ (cos θ). ( . )є і і �mℓ (�) я ь я і ь і і�ℓ(�) = ( ℓℓ! ) �ℓ��ℓ (� − )ℓ ( . )і і я�mℓ (�) = ( − � )m/ �m��m �ℓ(�). ( . )



і . і ьі ь �mℓ (θ, ) ,� mℓ (θ, ) = (− )m{�mℓ (θ, )}∗. ( . )яє ( . ) я і я я( . ) і ( . ). і і юю ь і ,
{�mℓ (θ, )}∗�m′ℓ′ (θ, ) sin θ �θ� = ℓℓ′ mm′ , ( . )

і і і ї (і ґ я ь яі �Ω = sin θ �θ� ).я і ь і ґ я і ь і іі ії я, ґ , є -ю і ю ю. і ь іяь , і ь, § . , -її ґ іє ю ь , -і я і і. , ’я ю і я яі я я і ь і ь -, я я і я , я яℓ і m є і . ь , і -ь і я і, ю ья.
і я і ь і ьі ь і ь є і і ь яє -і і і я [� , � ] = �~ � — -, я і я і ь . Я§ . , і і ь є, і я іі ь ь і і ія ~. ь я я і ьі ь є -ь , я і є ’я я ь -і ь . і і і ь� = � × � я і ь і ь і, і і ,і і і ь я і я і ь .і я і ь� = � � − � � , ( . )



§ . . і ь і ью і і і і я[� , � ] = , [� , � ] = , [� , � ] = �~ ( . )і і .я і ь, я і � і � -і і, ~ = . і :
q = � + �√ , ( . a)
q = � − �√ , ( . b)
p = � − �√ , ( . c)
p = � + �√ . ( . d)Я і ,[q , q ] = [p , p ] = , [q , p ] = � . ( . )і я я ( . ), і , є я� = (p + q ) − (p + � ). ( . )і юю і і ь і я і я( . ), , ь я -я ь і і і ь і і ія і ю � = і ю = ( є ,

~ = ). і ь ( . ) ю ь і ю, ю ьі ь і і , ї і і я � є і -ю ї ь. § . і -я (p + q ), ю і і і і я, і-і ( . ). ь , і -я ( . ) є � + − � + = � − � ,� і � і ’є і і і . , я ьі я і ь , ,і ь і ь ь m~я і m, і і — я і і .



і . і ь
§ . . і і і ь � ь яю ь -ь і і і я [� , � ] = �~ � , яє ь я і , § . . і я яі я я � = � ⋅ � і � ,� |�,m⟩ = ~ �(� + )|�,m⟩, � |�,m⟩ = ~m|�,m⟩, ( . )є і яm = �, �− ,… ,−� я і і і і і ’є �.і ь і і ю ь я -, я ь і і �, і ь і і я я-є ь я і і і ї ю ію ( � + )-і і, я і ( . ) і -і �. і ь я і і� = / , , / .

(і): і /ь і , я � = ~�,� = (σ , σ , σ ) ю ь я я і. Я яь і, ( . ) -( . ) я і J (ю × ):σ = , σ = −�� , σ = − . ( . )і і ь яю ь і і я :σ = σ = σ = ( . )( є × - ю),σ σ = −σ σ = � σ . ( . )і і і я є і я , ь і -я., і і є і і і ья � = (sin θ cos , sin θ sin , cos θ), є я � ⋅ � = ~� ⋅ �,
� ⋅ � = cos θ � sin θ� sin θ − cos θ . ( . )



§ . . ія я є, я ієї і є + і− , і і і ( і) і ,� sin θ− cos θ , −� sin θ+ cos θ .ю ґ я і , і -і і я -і : � / cos[θ/ ]� / sin[θ/ ] , −� / sin[θ/ ]� / cos[θ/ ] . ( . )я ю ь і я і іі , і.Я я ( ґі ), іі є � і і і і π і єі і я ї і і. і і я ю -( ) і є tan[θ/ ] і і і θ і π і є іі і і ’є і я — і , і і і і -я . , ь-я юю (і -) і ( . ) я і θ і . ,� = іюя �, ь� ⋅ � і я + ~, і , ієя �.і я ь (я і ),є ь я ρ. × - я є , -її і і і ію ь -ь , σ , σ і σ . , і ья і ρ = ( + � ⋅ �). ( . )я , Tr ρ = . � = (� , � , � ) -і , і і ь ρ. я ’я яі я,⟨σ ⟩ = Tr(ρσ ) == Tr(σ + � − � �σ + � �σ ) == � Tr == � .



і . і ья ( . ) і ( . ), , і ьі і ює ю. ґі ь ю ь я я � і �і , є ⟨�⟩ = Tr(ρ�) = �. ( . )ю ь я ії ρ.і ь ( . ) є і я + і − , ( . ) -є, я ρ є ( +|�|) і ( −|�|). -і ’є ь, -я ії і: |�| ≤ . ію ь я ю |�| = , і і є ь і я -ії. я і , ю ь � = , є і , іє я ь-я і і ює ю.я і я яю ь ю і і іі і , я і ь і .
(іі): і яі я і і × і( . ). ь

� = ~√ , � = ~√ −�� −�� ,
� = ~ − . ( . )

я я і я � = (sin θ cos , sin θ sin ,cos θ) є я
� ⋅ � = ~

cos θ √ sin θ�√ sin θ� √ sin θ�√ sin θ� − cos θ . ( . )
є і я ~, і −~, і і і ї і є( + cos θ)�√ sin θ( − cos θ)� , −√ sin θ�cos θ√ sin θ� , ( − cos θ)�−√ sin θ( + cos θ)� . ( . )



§ . . іі і і � = , я � = є -я, є і -я . я є , я я іі я і - іі , і і ю ьі — θ і . , � = -’я і і , іє я ья .ь є ь я × - ρ, я , і я -я ь ь Tr ρ = і ρ = ρ , ь і ’я і .я ії ⟨�⟩ = Tr(ρ�) є і ,і є , я я � = .і , і і я я ь, ї є і я, ь ією яі і .
(ііі): і /ь і я × ,я і я я і, -. і ь я і і ь -ґ ь я є ь я і� + � + � = ~ �(� + ). ( . )і , я ь-я я �. � =і ь і ь, і і і і, я і -є ( . ), і і. � = -ь ( . ) і і, і, ю ь -і і ь і . я і ь єє ’я і ї і я : я -і і і я ~ , —ь. ю � = , і � , � і � і,я і є і ь і , і і ь( . ) ь я і і я і я . -і , я і і -і є ~ / , ~ / , і ~ /і і. є ь я і -ії ї і . я і



і . і ьі і і, я і і і і,я є і ї ь і-і і і і і.і ь і ь ї і ії, і, яі ь , я і ,і і ю ь � , � і � , і ія, , ( . ) ю ь.я і ії ь і ь і ,я ї ь і .
§ . . і і яі ь я, . -, я і я ( ) і -я, я ( . ). І ія є ь я -, я і ю . . . і і і ї -���� ї ��′�′�′ і є ь я :(i) я α ��, ь �� ��;(ii) я β ��, ь �� ��′;(iii) я ��′, ь �� ��′.і і ь я �� ь ��′. яі і ю ь � (α), � (β) і � ′( ) я ( . ). і -

. . . я � і , і , є� ′ ′ ′.



§ . . і і яя є ь я ь і -я : �(α, β, ) = � ′( ) � (β)� (α) == � J ′ � J � J . ( . )( ь ґ і я ю ь, я і
~ = .) я я , ьь і юю ь я , ь і ї -. ( . ) я, і(і), є J = � (α) J � (−α), ,� (β) = � (α)� (β)� (−α)., і ь J ′ є ь ь (і) (іі), є� ′( ) = � (β)� (α)� ( )� (−α)� (−β) == � (α)� (β)� ( )� (−β)� (−α).я я � (β). і яю -і ь ( . ) і і�(α, β, ) = � (α)� (β)� ( ) == � J � J � J . ( . )і і і ����.

і і яя я і : -я є , ’є є ь я і ї -, є і і ь ’є і яі ь . Я я і , -ь ї ,є і і , і і , я і і я ь я і -ю. я і ю ії я я і �,і ь і і ь ь.і, . . , ’є і -є ь я α ї і ( і є -я я, і ь � я і -я, ), і і і ’є і, і -(�, �), ь я



і . і ь

. . . я — і , і-є ь я ’є .
(�′, �′). і і я і є ь я -ю ь:�′ = ∑�( ) � . ( . )

ь я �( )(α, β, ) є ією ьі . я я і � є я
�( )(α, , ) = cos α − sin αsin α cos α . ( . )

’є я я іяі ї Ψ(�). ія є ь я, я Ψ′(�) =�( )(α, β, )Ψ(�). і ь і і є ь я -і ії, я Ψ′ і і �′ = (�′, �′, �′) єі ю ю Ψ і і � = (�, �, �): Ψ′(�′) = Ψ(�) =Ψ([�( )] �′). і і , є�( )(α, β, )Ψ(�) = Ψ([�( )(α, β, )] �), ( . )є ь ї ( . ).і ( . . ) ’є � є ь я ,я є . , і� = (�, �, �) і і, � =(� , � , � ) і і. ’я і є я -ь: �′′ = ∑�( ) � . ( . )



§ . . і і я

. . . я — ’є і , і є ь я -.
я я і � я �( )(α, β, ) єя �( )(α, , ) = cos α sin α− sin α cos α . ( . )

я я ії і � є яі ю, і ї , її і -ь і і ю. , іΨ (� ) = Ψ(�), Ψ іΨ ю ь ії -. І ( . ) є і і я � = [�( )] � , Ψ (� ) = Ψ(�) =Ψ([�( )] � ). ь і і ,�( )(α, β, )Ψ(�) = Ψ([�( )(α, β, )] �), ( . ), ( . ) і ( . ) ю ь я , ю єію і ґ . і я і -я є , і -ь є і ї. і і яє ь я і ь :�( )(α, β, ) = [�( )(α, β, )] = �( )(− ,−β,−α).я і і ь є і ї ґ , я’є і ї і юі і ’є .я ь ґ є ь я і . [ ],я і , і і [ ] і [ ] і я ь -я і ь я.



і . і ь
і я я я ( . ) і, -і ь⟨j′,m′|�(α, β, )|j,m⟩ = j′j �(j)

m′m
(α, β, ), ( . )є і я�(j)

m′m
(α, β, ) = ⟨j,m′|� J � J � J |j,m⟩ == � ( m′ m) �(j)

m′m
(β), ( . )

�(j)
m′m

(β) = ⟨j,m′|� J |j,m⟩. ( . )я ( . ) і ґ ь (j′, j), � є J .я я ( . ) і є ь я я ,і є J .( . ) ює ь я я j = . -іJ і ~σ , я � / я , -я і σ = , яє ґ -я β, я і ю ь і і sin(β/ ) і cos(β/ ).ь і є � = cos β + �σ sin β . ( . ), �( / )(β) = cos − sinsin cos . ( . ), я я і β і π, іβ π і ює і . і ь -я ї і я ( . ) , j є і і. і і j я я π.
j = і J × - ю� і ( . ), я -ь яє і � = � ( , ює іь, ~ = ). я ь, ґі ,( . ), є� = − � ( − cos β) − �� sin β.і є
�( )(β) = ( + cos β) −√ sin β ( − cos β)√ sin β cos β −√ sin β( − cos β) √ sin β ( + cos β) . ( . )



§ . . і і яі я ь . . іґ .Ї я є і ї [ ]. і -і я яє ія ґ ( . [ ]). Є ь-і ії ґ , я і ь я, ґ ь -
і: {�(j)(�)}∗�(j′)

′ ′(�) �� = ( j + ) j′j ′ ′ ��. ( . )
� є і я (α, β, ), �� = �α sin β �β� .β і є я і π. α і і і[ , π], я і j j′ ь і π.

я і і ьі я ю ь ія і і ь :�(α, β, )|j,m⟩ = ∑

j′ ,m′

|j′,m′⟩⟨j′,m′|�(α, β, )|j,m⟩ =
= ∑

m′

|j,m′⟩�(j)
m′m

(α, β, ). ( . )
є і і і , ьі ( . ) і ( . ) я і ь-і ь я .( j + )- і і , я і і {|j,m⟩} яі j і і −j ≤ m ≤ j є і і і

і і я. І і і ь і є,, я ь ь і , ьі я я. і , і я j ь( . ). і і є , і і і-ь і , і і і ії я.я і і , я я .
З ’я і іі і ( . ) ( . ) і ( . ), я -я і і ь і ь-|ℓ,m⟩ я і ь ℓ і m. , ю ь ю я



і . і ья , і і ( . ). ь і я я -і і я і і я -я. і я я, -( . ), і ь :� (α, β, ) �mℓ (θ, ) = �mℓ (θ′, ′) == ∑

m′

�m′ℓ (θ, ){�(ℓ)
mm′(α, β, )}∗, ( . )

я�(α, β, ) ь я (θ, ) я(θ′, ′). я ією ю, я я� і , ї є я-. і , і ю є і -і , я і . β = = є� (α, , ) �mℓ (θ, ) = �( , , −α) �mℓ (θ, ) = �mℓ (θ, + α) == ∑

m′

�m′ℓ (θ, ) {�(ℓ)
mm′(α, , )}∗ == � m �mℓ (θ, ).і я є ( . ). Я = , є�mℓ (θ, α) = � m �mℓ (θ, ), ( . )є і ь ї і і ґ .і ь я θ = є я ю і ю, і ь їі є, �mℓ ( , α) і α. І ( . ) є,і я ь �mℓ ( , ) = я m ≠ , ,�mℓ ( , ) = �ℓ m, , ( . )�ℓ — ь , і ℓ.і і θ = ( . ), ює я і �.і я я ь я�mℓ (θ′, ′) = �ℓ m, {�(ℓ)

mm′(α, β, )}∗ == �ℓ {�(ℓ)
m, (α, β, )}∗,, я і і є яя ґ і ії, я ( . ). є яї .



§ . . я�(α, β, ) ь , ь і � я (θ′, ′).Я , є α = ′ і β = θ′, і ь . і ь�(ℓ)
m, (α, β, ) ь і ,�mℓ (θ, ) = �ℓ {�(ℓ)

m, ( , θ, )}∗, ( . )є і і я і і і -я я. я є ,
�ℓ = ℓ +π . ( . )

§ . . яі і ( . ), я я π і, ь-ї �, є ��( π) = � �⋅J/~ ( яї ь). ь ії -і ь є ь я��( π) |j,m⟩ = (− ) j |j,m⟩. ( . ), я є і ю я і ь j, і -і і ь я − . і ь ( . ) -, я � я і �, і є -
J . я я ь -|j,m⟩ � ⋅ J, я і|j,m⟩ я я ( . ). і ь і і я j іі ю ь я я , і є, ( . ) є-ь я я і ь �. і ь і яі ь я і :��( π) = �( π). ( . )і , я π є і ь ю ією,я і і ює. і і ієї і, -, і і і і і і і і і π- я.ює : �( π)�� ( π) = �, [�( π), �] = , ( . )� я ь-я і . -�( π) є і ь ( , і ює ), ,



і . і ьі і і ь і і �( π) і ь-і і . і я і ї і і і яі , я і ю ь і і іі . і ь я , є і і іь, і і я і і ь ї -ії. �— і , є і і ю -і і ℱ, , я �, її яє, -і і я [�, �] = . я , є і і -і я �. Я|Ψ⟩, |Ψ′⟩ = �|Ψ⟩ ≠ |Ψ⟩. є я і ї і ї -і є ⟨ℱ⟩ = ⟨Ψ′|�|Ψ′⟩ = ⟨Ψ|� ��|Ψ⟩ == ⟨Ψ|� ��|Ψ⟩ == ⟨Ψ|�|Ψ⟩., і і ї і яі |Ψ⟩ і |Ψ′⟩. і ґі , я ь , є-ь я ρ, я я є , ρ′ = �ρ� ≠ ρ, єя ℱ є⟨ℱ⟩ = Tr(ρ′�) = Tr(�ρ� �) == Tr(ρ� ��) == Tr(ρ�)., ь і , і -і ї ℱ ю ь ’я ією,і . і , і я -ії ії �( π), і ь. і ь, я ь я.і і ( . ), �( π) і є і -і і . і і ( і ія і ь ) , я |+⟩, і і є і ь�( π)|+⟩ = |+⟩. , і і ( і -і і я і ь ), я |−⟩, ь яє і і-ю �( π)|−⟩ = −|−⟩. , я � є і ь ї і -
ї ї ,⟨+|�( π)�|−⟩ = ⟨+|��( π)|−⟩,⟨+|�|−⟩ = −⟨+|�|−⟩.



§ . . я, ь ⟨+|�|−⟩ = . ,і і і і я -і і і я і ьі і я . ь і ґ є ь я -
і . є, ї є ї ї і і ія |Ψ ⟩ = |+⟩ + � |−⟩ ( . )я і ь . і , я ь-я ї і її�, ⟨+|�|−⟩ = ⟨−|�|+⟩ = , є ⟨�⟩ = ⟨Ψ |�|Ψ ⟩ =⟨+|�|+⟩ + ⟨−|�|−⟩, ь і .і ґі я я ь ,ρ = ∑ ρ |�⟩⟨�|. ю ρ і -ю я і ї ї � і :

[ρ] = ρ ρρ ρ , [�] = � � .
є я і ї і ї� ь і є� = Tr(ρ�) = Tr(ρ � ) + Tr(ρ � ),Tr і Tr ю ь ію і і . і -і ρ і ρ ю ь , і ь і і і -і � є ь . ю ь-і : і ія і і |+⟩ і |−⟩ є -і і .і і і і і ь, і , я і ю ь я -я ( . ), і і є. і ю, іρ і ρ ю ь ь . -ю я і я є , і -і ю ь і і , і ь і -я ь-я і і я, і , ρ = ρ = . Яі і ї � = , -ь я ь-я , і ь ґї ю ії� є і ю ю, і я ь єь яі і і [�, �( π)] = . і я я є ь яі і я я і і , і я іь і ρ і ρ .



і . і ь
і і і іяі і ю і ґ і ,�( π), і ґ ії ії, є і ь— я , , і -я � �⋅�/~, є і ь �. і ь і ь і ь-я ї ї є і і і -ь, і і є і і ь. є ю ь і ,ю ь і я і ю ії : ,і я ± �( π), — і яі ь �.і я я є , і ю ь і, я і ю ьі � ( , я �), -, і �( π). , і ю і -і , і і і я; і-я і ю я ь і ю і ,ь і я π.[[ і , і ює і і ь іі і і я ієї , є є -і і і і ь . і ії я,я ю ь я, я ь і я, ь ь і ь,я ює і , -є і і і ь і і і ь ь( . § . ). ь і є і я і -ію і і я , і ь є ї і її , я їя . ії і ь я ї , , я, є і , я . -є , я я іє, я і ь . ]]

§ . . я і і ья , я ї є іі ь . я і і -, я „ “ і „ “, і і і іі ь J
( ) і J( ), і ьі ь і і і і ієї ієї .Я ю я § . , і я ї -і її і , я і -



§ . . я і і ьі і і і і :|j , j ,m ,m ⟩ = |j ,m ⟩( ) ⊗ |j ,m ⟩( ). ( . )і є і ь ьі J
( ) ⋅J( ), J( ) ⋅J( ), J ( ) і J ( ), я ~ j (j +), ~ j (j + ), ~m і ~m і і .є і і -і ь J ⋅ J і J ,

J = J
( ) + J

( ). ( . )[ і J = J
( )⊗�+ �⊗J

( ); -я я є , J
( ) іє ( . ),

J
( ) — .] і і -і я, я і , і і яїї і . і, її і ь J є і -ґ , і я J

( ) і J( ) і ю ь я.і і J ⋅ J і J , я |α, J , �⟩,
~ J(J + ) і ~� є ї я , α є я ь і -, я я їі я J і�. і -і і і і ії і ( . ), і ь J

( ) ⋅ J( ), J( ) ⋅ J( ), J ⋅ J і
J є і, , ю ь і і ь -і . ’я , і і і і ії -і і я j і j ,і і і ( j + )( j + ), я ( . )і я j і j .ь § . , і і і і я,є ь я і ь і і і і -і . і ю, і і і є ю-і J + і |α, J , �⟩ і α J і іі � і і −J ≤ � ≤ J . І і: я |α, J , �⟩я я ь � ь , я я -є , єї і і ь і і |α, J , �⟩ я−J ≤ � ≤ J є ь .Я , і ю ь і і я J , я |α, J , �⟩ -ь і і ( j + )( j + ). і , -ю , я я J |α, J , �⟩ ь ю і ьі і . �(J) є і ь і ь



і . і ь

. . . і я m m я і j і j .
і і , �(�)— і ь я -я� і. і і і і я ь я, я�(�) = ∑

J | |�(J), ( . ), �(J) = �(J) − �(J + ). ( . ), �(J) �(�), я ює ь я.( . ) є J = J
( ) + J

( )я ~� = (m +m ), і і ь я і юєі ь і і (m , m ), я я m +m = �. і ю. . , я , �(�) і ює і ь і , ьі ґ ь і і ії � = m +m .�(�) = , я |�| > j + j ;= j + j + − |�|, я j + j ≥ |�| ≥ |j − j |; ( . )= min(j , j ) + , я |j − j | ≥ |�| ≥ .і ( . ) є,�(J) = я j + j ≥ J ≥ |j − j |;= і і . ( . )Я я я, �(J) і і ь , -|α, J , �⟩ є є ь я і я -ь і J
( ) ⋅ J( ), J( ) ⋅ J( ), J ⋅ J і J . іі і ь , я |j , j , J , �⟩.



§ . . я і і ь
і іє –Ґі ь {|j , j ,m ,m ⟩} юю ь , -{|j , j , J , �⟩} ї ю і і і -ію: |j , j , J , �⟩ = ∑

m ,m |j , j ,m ,m ⟩⟨j , j ,m ,m |j , j , J , �⟩. ( . )
і іє я ю ь я і іє К -

–Ґ і і ь ь я і(j , j ,m ,m |J , �) = ⟨j , j ,m ,m |j , j , J , �⟩. ( . )і іє і і ь і, і ь |j , j , J , �⟩ -я і і ь . я іь � і J є і ь,я ( . ). є і ь яя J , і є її ю ю:(j , j , j , J − j |J , J) є і і . ( . ), , ь і і іє -–Ґ і .і і я ( . ) ья і|j , j , J , �⟩ = ∑

m ,m |j , j ,m ,m ⟩(j , j ,m ,m |J , �), ( . )|j , j ,m ,m ⟩ = ∑

J , |j , j , J , �⟩(j , j ,m ,m |J , �). ( . )
і ь і я іі , і іє ю ь ь я і і я -ь і:
∑

m ,m (j , j ,m ,m |J , �)(j , j ,m ,m |J ′, �′) = JJ ′ ′ , ( . )
∑

J , (j , j ,m ,m |J , �)(j , j ,m′ ,m′ |J , �) = m m′ m m′ . ( . )



і . і ьі іє –Ґ ю ь я ь, я ю-ь я і : (a) m +m = �, ( . )(b) |j − j | ≤ J ≤ j + j , ( . )(c) j + j + J = і . ( . )(a) і (b) . (c) є і і я-я ( . ) і π. і і ( . ), і ( . )і я я є я (− ) J , і я— (− ) (j j ). і (− ) J ,є і і і (− ) J , і ює і, J -і і і . і я і іє (− ) (j j J) = , і ( . ).
і і і яі іє –Ґ я і -я і J і J , ( . ), і я я|j , j , J , �⟩ = ∑

m ,m |j ,m ⟩( ) ⊗ |j ,m ⟩( )(j , j ,m ,m |J , �), ( . )
я є і ( . ).і ю я j = j = . J і � я -ю ь ь я J = � = , ( . ) і ь: , , , = , , , , , ( ) ⊗ , ( ). ( . )я ( . ) і , ю ь ,ю ь , , , , = .і є ( . ) J = J ( )+J ( ) і є( . ), √ , , , = , − ( ) ⊗ , ( ) + , ( ) ⊗ ,− ( ).я J ь є| , − ⟩ = ,− ( ) ⊗ ,− ( ).



§ . . я і і ьі я і ь ( . ), є і і яі:
я , ,m ,m J , �( ) ( ґ )

J , � = , + , , − ,
m ,m = + ,++ ,− √ √− ,+ √ −√− ,−

( . )

і ь я і -( . ) і , ґ | , ⟩ ґ ь іь і .я J ( . ) ь є(J −�+ )(J +�) |j , j , J , � − ⟩ == ∑

m ,m (j −m + )(j +m ) |j ,m − ⟩( ) ⊗ |j ,m ⟩( )++ (j −m + )(j +m ) |j ,m ⟩( ) ⊗ |j ,m − ⟩( ) ×× (j , j ,m ,m |J , �). ( . )( . ), і ь � �− :|j , j , J , � − ⟩ = ∑

m ,m |j ,m ⟩( ) ⊗ |j ,m ⟩( )(j , j ,m ,m |J , � − ),
і і яє ( . ) я ьmі m . ь і,(J −�+ )(J +�) (j , j ,m ,m |J , � − ) == (j −m )(j +m + ) (j , j ,m + ,m |J , �)++ (j −m )(j +m + ) (j , j ,m ,m + |J , �). ( . )



і . і ьі і і я і я J = J
( ) + J

( )ю ь(J +�+ )(J −�) (j , j ,m ,m |J , � + ) == (j +m )(j −m + ) (j , j ,m − ,m |J , �)++ (j +m )(j −m + ) (j , j ,m ,m − |J , �). ( . )і і і і я і я і і -
і ь ї є ії я і, j = ℓ, j = . Яя ь яm = , і іі я я ( . ) є ь я ь, і і є ь я(J −�+ )(J +�) ℓ, ,� − , J , � − == ℓ −�+ ℓ +�− ℓ, ,� − , J , � .ь ю ( . ), я є m = �−m = �− .і � → �+ ь
ℓ, ,�− , J , � = ℓ −�+ ℓ +�+(J −�)(J +�+ ) / ℓ, ,�+ , J , �+ .
я J = ℓ + є і я я,і і ь �, � + , � + ,… ь яℓ + :
ℓ, ,� − , J , � = ℓ +�+ℓ +�+ / ℓ, ,� + , ℓ + ,� + =

= ℓ +�+ℓ +�+ / ℓ, ,� + , ℓ + ,� + =⋮= ℓ +�+ℓ + / ℓ, , ℓ, ℓ + , ℓ + .
і іє –Ґ ь я є я (j , j , j , j |j +

j , j + j ), і і є ь я і , і і юєі. , я ℓ, ,�− , J , � , і -я і і ь ї і:



§ . . я і і ь
я ℓ, ,� −m ,m J , �
J = ℓ + J = ℓ +

m = ℓ +�+ℓ + / − ℓ −�+ℓ + /

m = − ℓ −�+ℓ + / ℓ +�+ℓ + /
( . )

і ь і -і і я ( . ), я m = − . -, J = ℓ + ,� є , ,і і іє і і я є і ю і.і, я , ю ь я -, J = ℓ− ,� ю і ґ ь
J = ℓ+ ,� . і ( . ) є,і m = − є .
і - і ь і і ії ю ь я, я �Jℓ . Ї і -я і є

�ℓ ,ℓ = √ ℓ + ℓ +�+ �ℓ (θ, )ℓ − � + �ℓ (θ, ) ,
�ℓ ,ℓ = √ ℓ + − ℓ −�+ �ℓ (θ, )ℓ + � + �ℓ (θ, ) . ( . )

єю ю є ія і �⋅�, �⋅�, J⋅J іJ .є ія і - і ь ї є ії� ⋅ �, і ь � ⋅ � = (J ⋅ J− � ⋅ � − � ⋅ �). ( . )і я ь є
~ [j(j + ) − ℓ(ℓ + ) − ] = ~ ℓ я j = ℓ + ,− ~ (ℓ + ) я j = ℓ − . ( . )



і . і ьі - і ь ї є ії я § . .
іґ і j-і іє –Ґ ’я і і і і іє -, ю ь іґ j- і :

j j j

m m m
= (− )j j m

j + (j , j ,m ,m |j , −m ). ( . )
ґ і і [ ] і і і-і іє і і і і і ь, яь яю ь. і і і ( . ), ( . ) і ( . ) іґ і j-ю ь я ь, я m +m +m ≠ , j ,

j і j ь яю ь і і , j + j + j є і.
j- ( . ) і ю ( , , ). я -ю ь я і і і я ії:(i) :( , , ) = ( , , ) = ( , , ).

(ii) :( , , ) = ( , , ) = ( , , ) = ( , , ) × (− )j j m .
(iii) я і m , m і m ь я j-(− )j j m .і ь і і і ю ія і іє і –Ґ я -і і ь , і і ь ія ієї -. ґ ії ґ і і ії, і -ія я і ь .

§ . . і і і, я ь і j + -і і ь {|j,m⟩ ∶ −j ≤ m ≤ j}, я є ,



§ . . і і ія юю ь я ( . ), -ю і і і і . і � + -і {�( ) ∶ −� ≤ � ≤ �}, ю ь ґі і :�(α, β, ) �( ) � (α, β, ) = ∑

′

�( ) �( )
′ (α, β, ), ( . )

ює і ґ �.я �, я ( я ) і і ія: �(α, β, ) � � (α, β, ) = �, ( . )є і ь ґ . � є -і ґ , і ь -юю ь я я ю і і і ію. і -, я і ь яю ь ю ( . ), ю ь я -
� = −√ (� + �� ), � = � , � = √ (� − �� ). ( . )і я і -я , я і і і -ь і я. я і я ( . ), -( . ), я��( )� = ∑

′

�( )
′ ⟨�, �′|�|�, �⟩.

я я і і і ь і я -� я є я � = − � � ⋅ J/~, іі є і я я є[� ⋅ J, �( )] = ∑

′

�( )
′ ⟨�, �′|� ⋅ J|�, �⟩. ( . )

ь я і �,�, � і ь ь я ( . ) і ( . )і J = J + �J J = J − �J , є[J , �( )] = ~ (� − �)(� + � + )�( ) ,[J , �( )] = ~ (� + �)(� − � + )�( ) ,[J , �( )] = ~��( ). ( . )



і . і ьі і і і і я я , я ья я і і і ь( . ).І ь і -є і ь ь і . я ї я -я і і і і я і я яі і іє –Ґ . і є яі я ( . ):�|�, �⟩ ⊗ |j,m⟩ = ∑

J , �|�, j, J , �⟩(�, j, �,m|J , �).
я ( . ) є

∑

′ ,m′

|�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩�( )
′(�)�(j)

mm′(�) == ∑

,J , ′

|�, j, J , �′⟩�(J)
′ (�) (�, j, �,m|J , �).

і я|�, j, J , �′⟩ = ∑

′ ,m′

|�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩ (�, j, �′,m′|J , �′)
і і яє і іє |�, �′⟩ ⊗ |j,m′⟩. ь і є�( )

′(�)�(j)
mm′(�) == ∑

,J , ′

(�, j, �′,m′|J , �′)�(J)
′ (�) (�, j, �,m|J , �). ( . )

( я ь я ьі ю ь я –Ґ .) , ю -ґ ь і ( . ), і ґ іь ь я:
{�(J)

′ (�)}∗�( )
′(�)�(j)

mm′(�) �� == (�, j, �′,m′|J , �′)(j , j ,m ,m |J , �)( J + ) ��. ( . )



§ . . і і і
і ія і і , ь

іґ – , я .| , J , �⟩ і -ь , я яє я і ь і і , -ь є і J ⋅ J і J я я -. ь ( . ), ( . ) і і і ю �, є⟨ ′, J ′, �′|�( )| , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′, �′|� ��( )� �| ,J , �⟩ == ∑

′ , , {�(J ′)
′ ′(�)}∗�( )(�)�(J)(�)×

× ⟨ ′, J ′, µ′|�( )| , J , µ⟩.і ь і я я ь і я,і ґ її і � = (α, β, ) і я ( . ),
⟨ ′, J ′, �′|�( )| , J , �⟩ = ∑

′ , , ( J ′ + ) (J , �, µ, σ|J ′, µ′)×
× ⟨ ′, J ′, µ′|�( )| , J , µ⟩(J , �,�, �|J ′, �′).і і іє –Ґ , іь я , і і ′, , J ′, J і �. Я⟨ ′, J ′||�( )|| , J⟩ ≡ ∑

′ , , ( J ′ + ) (J , �, µ, σ|J ′, µ′)⟨ ′, J ′, µ′|�( )| , J , µ⟩,
я і⟨ ′, J ′, �′|�( )| , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′||�( )|| , J⟩(J , �,�, �|J ′, �′). ( . )і є іґ – . ⟨ ′, J ′||�( )|| , J⟩ є ь я. і ь і �′, � і �, яі ь і і я -я і є ь я і іє –Ґ .

( ). і іґ – є -я �, я я � = � = . І я ( . ) і -і ( . ) і ю є, (J , , �, |J ′, �′) =
J ′J ′ , ⟨ ′, J ′, �′|�| , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′||�|| , J⟩ J ′J ′ ( . )



і . і ьі ґ ь і і ь і ь і �′ = �.
( ). і я я, є ( . ), є я я, ія я я і ї ( . ) я я ь. і ю є і і ь

J, я я ( . ) є я⟨ ′, J ′, �′|J ( )| , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′||J|| , J⟩(J , , �, �|J ′, �′). ( . )і ,⟨ ′, J ′, �′|J ( )| , J , �⟩ ≡ ⟨ ′, J ′, �′|J | , J , �⟩ = ~� J ′J ′ ′ ,ь ( . ) я � = �′ = J = J ′. і -і і іє –Ґ -і : (J , , J , |J , J) = J/(J + ), і є ⟨ ′, J ||J|| , J⟩ =
~ J/(J + ) ′ . ь і і -і ( . ) є я ь J ′ ≠ J . і ь і іє -–Ґ ’я ь J ′ ≠ J , і є,ь ю ь і і :⟨ ′, J ′||J|| , J⟩ = ~ J/(J + ) ′ J ′J . ( . )

( ). і і я ( . ) і і -і я яє і ґ і -ь і . І ( . ) є{�( ), (α, β, )}∗�( ), (α, β, ) �(ℓ)
m, (α, β, ) �α sin β �β� == (ℓ, �,m, �|�,�)(ℓ, �, , |�, )( � + ) �α sin β �β� .і ь і я я є і ю ю, -ь і і і ґ ь і і ія . і я і ія ( . ) є{� (θ, )}∗� (θ, ) �mℓ (θ, ) sin θ �θ� =

= ( � + )( ℓ + )π( � + ) (ℓ, �, , |�, )(ℓ, �,m, �|�,�). ( . )



§ . . і і ія і і ь і , я Ґ . і ґ -я , я і -, я є ь я іґ – : ⟨�,�|� |ℓ,m⟩ =⟨�||� ||ℓ⟩(ℓ, �,m, �|�,�). , Ґ є -іґ – .
і і і є і-. і -. �( ) і �(ℓ)m і ґ � і ℓ і і -. і �( ) = ∑

,m(�, ℓ, �,m|�,�)�( ) �(ℓ)m ( . )
і ґ �. і я я і ( . ).я і і �( ) я ( . ) є , яя . � = � = �( ) є я :�( ) = ∑

m

(j, j,m, −m| , ) �(j)m �(j)m ==
j − ∑

m

(− )j m �(j)m �(j)m . ( . )
і іє –Ґ ює ь я (j, ,m, |j,m) = і -я ( . ) і ї ії j- і .Я � і � і і , ( . ) є ї -я : � ⋅ � = −√ �( ).
( ). Я і , я і -

J ⋅ �, J — і ь , � — і ь -. і ь J ⋅ � є я , ( . ) і є , яі ґ ь ю і і ь , -
⟨ ′, J , �|J ⋅ �| , J , �⟩ = ∑

m

⟨ ′, J , �|(− )m J ( )
m �( )

m | , J , �⟩ == ∑

,J , ,m(− )m⟨ ′, J , �|J ( )
m| , J , � ⟩×× ⟨ , J , � |�( )

m | , J , �⟩.



і . і ьі і і J і ґ ь і J і , ю є= ′ і J = J . і , я і ( ), -я і J ь і .іґ – і ь я , є⟨ ′, J , �|J ⋅ �| , J , �⟩ = ∑

,m(− )m⟨J , �|J ( )
m|J , � ⟩×× (J , , �,m|J , � )⟨ ′, J ||�|| , J⟩ == �J ⟨ ′, J ||�|| , J⟩. ( . )

Я , �J ь і ′ і , і ї -�. , і іє , і -� = J: ⟨ , J , �|J ⋅ J| , J , �⟩ = �J ⟨ , J ||J|| , J⟩.ь ( . ), ,�J = ~ J(J + ). ( . )і ( . ) я я -� ( я J ′ = J) я J ⋅�,я .я іґ – і � і J є⟨ ′, J ′, �′|�( )
m | , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′||�|| , J⟩(J , , �,m|J ′, �′),⟨ , J , �′|J ( )
m | , J , �⟩ = ⟨ , J ||J|| , J⟩(J , , �,m|J , �′).і я і ′ = і J ′ = J я я і-ь ї і = . , є⟨ ′, J ′, �′|�( )

m | , J , �⟩ = ⟨ ′, J ′||�|| , J⟩⟨ , J ||J|| , J⟩ ⟨ , J , �′|J ( )
m | , J , �⟩. ( . )я J ′ = J і і і( . ) і ( . ), і є⟨ ′, J , �′|�( )

m | , J , �⟩ = ⟨ ′, J , �|J ⋅ �| , J , �⟩
~ J(J + ) ⟨J , �′|J ( )

m |J , �⟩. ( . )і ь я J ⋅ � -ь і �, і я я є, я і , ′ і J = J ′



§ . . і і іь-я і -і і ь .і ь ю ь я ′ = . -, є і , і і ь -я , ь ь я і і-і J , ( . ) яє її ю і ь і -, я і ь і ь . ,
ґ і є я� = − ��e� (� � + � �), ( . )� і � і і ю ь і ь іі ь , � — я ( , іі), �e — , � — і ь і . -� і � ю ь я і і і . -ь ( . ), я ь я ґ і-я і -ь : ⟨ , J , �′|�| , J , �⟩ = − ��e� �eff ⟨J , �′|J|J , �⟩, ( . )
J = � + � є і ь ,�eff = ⟨ , J , �|� ⋅ J| , J , �⟩

~ J(J + ) == ⟨ , J , �|� � ⋅ J+ � � ⋅ J| , J , �⟩
~ J(J + ) .

� ⋅ J = (J ⋅ J+� ⋅ �− � ⋅ �) і � ⋅ J = (J ⋅ J+� ⋅ �−� ⋅ �); є
�eff = ⟨ , J , �|{(� + � )J ⋅ J+ (� − � )(� ⋅ � − � ⋅ �)}| , J , �⟩

~ J(J + ) . ( . )і ��- є ії є � ⋅ �і � ⋅ � я ~ �(� + ) і ~ �(� + ) і і . Я� = і � = , ( . ) ь я�eff = + J(J + ) − �(� + ) + �(� + )
J(J + ) . ( . )ь , і я �- Л , і -ії я я ґ і .



і . і ь
§ . . ь іія , і ї -я , ь і і ь.я і і ієї ’я і і ю, -ь я, я є і , і її ь я -і ї і ь ї . і ь і ь -: � = J� + J� + J� , ( . )� , � , � — і і ії, J , J , J — -і і ь і ії і .І ія і ь ь і і -, , і ь і і . Яі , і і і я я і -і ь і і і ю ь я[J , J ] = �~J . ( . )іє ія �,� і � і ь ю, -і є і , її і і ь яя і ії і , і і ,я J , J і J ь я і і і -я. і і і я є :[J , J ] = −�~J . ( . )я я є , і ь і,’я і і , є ь я і ь і -і і ґ і є і і, я J = J ⋅ �, � -яє і і і , ґі і я. яя [J , J ] є я і і я , -є і Я і:[��, ��] = �[�, �]� + ��[�, �] + [�, �]�� + �[�, �]�. ( . )� і � ья. ю ь і ю, ї і -і ь ь я[J , � ] = �~ � , ( . )



§ . . ь і , § . . і( . ) ( . ) є[� J , � J ] = � [J , � ]J + � � [J , J ] ++ [� , � ]J J + � [� , J ]J == � (�~ � )J + � � (�~ J )++ + � (−�~ � )J . ( . )
і α, β, і і і і і ь -, ї ’є , є[� ⋅ J, � ⋅ J] = ∑{�~ (− + + − )� � J } =

∑−�~ � � J . ( . )
, я � і � , яі ії � і �, є і я я ( . ). -, я і ; я � і �, і -

J, і і і і ( . ) я ь� � [J , J ], і і ( . ). -( . ) ’я яє ь я ієї , , ’я і ію і , є і і і-ь і я .ь і ь і -і , § . . і -ь я я і ь і і,( . ) і я і -.і і ії і ії ю ь і ь і і-ь і . ґ є і я іь і і ії � = � = � ≡ �, і і і ь іє я � = J ⋅ J/ �, і я є�j = ~ j(j + )� . ( . )і я є іь. Її я , і -і я . і є ь я



і . і ь(i) ю ї і ь (я є юі і , і ’я і я і іїі ) J ⋅ J = J + J + J = J + J + J ;(ii) — J ;(iii) і і ії — J .і і і і, я ь ь -і , J є ь я і ь -я , і і і і �, і J . -і J = � ⋅ J є я , і і є і ґ -ь і і . яґ і ю ( j + ) і ь j + є ії ії ї .
і ь ґ є і і і ії� = � ≠ � . і ь J + J = J ⋅ J − J , і ь і ,я � = J ⋅ J� + J � − � . ( . )і я ґії є�j = ~ j(j + )� + ~ � � − � , ( . )

~� є я J і [−j, j]. і ья і ює j + , і і ь J .
Лі і ю , я і ь-ї ґ � → . і і і � = ,і я � ґ і і і ю ь і ь ,, і і . і і і ґії ю ья, я і я ї ґ , і ї -я є ь я j + .

ґ є і і і і ії. я і я -я і я ґії і є ь і яя і, і і [ ] я -і і ь � = , і .
і іі іQuaБtuАTheВЕy ВfAБgulaЕMВАeБtuА, ією . . іі . ([ ], ), і ь я і і ґі-



іь . і я ь і іґ і ґ -, я і і я.
З і

. . і ь і і і і ь і і � і �і ь і ь я і :(a) Ψ(�) = �(�) sin θ cos ,(b) Ψ(�) = �(�) cos θ,(c) Ψ(�) = �(�) sin θ cos θ sin .

. . і і і і ь ґією і і і -і ь ( і )?
я я і. і ь і -ь я ї ії :

��(θ) Ψ (�)Ψ (�)⋮ = ��(θ) Ψ (� �)Ψ (� �)⋮ .
я є я ��(θ) = � �⋅�/~��(θ). -ь я ґ і ї -ї ії, є і ю ю, ьї і і і і і ії. θ і і і ь ,є ґ ь J = � + �, � = −�~� × �, � — і -я, ь я, є ґ я ��(θ). іі є ь я, я і ь і і -ь . я і і я. -ь є �(�) = � �⋅�/~, і ь іія ію є ь-: �(�) Ψ (�)Ψ (�)⋮ = �(�) Ψ (� − �)Ψ (� − �)⋮ ,

�(�) є ю і ю ю. ь і і і ьі я, , ґ і ь є -я � = −�~�+�, я� є ґ я �(�) = � �⋅�/~. Їїі є , я і і і ь .



і . і ьі і �? Я і і ь я �?і і ю і я?
. . і ь . є,ю ь і і ь і і і і і я -і ь . я і і я , -і ь ⋅ J , J і J .
. . і ь, і, є J,і і є і і .
. . і і і я � = ю ь я і я я ( . ). і ь,ї і є і. і ї і і ь -і . Я і ґ і і ю ь і ?
. . і ь і і ь я � = і,і ь ї і.
. . я ь і і � і � .(a) Я я ь і ,|� ,m ⟩ і |� ,m ⟩ і і , я і і ь ,і �?(b) Я і я ь і я , яі і ь, і �?
. . і ь і ь (�⋅ )(�⋅ ) = ⋅ +��⋅( × ), �— іі, і — і , ю ь і �, ’яю ь і ю.
. . я ь і і . і ь і -я і і �( ) ⋅ �( ). , я , іі |m ⟩ ⊗ |m ⟩.
. . і і і є ію ь і і -і �(�) = � (�) + � (�) �( ) ⋅ �( ). і ь, і я я, я є’я і , є ь я і я я, я є -і � + � , і � − � .
. . і ь, , ( . ), і є іґ �.



і
. . я і я я ( . ) я я -і � = �×�, я ю і -, я ґ , ї і , я і.
. . Я і і і ’я і і -� � (α, β = �, �, �)?
. . і ь, я і і -ь . („ і “ я і є є я і і і -і ь і і ь і і , я є-ь я.)
. . ь є іє -ґ іє — , і , і і -і . Я і іє яґ іє і , ь і ь і є я

� = � ∂∂� � + ∂∂� � + ∂∂� � ,
ь яє і я ю � = , і ь яі я .(a) і ь, і ь і , я� = �( � − � ⋅ �) + �(� + � ),� і � ь і � і і і .(b) і ь і я � я і і .

. . я ь ь і і . і іює і ь і я |m ⟩ ⊗ |m ⟩ ⊗ |m ⟩, mє ь± . і ь ь і і я J ⋅ J і J ,
J = �( ) + �( ) + �( ).



і і ґ ія
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